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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Òåìàòèêà, òåõíèêà, ëèòåðàòóðà. Çàäà÷è.

ÒÅÌÀÒÈÊÀ: Âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé áàëàíñà â ïðîñòðàíñòâå ìåð.

ÒÅÕÍÈÊÀ: (n, k)-÷àñòè÷íûå ìàðêîâñêèå ñêà÷êîîáðàçíûå ïðîöåññû.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ: N. Golyandina and V. Nekrutkin, 1999.

Àíàëèç ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèè îöåíîê ïðè áîëüøèõ n;

Èäåÿ ââåäåíèÿ èñêóññòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

ÄÂÅ ÇÀÄÀ×È ÄÈÏËÎÌÀ:

Óòî÷íåíèå âèäà ñìåùåíèÿ ïðè k > 2;

Èçó÷åíèå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ ñ èñêóññòâåííûì âçàèìîäåéñòâèåì â
ëèíåéíûõ çàäà÷àõ.
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Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

N. Golyandina and V. Nekrutkin

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÁÀËÀÍÑÀ:

dµt/dt = B(µt)− µt, µt|t=0 = µ ∈ H.

H � ðàñïðåäåëåíèÿ â (D,B), B(ν) ∈ H ïðè ν ∈ H.
Åñòü óñëîâèÿ íà D, B.

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË: ψ(µt), ψ ∈ C2(H).

ÏÐÎÖÅÑÑ: ìàðêîâñêèé ñêà÷êîîáðàçíûé, n ÷àñòèö äâèæóòñÿ â D.
Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå:
n íåçàâèñèìûõ ñ. â., èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå µ;

Âðåìÿ ìåæäó ñêà÷êàìè:
ïîêàçàòåëüíîå ñ λ = n/k;

Ñêà÷îê:
a) âûáîð k ÷àñòèö èç n;
b) ýòè ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñêà÷îê ñîãëàñíî ïåðåõîäíîé ôóíêöèè Bk.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒ:
a) ñìåùåíèå è äèñïåðñèÿ èìåþò ïîðÿäîê 1/n (âûáîð Bk),
b) êîýôôèöèåíòû ñëîæíûå (ÿâíûé âèä).
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Çàäà÷à 1: Ñìåùåíèå

Óòî÷íåíèå âèäà ñìåùåíèÿ

ÁÛËÎ:
Ãëàâíûé ÷ëåí ñìåùåíèÿ: kc1/n.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ:
Íà ñàìîì äåëå: 2c1/n+ (k − 2)c2/n ïðè k > 2.

Çàìå÷àíèå

Êîýôôèöèåíòû ñëîæíûå (ÿâíûé âèä);

Ïðè k = 2 � òî æå ñàìîå;

Ïðè k > 2 åñòü ïðèìåðû, êîãäà c1 ≡ c2 è êîãäà c1 6≡ c2;

Íà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì îòêëîíåíèè ïîïðàâêà íå ñêàçûâàåòñÿ.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à

ËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À:

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå

dµt/dt =

∫
D
T ( · ;u)µt(du)− µt = B(µt)− µt, µt|t=0 = µ ∈ H,

ãäå T ( · ;u) ∈ H äëÿ âñåõ u ∈ D;
Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë J(t) = ψ(µt) =

∫
D gdµt, g ∈ C(D).

ÈÇÂÅÑÒÍÎ: Åñëè

ζ(t) � ñêà÷êîîáðàçíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â D;

íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå µ;

èíôèíèòåçèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè λ = 1 è T ( · , u),
òî

Eg(ζ(t)) = J(t).

Îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

S-ïðîöåññ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ: n íåçàâèñèìûõ êîïèé ïðîöåññà ζ(t). Îáîçíà÷åíèå � S.

ÎÖÅÍÊÀ: ω(s)
n = ωn(g, t) � âûáîðî÷íîå ñðåäíåå (íåñìåùåííàÿ).

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà.

ÄÈÑÏÅÐÑÈß: D
(
ω

(s)
n

)
= σ2

S/n.

ÄÐÓÃÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ: ñîâìåñòíîå äâèæåíèå n íåçàâèñèìûõ êîïèé ïðîöåññà ζ(t).

ÒÐÓÄÎÅÌÊÎÑÒÜ ìîäåëèðîâàíèÿ íà îäíó ÷àñòèöó:

LS = (t=S + =0)σ2
S .

=S � çàòðàòû íà îäèí ñêà÷îê ïðîöåññà;
=0 � çàòðàòû íà íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Àëüòåðíàòèâà: ïðîöåññ B(k)
ϕ

ÎÏÈÑÀÍÈÅ:

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ω è ôóíêöèÿ ϕ(ω, u) òàêèå, ÷òî L(ϕ(ω, u)) = T ( · ;u).

ÏÐÎÖÅÑÑ:

×àñòîòà ñêà÷êîâ: n/k;

Ñêà÷îê:

(u1, . . . , un) � ïîëîæåíèå ïåðåä ñêà÷êîì;
âûáèðàåòñÿ k ÷àñòèö;
èõ êîîðäèíàòû ui1 , . . . , uik

èçìåíÿþòñÿ ïî ïðàâèëó u′
ij
← ϕ(ω, uij

).

ÂÀÆÍÎ: ω îäíî è òî æå äëÿ âñåõ ÷àñòèö!

Ïðåäëîæåíèå

1. Íåñìåùåííàÿ îöåíêà.

2. Äèñïåðñèÿ: nD
(
ω

(ϕ)
n

)
= σ2

S + (k − 1)VBϕ (ψ, t, µ) + o(1).

V = VBϕ/σ
2
S � îñíîâíàÿ äèñïåðñèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ïðîöåññ B(k)
ϕ : îáñóæäåíèå

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ:

äèñïåðñèè: D
(
ω

(s)
n

)
≤ D

(
ω

(ϕ)
n

)
≤ kD

(
ω

(s)
n

)
; (0 ≤ V ≤ 1).

÷èñëî ñêà÷êîâ: ó B
(k)
ϕ â k ðàç ìåíüøå;

ìîäåëèðîâàíèå ñêà÷êà: ó B
(k)
ϕ � äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè.

Èäåÿ: åñëè ýòè îïåðàöèè áûñòðûå, òî òðóäîåìêîñòü B
(k)
ϕ ì. á. ìåíüøå, ÷åì S.

ÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÒÐÓÄÎÅÌÊÎÑÒÅÉ:

LBϕ (k)/LS =
t=B/k + =0

t=S + =0

(
1 + (k − 1)V

)
,

=B è =S � çàòðàòû íà îäíî ñòîëêíîâåíèå äëÿ ïðîöåññîâ.

=0 � çàòðàòû íà íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ïðîöåññ B(k)
ϕ : îïòèìàëüíîå k

ÇÀÒÐÀÒÛ (âû÷èñëÿþòñÿ òàéìèðîâàíèåì):

c(ω) = c(T ) � ìîäåëèðîâàíèå ω; c(λ) � ìîäåëèðîâàíèå ìîìåíòà ñêà÷êà;

c(ϕ) � âû÷èñëåíèå ϕ; kc(p) � âûáîð k êîîðäèíàò èç n.

ÇÀÒÐÀÒÛ ÍÀ ÑÊÀ×ÎÊ íà îäíó ÷àñòèöó:

S-ïðîöåññ: =S = c(T ) + c(λ);

B
(k)
ϕ -ïðîöåññ: =B = c(T ) + c(λ) + k(c(ϕ) + c(p)).

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ k äëÿ B
(k)
ϕ -ïðîöåññà.

k2
opt ≈

c(T ) + c(λ)

c(ϕ) + c(p) + =0/t

(
1

V
− 1

)
.

ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ îòíîøåíèå òðóäîåìêîñòåé: ïðè t→∞ è V → 0

LS

LBϕ (kopt)
→ C =

c(T ) + c(λ)

c(ϕ) + c(p)
.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ïðîöåññ B(k)
ϕ : ïðèìåðû

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ: D = R; T ( · ;u) = N(u, 1), µ0 = N(0, 4); µt = N(0, t+ 4).

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ: ω ∈ N(0, 1), ϕ(ω, u) = ω + u.

ÇÀÒÐÀÒÛ (ìîäåëèðîâàíèå): c(ϕ) = 1, c(T ) = 18, c(p) = 10 è c(λ) = 16.

ÏÐÈÌÅÐÛ.

Ôóíêöèîíàë: ψ1(µt(µ)) =
∫

R u
2 µt(du) = t+ 4;

Ôóíêöèîíàë: ψ2(µt(µ)) =
∫

R cosuµt(du) = e−
(
1−1/

√
e
)
t−2.

Ðèñ.: Îïòèìàëüíûå k â çàâèñèìîñòè îò t (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà).

10/17 Ðóìÿíöåâ Íèêîëàé Àëåêñååâè÷, 522-ÿ ãðóïïà Äâå çàäà÷è òåîðèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî...



Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñðàâíåíèå B(k)
ϕ è S-àëãîðèòìîâ: Òåîðèÿ

Ðèñ.: Îòíîøåíèÿ LS/LBϕ (kopt) äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ψ1 è ψ2.

Îáå ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê C = 34/11 ≈ 3.1.

11/17 Ðóìÿíöåâ Íèêîëàé Àëåêñååâè÷, 522-ÿ ãðóïïà Äâå çàäà÷è òåîðèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî...



Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñðàâíåíèå B(k)
ϕ è S-àëãîðèòìîâ: Ìîäåëèðîâàíèå

ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÑÐÀÂÍÅÍÈß.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ k è t :

Åñòü àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îáåèõ äèñïåðñèé σ2
Bϕ

è σ2
S (ïðîâåðêà

ìîäåëèðîâàíèåì).

Ïîäáîð ÷èñëà ÷àñòèö nBϕ è nS � îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî äèñïåðñèÿì.
Ôîðìóëà:

nBϕ =
(
1 + (k − 1)V

)
nS .

N ðàç ìîäåëèðóþòñÿ îáà ïðîöåññà.

Ñðàâíèâàþòñÿ ñðåäíèå âðåìåíà ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â ýêñïåðèìåíòàõ: nS îò 103 äî 104 (â çàâèñèìîñòè îò k), N � îò 104 äî 2 · 104.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñðàâíåíèå B(k)
ϕ è S-àëãîðèòìîâ: òåîðèÿ è òàéìèðîâàíèå.

ÂÎÏÐÎÑ: íàñêîëüêî òåîðåòè÷åñêàÿ òðóäîåìêîñòü ñîîòâåòñòâóåò òàéìèðîâàíèþ?

Òàáëèöà: Ôóíêöèîíàë ψ1. Îòíîøåíèå òðóäîåìêîñòåé è ñðåäíèõ âðåìåí òàéìèðîâàíèÿ.

t 5 10 15

kopt 5 6 7

LS/LBϕ 1.31 1.43 1.53

τS/τBϕ 1.41 1.45 1.51

Òàáëèöà: Ôóíêöèîíàë ψ2. Îòíîøåíèå òðóäîåìêîñòåé è ñðåäíèõ âðåìåí òàéìèðîâàíèÿ.

t 3 7

kopt 23 82

LS/LBϕ 2.00 2.54

τS/τBϕ 2.23 2.70

ÂÛÂÎÄ: õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñðàâíåíèå B(k)
ϕ è S-àëãîðèòìîâ: îïòèìàëüíîå k.

ÂÎÏÐÎÑ: ñîîòâåòñòâèå îïòèìàëüíûõ k

Ðèñ.: Ôóíêöèîíàë ψ1. Îòíîøåíèå τS/τBϕ ïðè ðàçíûõ k.

Äëÿ ψ2 àíàëîãè÷íî (íåìíîãî ïîõóæå).
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà: ïðîöåññ S(k)
ϕ . Ñðàâíåíèå ñ S è B(k)

ϕ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ:

m íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé (k, k)-÷àñòè÷íîãî ïðîöåññà;

ó êàæäîé ñêà÷îê êàê ó B
(k)
ϕ -ïðîöåññà.

ÎÖÅÍÊÀ : âûáîðî÷íîå ñðåäíåå (íåñìåùåííàÿ).

Ïðåèìóùåñòâî íàä B
(k)
ϕ : Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÑÐÀÂÍÅÍÈß (òîëüêî òàéìèðîâàíèå).

Âûáîð ÷èñëà ÷àñòèö àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó;

Äëÿ S
(k)
ϕ çàìåíà äèñïåðñèè âûáîðî÷íîé.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ: ôóíêöèîíàë ψ1.

kopt(5) = 5, òðóäîåìêîñòü â 1.3 ðàçà ìåíüøå S, ñîâïàäàåò ñ B
(k)
ϕ ;

kopt(15) = 3, òðóäîåìêîñòü â 1.1 ðàçà ìåíüøå S, â 1.5 ðàçà áîëüøå B
(k)
ϕ .
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ S, B(k)
ϕ è S(k)

ϕ . Ãðàôèêè

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ: Ôóíêöèîíàë ψ2.

kopt(3) = 20, òðóäîåìêîñòü â 3.8 ðàç ìåíüøå S, â 1.7 ðàçà ìåíüøå B
(k)
ϕ ;

kopt(7) = 30, òðóäîåìêîñòü â 5 ðàç ìåíüøå S, â 1.5 ðàçà ìåíüøå B
(k)
ϕ .

Ðèñ.: Ôóíêöèîíàë ψ2. Îòíîøåíèÿ τS/τSϕ (ñâåðõó) è τBϕ/τSϕ (ñíèçó) ïðè t = 3.
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Çàäà÷à 2: Èñêóññòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Âûâîäû

ÎÁÙÈÉ ÂÛÂÎÄ: èçó÷àëèñü 2 ïðîöåññà ñ èñêóññòâåííûì âçàèìîäåéñòâèåì.

Ïåðñïåêòèâíîñòü ïðîöåññà B
(k)
ϕ äëÿ áîëüøèõ âðåìåí, êîãäà

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà S ñòîèò äîðîãî, à âçàèìîäåéñòâèÿ � äåøåâî.
Ôîðìàëüíî,

c(T ) + c(λ)

c(ϕ) + c(p)
> 1.

Äèñïåðñèÿ íîâîé îöåíêè íå ñëèøêîì áîëüøàÿ. Ôîðìàëüíî,

V =
1

k − 1

(
σ2
B

σ2
S

− 1

)
ìàëî.

Ïðîöåññ S
(k)
ϕ :

Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.

Íåäîñòàòîê òåîðèè.

Êà÷åñòâåííî ïîõîæå íà B
(k)
ϕ (ýêñïåðèìåíòû).
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