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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîýòîìó
ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè èñïîëüçóåìîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

Yi = m(xi) + εi, i = 1, . . . , n

ãäå xi ∈ Rd � ïðåäèêòîð, εi ∼ N(0, σ2(xi)) � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà,
Eεiεj = 0, i 6= j, m � ãëàäêàÿ (íåèçâåñòíàÿ) ðåãðåññèîííàÿ ôóíêöèÿ.
ÏóñòüM = {m(·, θ)|θ ∈ Θ} � íåêîòîðîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó

H0 : m ∈M H1 : m /∈M
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Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè

Ïðèìåíÿåì ñëåäóþùèå ìåòîäû:

Òåñò, îñíîâàííûé íà ðàçíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîé è íåïàðàìåòðè÷åñêîé
îöåíîê äèñïåðñèè, Dette (1998)

Àäàïòèâíûé òåñò Íåéìàíà, Fan, Huang (2001)

F-òåñò
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Dif-òåñò

M = {gT (x)θ|θ ∈ Θ},
ãäå g(x) = (g1(x), . . . , gp(x))T � ËÍÇ ðåãðåññèîííûå ôóíêöèè.
Ââåäåì îöåíêè äèñïåðñèè (ïàðàìåòðè÷åñêóþ è íåïàðàìåòðè÷åñêóþ):

σ̂2
LSE =

1

n− p

n∑
j=1

(yj − gT (xj)θ̂n)2

σ̂2
HM =

1

v

n∑
j=1

yj −
∑n
i=1 yiK

(
xj−xi

h

)
∑n
l=1K

(
xj−xl

h

)
2

Òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà:

Tn = σ̂2
LSE − σ̂2

HM

Òåîðåìà [Dette,1998]

H0 : n
√
h(Tn + C2h

2r)
D−→ N(0, µ2

0) (1)

H1 :
√
n(Tn −M2)

D−→ N(0, µ2
1) (2)

îòâåðãàåì ãèïîòåçó H0, åñëè n
√
hTn > u1−αµ̂0, h = o(n−2/(4r+1))
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Àäàïòèâíûé òåñò Íåéìàíà

ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê îñòàòêàì ε̂i = Yi − xTi θ̂n
θ̂n

p−→ θ0 � ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè ÌÍÊ
ηi = m(xi)− xTi θ0

σ̂2
1 =

1

n− In

n∑
i=In+1

ε̂∗2i −

(
1

n− In

n∑
i=In+1

ε̂∗i

)2

σ̂2
2 =

1

n− In

n∑
i=In+1

ε̂∗4i −

(
1

n− In

n∑
i=In+1

ε̂∗2i

)2

T ∗AN,1 = max
1≤m≤n

1√
2mσ̂4

1

m∑
i=1

(ε̂∗2i − σ̂2
1)

T ∗AN,2 = max
1≤m≤n

1√
mσ̂2

2

m∑
i=1

(ε̂∗2i − σ̂2
1)

Òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà:

TAN,j =
√

2 ln lnnT ∗AN,j − (2 ln lnn+ 0.5 ln ln lnn− 0.5 ln(4π))
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Àäàïòèâíûé òåñò Íåéìàíà

Òåîðåìà 1 [Fan, 1996]

P (TAN,j < x) −→
n→∞

exp(− exp(−x)), j = 1, 2.

Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü

TAN,j > − ln(ln(1− α)) (j = 1, 2) (3)

èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α
Òåîðåìà 2 [Fan, 1996]
Åñëè

(ln lnn)−1/2 max
1≤m≤n

m−1/2
m∑
i=1

η∗i −→∞

Òîãäà êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü (3) èìååò àñèìïòîòè÷åñêóþ ìîùíîñòü 1.

Ñõîäèìîñòü ìåäëåííàÿ, èñïîëüçóåì òî÷íûå êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ
îòâåðãàåì ãèïîòåçó H0, åñëè TAN,j > Tα,j
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Ïðèìåðû

Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíà ìîùíîñòü òåñòîâ ïðîòèâ äàííîé
ïàðàìåòðèçîâàííîé àëüòåðíàòèâû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñ
óðîâíåì çíà÷èìîñòè 5%.
Ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå âèäû àëüòåðíàòèâ:

Íàçâàíèå Âèä

êâàäðàòè÷íàÿ m(x) = 5x+ θx2

òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ m(x) = 1 + cos(θxπ)

ëîãèñòè÷åñêàÿ m(x) =
10

1 + θ exp(−2x)
F-òåñò ïîñòðîåí â ìîäåëè Y = a0 + a1x+ a2x

2 + ε

Òàáëèöà: Âèäû àëüòåðíàòèâ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

Íàçâàíèå Âèä

êâàäðàòè÷íàÿ m(x) = x1 + θx2
2 + 2x3

ñìåøàííàÿ m(x) = x1 + θx2 · x3

òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ m(x) = x1 + cos(θx2π) + 2x3

F-òåñò ïîñòðîåí â ìîäåëè Y = a0 +
∑
i aixi +

∑
i≤j ai,jxixj + ε

Òàáëèöà: Âèäû àëüòåðíàòèâ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1

Y = 5x+ θx2 + ε, ε ∼ N(0, 1)

Ðèñ.: Ïðèìåð 1

x ∼ p.p.(0, 1)

ôèêñèðîâàííûé
ðàâíîìåðíûé ïëàí �
ëó÷øå âñåãî äëÿ òåñòà
Dette

ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêàÿ
ìîäåëü
σ2(x) = 3(1 + x2)/4 �
íàáëþäàåòñÿ
íåçíà÷èòåëüíîå
ñíèæåíèå ìîùíîñòè

âñå òåñòû âåäóò ñåáÿ
ïðèìåðíî îäèíàêîâî,
òåñò Dette íåñêîëüêî
ëó÷øå
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1

Y = 5x+ θx2 + ε, ε ∼ N(0, 1)

Ðèñ.: Ïðèìåð 1

x ∼ p.p.(−2, 2)

ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû
èíòåðâàëà ìîùíîñòè
âñåõ òåñòîâ óæå ïðè
íåáîëüøîì îòêëîíåíèè
îò íóëåâîé ãèïîòåçû
ïðèáëèæàþòñÿ ê
åäèíèöå
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 2

Y = 1 + cos(θxπ) + ε, ε ∼ N(0, 1)

Ðèñ.: Ïðèìåð 2

x ∼ p.p.(−2, 2)

F-òåñò çíà÷èòåëüíî
ïðîèãðûâàåò

Ïðè áîëüøîì èëè
î÷åíü ìàëîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà ìîùíîñòè
òåñòîâ íèçêèå, íóæíî
êîððåêòèðîâàòü äëèíó
ïðîìåæóòêà, íà
êîòîðîì áåðåòñÿ ïëàí

10/17 Äàíèëåíêî Åëåíà Âëàäèìèðîâíà, ãð. 522 Òåñòèðîâàíèå ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé



Ïðèìåðû

Ïðèìåð 2

Y = 1 + cos(θxπ) + ε, ε ∼ N(0, 1)

Ðèñ.: Ïðèìåð 2

x ∼ N(0, 1)

F-òåñò çíà÷èòåëüíî
ïðîèãðûâàåò

ïðè óâåëè÷åíèè
ïàðàìåòðà ìîùíîñòü
ÀÍ-òåñòà ñ îöåíåííîé
äèñïåðñèåé
çíà÷èòåëüíî
ñíèæàåòñÿ, íóæíî
ñêîððåêòèðîâàòü
îöåíêó äèñïåðñèè,
óâåëè÷èâ ïîðîã
îòñå÷åíèÿ In

11/17 Äàíèëåíêî Åëåíà Âëàäèìèðîâíà, ãð. 522 Òåñòèðîâàíèå ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé



Ïðèìåðû

Ïðèìåð 3

Y =
10

1 + θ exp(−2x)
+ ε, ε ∼ N(0, 1)

Ðèñ.: Ïðèìåð 3 ( x ∼ p.p.(0, 1) ñëåâà) (x ∼ p.p.(−2, 2) ñïðàâà)
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Ìíîãîìåðíàÿ ðåãðåññèÿ

òåñò Dette:

K(x1, . . . , xd) =
∏d
j=1Kj(xj)

íîðìàëèçóþùèé ôàêòîð â óñëîâèÿõ H0: n
√
h1 · · ·hd

ÀÍ-òåñò:

óïîðÿäî÷èâàòü ïî ïåðâîé ÃÊ

÷àñòè÷íî-ëèíåéíàÿ àëüòåðíàòèâà H1 : m(x) = F (x1) + xT2 β2

óïîðÿäî÷èòü ïî x1, îöåíèòü β2

àääèòèâíàÿ àëüòåðíàòèâà H1 : m(x) = f1(x1) + f2(x2) + . . .+ fd(xd)
óïîðÿäî÷èòü ïî êàæäîìó èç ïðåäèêòîðîâ
T̂ = max

1≤j≤d
T̂j
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 4

Y = X1 + θX2
2 + 2X3 + ε, X1, X2, X3 ∼ p.p.(−2, 2)

Ðèñ.: Ïðèìåð 4

ÀÍ-òåñòû äëÿ
àääèòèâíîé è ÷àñòè÷íî
ëèíåéíîé
àëüòåðíàòèâû, à òàêæå
F-òåñò ëèäèðóþò

ÀÍ-òåñò ñ
óïîðÿäî÷èâàíèåì ïî
ïåðâîé ÃÊ íåìíîãî
ïðîèãðûâàåò

ìîùíîñòü òåñòà Dette
ðàñòåò çíà÷èòåëüíî
ìåäëåííåå

14/17 Äàíèëåíêî Åëåíà Âëàäèìèðîâíà, ãð. 522 Òåñòèðîâàíèå ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé



Ïðèìåðû

Ïðèìåð 5

Y = X1 + θX2 ·X3 + ε, X1, X2, X3 ∼ p.p.(−2, 2)

Ðèñ.: Ïðèìåð 5

F-òåñò ëèäèðóåò

ñðåäè âñåõ
ìîäèôèêàöèé
ÀÍ-òåñòîâ, ëèäèðóåò
ÀÍ-òåñò ñ
óïîðÿäî÷èâàíèåì ïî
ïåðâîé ÃÊ

â ÀÍ-òåñòàõ äëÿ
àääèòèâíîé è ÷àñòè÷íî
ëèíåéíîé
àëüòåðíàòèâû
ïðèìåíèëè äðóãóþ
íåïàðàìåòðè÷åñêóþ
îöåíêó äèñïåðñèè

òåñò Dette ïðàêòè÷åñêè
íå èçìåíèëñÿ
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 6

Y = X1 + cos(θX2π) + 2X3 + ε, X1, X2, X3 ∼ p.p.(−2, 2)

Ðèñ.: Ïðèìåð 6

ÀÍ-òåñòû óæå ïðè
íåáîëüøîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà èìåþò
âûñîêóþ ìîùíîñòü

F-òåñò ïðîâàëèëñÿ
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Âûâîäû

Âûïîëíåíû ðåàëèçàöèÿ è ðàíåå íå ïðîâîäèâøååñÿ ñðàâíåíèå ìåòîäîâ

Òåñò Dette îáîáùåí íà ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê

Â ÀÍ-òåñòå èñïîëüçîâàíû îöåíêè äèñïåðñèè, çíà÷èòåëüíî
óâåëè÷èâàþùèå åãî ìîùíîñòü

Îáà òåñòà, õîòü è îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ èäåÿõ, ïîêàçûâàþò
ïðèìåðíî îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Â
ìíîãîìåðíîì òåñò Fan'a çíà÷èòåëüíî ëó÷øå

Â ñëó÷àå, êîãäà íàõîäèìñÿ â ìîäåëè F-òåñòà:
� â îäíîìåðíîì ñëó÷àå òåñòû èìåþò íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùóþñÿ
ìîùíîñòü
� â ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè ìîùíîñòü ÀÍ-òåñò ïóòåì ðàçëè÷íûõ
ìîäèôèêàöèé ìîæíî ïðèáëèçèòü ê ìîùíîñòè F-òåñòà
Â îñòàëüíûõ ïðèìåðàõ:
ìîùíîñòü îáîèõ òåñòîâ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòü F-òåñòà
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