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Öåëü äèïëîìíîé ðàáîòû

• Â äèïëîìíîé ðàáîòå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñåòåâûõ ñèñòåì ñ
î÷åðåäÿìè ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ ñèíõðîíèçàöèåé.
Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè òàêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
âèäà

z(k) = A(k)⊗ z(k − 1)

• Ýòî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà z(k) çàâåðøåíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ k-ûõ òðåáîâàíèé â óçëàõ ñåòè. ßñíî,÷òî îöåíêà
ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáî÷åãî öèêëà ìîæåò èìåòü âàæíîå
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.

• Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå òî÷íîãî
çíà÷åíèÿ è îöåíêà ñðåäíåé ñêîðîñòè ðîñòà âåêòîðà z(k)
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðèöåé, ýëåìåíòû
êîòîðîé íåçàâèñèìû è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåíû.



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â îáùåì âèäå

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

z(k) = A(k)⊗ z(k − 1),

ãäå ìàòðèöà A(k) èìååò âèä:

A(k) =
(

αk βk

γk δk

)
,

Çäåñü {αk}, {βk}, {γk} è {δk} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íà k-îì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì

z(k) =
(

x(k)
y(k)

)



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â îáùåì âèäå

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðîñòà λ âåêòîðà ñîñòîÿíèé ýòîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ = lim
k→∞

1
k
‖z(k)‖ = lim

k→∞

1
k

E‖z(k)‖,

ãäå íîðìà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû, à èìåííî:

‖z(k)‖ = x(k)⊕ y(k) = max(x(k), y(k)).



Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ ìàòðèöåé A(k)
ñëåäóþùåãî âèäà:

A(k) =
(

0 βk

γk 0

)
,

ãäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû βk è γk ìàòðèöû A(k) èìåþò
ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè µ è ν
ñîîòâåòñòâåííî.



Ìåòîä ðåøåíèÿ

Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Z(k) = ‖z(k)‖ − ‖z(k − 1)‖, Y (k) = y(k)− x(k)

è èõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Φk(t) = P{Z(k) < t}, Ψk(t) = P{Y (k) < t}
Çàìåòèì, ÷òî ‖z(k)‖ = Z(1) + . . . + Z(k).
Ðåøàÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Ψk(t) ñ îáîñíîâàíèåì èõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè Ψ(t).
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè âûâîäèòñÿ ñâÿçü ìåæäó
Φk(t) è Ψk(t). Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü Φk(t) è
íàõîäèòñÿ ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(t).
È ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ λ â âèäå

λ =

∞∫
0

tφ(t)dt



Ðåçóëüòàò

Òàêèì îáðàçîì áûë ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðîñòà
âåêòîðà ñîñòîÿíèé

λ =
4ν2 + 7µν + 4µ2

6νµ(µ + ν)

• ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî µ è ν;

• ïðè µ = ν = 1 èìååì λ = 5
4 ;



Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â öåëÿõ ïðîâåðêè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà áûë ïðîâåäåí ñëåäóþùèé
âû÷. ýêñïåðèìåíò:

• ïðè µ = ν = 1 áûëà ïðîìîäåëèðîâàíà ñ.â.
z(k) = max(x(k), y(k)) è âû÷èñëåíà âåëè÷èíà λk = 1

k Ez(k)



Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

• ïðè µ = ν = 1 îöåíåíà ðàçíîñòü òî÷íîãî è ïðîìîäåëèðîâàííîãî
çíà÷åíèé



Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

• ïðè µ, ν = [0.5 : 0.5 : 10] áûëà ïîëó÷åíà òàáëèöà ðàçíîñòåé
ìåæäó ïðîìîäåëèðîâàííîé âåëè÷èíîé è ïîëó÷åííîé
àíàëèòè÷åñêè(íèæå ïðèâåäåí ôðàãìåíò)



Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

z(k) = A(k)⊗ z(k − 1). (1)

Ðàññìàòðèâàëñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A(k)
ñëåäóþùåãî âèäà: (

0 βk

γk 0

)
ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè (ñ ïàðàìåòðàìè µ è ν
ñîîòâåòñòâåííî) ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè βk è γk.



Çàêëþ÷åíèå

Áûëî âû÷èñëåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ñðåäíåé ñêîðîñòè ðîñòà ñîñòîÿíèé
âåêòîðà z(k) äàííîé ñèñòåìû:

λ =
4ν2 + 7µν + 4µ2

6νµ(µ + ν)

Äëÿ ïðîâåðêè è àíàëèçà ðåçóëüòàòà áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà
Matlab. Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî íå òîëüêî ïðîâåðèòü ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå, íî è ïîëó÷èòü åãî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü ðåøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì.


