
Ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà ñî ñòîõàñòè÷åñêîé

âîëàòèëüíîñòüþ.

Êàçàêîâ Äåíèñ Âèêòîðîâè÷, ãð. 522

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Êàôåäðà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: ê.ô.-ì.í. äîö. Êàøòàíîâ Þ.Í.
Ðåöåíçåíò: àñïèðàíò Ãîðìèí À.À.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2008ã.

1/18 Êàçàêîâ Äåíèñ Âèêòîðîâè÷, ãð. 522 Ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ.



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ìîäåëü Áëýêà-Øîóëñà

dS

S
= µdt + σdWt, dBt = rBtdt. (1)

Ïðåèìóùåñòâî äàííîé ìîäåëè - àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà öåí
åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ:

CT = S0Φ

(
ln S0

K
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2
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)
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K
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)

σ
√
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)
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Íåäîñòàòêè: ïðåäïîëàãàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü äàííîé ìîäåëè íå ñîâïàäàåò ñ
ðåàëüíûìè äàííûìè:
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ìîäåëü ëîêàëüíîé âîëàòèëüíîñòè

dS

S
= r(t)dt + σ(S, t)dWt. (3)

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè:

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ëîêàëüíîé âîëàòèëüíîñòè:

1

2
σ2(K, t)K2 ∂2C

∂K2
− r(t)K

∂C

∂K
− ∂C

∂t
= 0; (4)

Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîé âîëàòèëüíîñòè ñ ïîìîùüþ áèíîìèàëüíûõ è
òðèíîìèàëüíûõ äåðåâüåâ.

Ïðåèìóùåñòâà ìîäåëè:

ðåàëèçóåò ýôôåêò "volatility smile".
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ìîäåëü ëîêàëüíîé âîëàòèëüíîñòè

Íåäîñòàòêè ìîäåëè:

çàâèñèìîñòü âîëàòèëüíîñòè îò âðåìåíè â äàííîé ìîäåëè ëèøü
ëîêàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó ïîâåäåíèþ:
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Îáùèé âèä ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü ìîäåëü, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò îñíîâíûå ñâîéñòâà
ðåàëüíîãî ðûíêà.
Îáùèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ âîëàòèëüíîñòè â ðåàëüíîì
ðûíêå:

ïðè âîçðàñòàíèè öåí âîëàòèëüíîñòü óìåíüøàåòñÿ, ïðè ïàäåíèè öåí
âîëàòèëüíîñòü âîçðîñòàåò;

íàáëþäàåòñÿ ñòàöèîíàðíîñòü â ïîâåäåíèè âîëàòèëüíîñòè: â
îòíîñèòåëüíî ñïîêîéíûå ïåðèîäû(íåò ðåçêèõ êîëåáàíèé öåí)
âîëàòèëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ.{

dSt
St

= σtdwt,

dσt = −α dSt
St

+ β(σt)dt + c(σt)dw̃t.
(5)
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Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Ìîäåëü ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé β(σt)

{
dSt
St

= σtdwt,

dσt = −α dSt
St

− µσt ln σt
σ∗ dt.

(6)

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû: ST = S0 exp
(∫ T

0
σtdwt − 1

2
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)
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(7)
Ìîìåíòû ïðîöåññà σt:
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Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Ìîäåëü ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé β(σt)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà σt:

F (x, t) = 1 +

∞∑
l=1
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. (9)

Òåîðåìà

Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà σt èìååò ïëîòíîñòü

p(y) =

√
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ñî ñðåäíèì
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exp

(
2 ln σ∗ − α2

2µ

) (
e

α2
2µ − 1

)
. (12)
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Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Ìîäåëü ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé β(σt)

{
dSt
St

= σtdwt,

dσt = −ασtdwt − β(σt − σ∗)dt.
(13)

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû: ST = S0 exp
(∫ T

0
σtdwt − 1

2

∫ T

0
σ2

t dt
)

,

σt = βσ∗
∫ t

0
e−α(wt−ws)−α2

2 (t−s)−β(t−s)ds + σ0e
−αwt−(β+ α2

2 )t.

(14)
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà σt:

Eσt = σ∗ − e−βt(σ∗ − σ0). (15)

Äèñïåðñèÿ ïðîöåññà σt:

Dσt =

((
2β2σ∗2

(α2 − β)(α2 − 2β)
+ σ2

0

)
eα2t + (σ∗ − σ0)

2

)
e−2βt +

2α2σ∗
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×

× (σ∗ − σ0)e
−βt +

2βσ∗σ0

α2 − β
e(α2−β)t − α2σ∗2

α2 − 2β
. (16)
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Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Ìîäåëü ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé β(σt)

Òåîðåìà

Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà σt èìååò ïëîòíîñòü

p(y) =

(
2β
α2

)1+ 2β

α2

Γ(1 + 2β
α2 )

y
−2− 2β

α2 e
− 2βσ∗

α2y (17)

ñî ñðåäíèì σ∗. Â ñëó÷àå β > α2/2 ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò

êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ ðàâíóþ ((σ∗)2α2)/(2β − α2).

Òàêæå áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü Õåñòîíà:{
dSt
St

=
√

σtdwt,

dσt = −α
√

σtdwt − β(σt − σ∗)dt.
(18)
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Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Ìîäåëü ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé β(σt).
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Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Ïîâåäåíèå ïðåäïîëàãàåìîé âîëàòèëüíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ âðåìåíàõ äî
èñïîëíåíèÿ îïöèîíà:
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Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Õåäæèðîâàíèå.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ìîäåëü:{
dSt = σ(Yt)Stdw1

t ,
dYt = a(Yt)dw2

t + b(Yt)dt.
(19)

Ñòðàòåãèåé πt íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ, êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ïîêàçûâàåò ñêîëüêî åäèíèö àêöèé äåðæèò íà ðóêàõ èíâåñòîð.

Îïðåäåëåíèå

Ñòðàòåãèÿ πt íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé õåäæèðóþùåé ïî ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîìó êðèòåðèþ, åñëè îíà äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà
E(X(t)− h(ST ))2 , ãäå X(t) - êàïèòàë, h(ST ) - ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà

Îïòèìàëüíàÿ õåäæèðóþùàÿ ïî êðèòåðèþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî

îòêëîíåíèÿ ñòðàòåãèÿ èìååò âèä:

πt =
∂C

∂S
+ ρ

a(Yt)

σ(Yt)St

∂C

∂Y
, (20)

ãäå ρ− êîýôôèöåíò êîððåëÿöèè ìåæäó w1 è w2.
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Ìîäåëèðîâàíèå öåí îïöèîíîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû.

ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî;{
∆Si = Si

√
σi∆w,

∆σi = −α
√

σi∆w + β(σ∗ − σi)∆t.
(21)

äâóìåðíàÿ ñåòêà; Äèñêðåòèçàöèÿ:(si, σj , tk) =
(
S0e

iδ, σ0e
jγ , k∆t

)
. Èç

óçëà (si, σj , tk) âîçìîæåí ïî ïåðåõîä â óçëû ñîäåðæàùèå si−1, ëèáî si,
ëèáî si+1.

p−1 =
σ2∆t

δ2

eδ − 1

eδ − e−δ
, p1 =

σ2∆t

δ2

1− e−δ

eδ − e−δ
, p0 = 1− σ2∆t

δ2
. (22)

Âîëàòèëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ:

σt+1 = σt − α(St+1 − St)/St + β(σ∗ − σt)∆t.
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Ìîäåëèðîâàíèå öåí îïöèîíîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû.

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ìîäåëè Õåñòîíà;

C(S, v, t) = SP1 −KP2,

ãäå

Pj =
1

2
+

1

π

∞∫
0

Re

[
e−ix ln(K)fj(ln S, v, T, x)

i x

]
dx,

fj(x, v, t, φ) = eC(T−t,φ)+D(T−t,φ)v+iφx,

C(τ, φ) =
βv∗

α2

(
(bj + αφi + d)τ − 2 ln

[
1− gedτ

1− g

])
,

D(τ, φ) =
bj + αφi + d

α2

(
1− edτ

1− gedτ

)
,

g =
bj + αφi + d

bj + αφi− d
,

d =
√

(αφi + bj)2 − α2(2ujφi− φ2).
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Ìîäåëèðîâàíèå öåí îïöèîíîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû.

îäíîìåðíàÿ ñåòêà: Äèñêðåòèçàöèÿ (si, tk) =
(
S0e

iδ, k∆t
)
. Èç óçëà

(si, tk) ïåðåõîäû âîçìîæíû â óçëû (si+j , tk+1), j = −1, 0, 1, ñ
âåðîÿòíîñòÿìè pj(σ):

∑
j pjsi+j = si,∑
j pjδ

2j2 = ṽ(si, tk)∆t,∑
j pj = 1.

(23)

Ëîêàëüíûå âîëàòèëüíîñòè ṽ(s, t) ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíî
ïî ôîðìóëå

ṽ(s, t+1) = E (ṽ(St, t)− α(St+1 − St)/St + β(v∗ − ṽ(St, t))∆t|St+1 = s) .
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Ìîäåëèðîâàíèå öåí îïöèîíîâ.

Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ.

ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (ñèíèé);

äâóìåðíûé ñåòî÷íûé ìåòîä (ïóðïóðíûé);

îäíîìåðíûé ñåòî÷íûé ìåòîä(çåëåíûé);

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ìîäåëè Õåñòîíà(êðàñíûé).

Ðèñ.: ïðåäïîëàãàåìàÿ

âîëàòèëüíîñòü â ìîäåëè Õåñòîíà

Ìåòîä Âðåìÿ, ñåê.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå 9
Îäíîìåðíàÿ ñåòêà 0.1
Äâóìåðíàÿ ñåòêà 7
Ìîíòå-Êàðëî 10
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Ìîäåëèðîâàíèå öåí îïöèîíîâ.

Ìîäåëèðîâàíèå öåí îïöèîíîâ.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäàìè ïðè äëèòåëüíîñòè èõ ðàáîòû 0.1
ñåêóíäû:

Ðèñ.: ïðåäïîëàãàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü

â ìîäåëè Õåñòîíà
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Ìîäåëèðîâàíèå öåí îïöèîíîâ.

Çàêëþ÷åíèå.

ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè,
âûïèñàíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè âîëàòèëüíîñòè(êîâàðèàöèè,
ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîìåíòû);

óêàçàíà îïòèìàëüíàÿ ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîìó êðèòåðèþ
õåäæèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ â ìîäåëÿõ ñî ñòîõàñòè÷åñêîé
âîëàòèëüíîñòüþ;

ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà öåí îïöèîíîâ
â óêàçàííûõ ìîäåëÿõ.
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