
Þ. Í. Êàøòàíîâ

Ìîäåëè ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè èñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåäðû ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÏáÃÓ

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2010



Îãëàâëåíèå

1 Äèñêðåòíûå ìîäåëè 3
1.1 Ìîäåëü B-S ðûíêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Áåçàðáèòðàæíîñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Ôîðâàðäû è ôüþ÷åðñû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5 Îïöèîí åâðîïåéñêîãî òèïà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.5.1 Õåäæèðîâàíèå. Öåíà îïöèîíà. . . . . . . . . . . . . 17
1.5.2 Ñóùåñòâåííàÿ âûáîðêà . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.6 Îïöèîí àìåðèêàíñêîãî òèïà . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.6.1 Öåíà îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà . . . . . . . . . 22
1.6.2 Ìàðêîâñêèé ñëó÷àé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.6.3 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè . . . . . . . . . . . . . 28

2 Ìîäåëü ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ 35
2.1 Ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2 Îïöèîí åâðîïåéñêîãî âèäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2.1 Ñòàíäàðòíûå îïöèîíû . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.2 Îïöèîíû ñ ïîñëåäåéñòâèåì . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2.3 Áàðüåðíûå îïöèîíû . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.3 Îïöèîí àìåðèêàíñêîãî òèïà . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.3.1 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè . . . . . . . . . . . . . 46
2.3.2 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì 50

1



3 Äèôôóçèîííûå ìîäåëè 57
3.1 Ìîäåëü àêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.1.1 Ìîäåëü ëîêàëüíûõ âîëàòèëüíîñòåé . . . . . . . . . 57
3.1.2 Âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ âîëàòèëüíîñòåé.

Ãëàäêèå ôóíêöèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.1.3 Äèñêðåòíûé ñëó÷àé. . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.1.4 Ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè . . . . . . . 63

3.2 Ìîäåëè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.2.1 Ìîäåëü Âàñè÷åêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.2.2 Ìîäåëü Õàëëà-Óàéòà . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.2.3 Ìîäåëü Õèòà-Äæàððîó-Ìîðòîíà . . . . . . . . . . 74

3.3 Ìîäåëèðîâàíèå äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. . . . . . . . . . 75
3.3.1 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.3.2 Ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèîíàëîâ. . . . 81
3.3.3 Îöåíêè ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé . . . . . . . . . 86

4 Ìîäåëè ñî ñêà÷êàìè. 91
4.1 Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
4.2 Äèôôóçèÿ ñî ñêà÷êàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.3 Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

2



Ãëàâà 1

Äèñêðåòíûå ìîäåëè

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ðûíêà ïîäðîáíî èçëîæåíà â ðàáîòàõ À.Í. Øèðÿåâà
è äð. [1, 2], ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè äëÿ îöåíèâàíèÿ îïöèîíà àìå-
ðèêàíñêîãî òèïà áûë ïðåäëîæåí â ñòàòüå Ï. Ãëàññåðìàíà è Ì. Áðîàäè
[5].

Âåçäå â ýòîé ãëàâå áóäåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P) ñ ïîòîêîì σ-àëãåáð Fn, n = 0, 1, . . . , N . Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõFn-èçìåðèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Sn, n = 0, . . . , N , êîòîðûå áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
öåíû íåêîòîðûõ öåííûõ áóìàã. Áóäåì îáîçíà÷àòü ∆Sn = Sn − Sn−1;
äîõîäíîñòü â ìîìåíò n îïðåäåëèì êàê ρn = ∆Sn/Sn−1; ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Sn â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç äîõîäíîñòè: Sn =
S0(1 + ρ1) . . . (1 + ρn).

1.1 Ìîäåëü B-S ðûíêà
Ñâîå íàçâàíèå äàííàÿ ìîäåëü ïîëó÷èëà ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî â íåé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà öåííûõ áóìàã: îáëèãàöèè (bonds) è àêöèè (stocks).
Îáëèãàöèè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, îáëèãàöèÿ - ýòî öåííàÿ áóìàãà, îá-
ëàäàòåëü êîòîðîé ïîëó÷àåò ôèêñèðîâàííûé äîõîä (áóäåì ïîëàãàòü åãî
ðàâíûì 1) â ìîìåíò âðåìåíè t; öåíó îáëèãàöèè â ìîìåíò âðåìåíè n 6 t

3



áóäåì îáîçíà÷àòü Pn(t) è ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî Fn-èçìåðèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Pt(t) = 1. Òåêóùàÿ ïðîöåíòíàÿ
ñòàâêà (current interest rate) îïðåäåëÿåòñÿ êàê äîõîäíîñòü îáëèãàöèè ñ
áëèæàéøèì ñðîêîì ïîãàøåíèÿ:

rn = (Pn(n)− Pn−1(n))/Pn−1(n) = (1− Pn−1(n))/Pn−1(n).

Òàêèì îáðàçîì, rn ÿâëÿþòñÿ Fn−1 èçìåðèìûìè âåëè÷èíàìè. Èç ýêî-
íîìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé Pn−1(n) ≤ 1, òàê ÷òî rn ≥ 0. Ñ ïîíÿòèåì
òåêóùåé ïðîöåíòíîé ñòàâêè òåñíî ñâÿçàíà âåëè÷èíà

Bn = B0(1 + r1) . . . (1 + rn),

êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü "áàíêîâñêèé ñ÷åò". Îòìåòèì, ÷òî Bn òàêæå
ÿâëÿþòñÿ Fn−1 èçìåðèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è, êðîìå òîãî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bn - íåóáûâàþùàÿ.
Àêöèè. Àêöèÿ (stock share) - ýòî öåííàÿ áóìàãà, äàþùàÿ îáëàäàòåëþ
ïðàâî âëàäåíèÿ íåêîòîðîé ÷àñòüþ èìóùåñòâà, àêòèâîâ è äîõîäîâ êîð-
ïîðàöèè. Öåíó àêöèè â ìîìåíò âðåìåíè n áóäåì îáîçíà÷àòü Sn, ñ÷èòàÿ,
÷òî ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿ, Fn-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðûíêà, â êîòîðîé âëàäåëüöó àêöèè â
ìîìåíò âðåìåíè n âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû δn, êîòîðûå ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü Fn-èçìåðèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Åñëè äèâèäåíäû íåñëó-
÷àéíûå è â ìîìåíò âðåìåíè k > n âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû â ðàçìåðå
δk, òî èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôèêñèðîâàííûé äîõîä. Öåíà òàêîãî
àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè n ðàâíà δkPn(k), à öåíà àêöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

Sn = Rn +
N∑

k=n+1

δkPn(k),

ãäå Rn - íåîòðèöàòåëüíàÿ Fn-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñèòóàöèè, êîãäà çàäàíû öåíû íå

îäíîé à íåñêîëüêèõ àêöèé Si
n, i = 1, . . . , d. Êðîìå òîãî, áàíêîâñêèé ñ÷åò

Bn â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òîæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öåíó àêöèè; â
ýòîì ñëó÷àå áóäåì îáîçíà÷àòü åãî S0

n.
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1.2 Ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã
Ââåäåì ïîíÿòèå òîðãîâîé ñòðàòåãèè (ïîðòôåëÿ). Ñòðàòåãèåé π áóäåì íà-
çûâàòü íàáîð Fn-èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí γi

n, i = 0, . . . , d. Ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà γi

n îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî áóìàã i-ãî òèïà â ìîìåíò
âðåìåíè n, πn =

{
γi

n

}d

i=0
- ñîñòîÿíèå ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè n. Êàê

è â ñëó÷àå ñ öåíàìè, âåëè÷èíó γ0
n îáîçíà÷èì îñîáûì îáðàçîì γ0

n = βn

- äåíåæíûå ñðåäñòâà íà áàíêîâñêîì ñ÷åòå. Îòìåòèì, ÷òî âñå âåëè÷èíû
ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè. Îòðèöàòåëü-
íàÿ âåëè÷èíà íà áàíêîâñêîì ñ÷åòå îçíà÷àåò âçÿòèå â äîëã, îòðèöàòåëü-
íàÿ ïîçèöèÿ ïî àêöèÿì äëÿ òðåéäåðîâ òàêæå âîçìîæíà è íàçûâàåòñÿ
"êîðîòêîé" (short) ïîçèöèåé.

Öåíà ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè n îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Xπ
n è

îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: Xπ
n =

d∑
i=0

γi
nSi

n. Ïîñëåäíþþ ñóììó
îáîçíà÷èì (γn, Sn). Ñóììó, â êîòîðîé èíäåêñ i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1

äî d, áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç ñêîáîê: γnSn =
d∑

i=1
γi

nSi
n,

òàê ÷òî Xπ
n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå Xπ

n = βnBn + γnSn.
Äëÿ ñòðàòåãèè π ââåäåì ïîíÿòèå ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè: ñòðàòåãèÿ

íàçûâàåòñÿ ñàìîôèíàíñèðóåìîé, åñëè (γn, Sn) = (γn−1, Sn) äëÿ ëþáîãî
n. Óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ìîæíî çàïèñàòü êàê (∆γn, Sn) = 0.
Ïîñêîëüêó ∆Xn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ∆Xπ

n = (∆γn, Sn) +
(γn−1,∆Sn), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∆Xπ

n = (γn−1, ∆Sn) è, ñëåäîâàòåëü-
íî,

Xπ
n = Xπ

0 +
n∑

k=1

(γk−1,∆Sk). (1.1)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ïîçâîëÿåò âûðàçèòü
çíà÷åíèå βk ÷åðåç çíà÷åíèÿ γi

k, i = 1, . . . , d. Ïîýòîìó äëÿ ñàìîôèíà-
ñèðóåìîé ñòðàòåãèè äîñòàòî÷íî çàäàâàòü X0 è γi

k, i = 1, . . . , d è ïîä
ñòðàòåãèåé π ìû ìîæåì ïîíèìàòü ïàðó (X0, {γi

k}d
i=1

N
k=0).

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå äèñêîíòèðîâàíèÿ. Ââåäåì âåëè÷èíó αn = B0/Bn,
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êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ . Îòìåòèì,
÷òî âåëè÷èíà αn ìîæåò áûòü âûðaæåíà â âèäå

αn =
1

(1 + r1) . . . (1 + rn)
.

Öåíû, óìíîæåííûå íà êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, áóäåì íàçûâàòü
äèñêîíòèðîâàííûìè è îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì ñ äîáàâëåíèåì çíà÷-
êà ,̃ íàïðèìåð, S̃i

n = αnSi
n. Èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå âåëè÷èíó

αk,n =
1

(1 + rk) . . . (1 + rn)
.

Äèñêîíòèðîâàííàÿ öåíà ïîðòôåëÿ èìååò ïðåäñòàâëåíèå X̃n = (γn, S̃n).
Êðîìå òîãî, äëÿ äèñêîíòèðîâàííûõ öåí âûïîëíåíî óñëîâèå ñàìîôèíàí-
ñèðîâàíèÿ (∆γn, S̃n) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèñêîíòèðîâàííûõ öåí
âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã ðàâåíñòâà (1.1):

X̃π
n = X̃π

0 +
n∑

k=1

(γk−1, ∆S̃k). (1.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆B̃k = 0, à òàêæå ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì
(1.2) â âèäå

X̃π
n = X̃π

0 +
n∑

k=1

γk−1∆S̃k. (1.3)

Â ñëó÷àå, êîãäà ïî àêöèÿì âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû (δi
n), óñëîâèå

ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

βnBn + γnSn = βn−1Bn + γn−1(Sn + δn).

Äëÿ äèñêîíòèðîâàííûõ öåí ïîëó÷àåì ôîðìóëó

X̃π
n = X̃π

0 +
n∑

k=1

γk−1(∆S̃k + δ̃k). (1.4)
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1.3 Áåçàðáèòðàæíîñòü
Äàäèì îïðåäåëåíèå áåçàðáèòðàæíîñòè: ðûíîê íàçûâàåòñÿ áåçàðáèòðàæ-
íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè π, òàêîé ÷òî Xπ

0 = 0 è Xπ
N ≥ 0 ï.í.

ñëåäóåò, ÷òî Xπ
N = 0 ï.í.

Ïîëüçóÿñü íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèåì, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó-
÷àå, êîãäà áàíêîâñêèé ñ÷åò ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ, èç áåçàðáèòðàæíîñòè ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ öåíû îáëèãàöèè

Pn(t) = αn+1,t. (1.5)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ n è t èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî Pn(t) < αn+1,t, òîãäà ñòðàòåãèÿ βk = −Pn(t)/Bn, γk = 1,
ïðè k = n, . . . , t, ÿâëÿåòñÿ àðáèòðàæåì, ïîñêîëüêó

Xt = −Pn(t)
Bn

Bt + 1 > 0.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé Pn(t) > αn+1,t.
Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áåçàðáèòðàæíîñòè ðûíêà. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Mn íàçûâàåòñÿ
ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî {Ω,Fn,P}, åñëè E|Mn| < ∞ è E(Mn|Fn−1) =
Mn.

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìåðà P̃, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé ìå-
ðå P è òàêàÿ, ÷òî S̃n ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî {Ω,Fn, P̃},
òîãäà ðûíîê - áåçàðáèòðàæíûé.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì äâå ëåììû.

Ëåììà 1.1 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn ïðåäñòàâèìà â âèäå Mn =

M0+
n∑

k=1

Yk∆Zk, E|M0| < ∞, Yk - Fk−1-èçìåðèìû, Zk-ìàðòèíãàë, òîãäà

1. EFn−1 |Mn| < ∞ ï.í.;
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2. E(Mn|Fn−1) = Mn−1 ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ij
n èíäèêàòîð ñëåäóþùåãî ìíîæå-

ñòâà Aj
n = {ω : |Yk| ≤ j, k = 1, . . . , n}. Êðîìå òîãî, ââåäåì âåëè÷èíû

Y j
k = YkI

j
k, M j

n = M0 +
n∑

k=1

Y j
k ∆Zk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M j

n îáðàçóåò
ìàðòèíãàë. Äåéñòâèòåëüíî,

E|M j
n| ≤ E|M0|+

n∑

k=1

E|Y j
k ∆Zk| ≤ E|M0|+ j

n∑

k=1

E|∆Zk| < ∞,

EFn−1M
j
n = M0 +

n−1∑

k=1

Y j
k ∆Zk + Y j

nE(∆Zn|Fn−1) = M j
n−1.

Çàìåòèì, ÷òî Ij
n - Fn−1 - èçìåðèìû è Ij

nIj
k = Ij

n ïðè k ≤ n, ïîýòîìó

Ij
nEFn−1 |Mn| = EFn−1 |Mn|Ij

n = EFn−1 |M j
n|Ij

n

ï.í.
< ∞.

Ïîñêîëüêó Ij
n → 1 ï.í. ïðè j →∞, òî EFn−1 |Mn| < ∞ ï.í. Àíàëîãè÷íî,

Ij
nEFn−1Mn = Ij

nEFn−1M
j
n = Ij

nM j
n−1 = Ij

nMn−1.

Óñòðåìëÿÿ j ê ∞, ïîëó÷èì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 1.2 Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû äëÿ íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòû C > 0 âûïîëíåíî MN ≤ C èëè MN ≥ −C, òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Mn ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè äîêàçàòü îñòàåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîñòü
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Mn. Ïóñòü MN ≥ −C,
òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà è ïðåäûäóùóþ ëåììó, ïîëó÷èì

C ≥ EFN−1
M−

N ≥ (
EFN−1

MN

)− = M−
N−1.
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Èíäóêöèåé ïîëó÷àåì, ÷òî Mn ≥ −C äëÿ ëþáîãî n. Äàëåå, èñïîëüçóåì
ëåììó Ôàòó:

EM+
n = E lim

j
(M j

n)+ ≤ lim inf
j

E(M j
n)+ = lim inf

j

(
EM j

n + E(M j
n)−

)

≤ EM0 + Emax
k≤n

M−
k ≤ EM0 + C.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ëåììû, äîêàæåì òåîðåìó 1.1. Ïî ôîð-

ìóëå (1.3) è óñëîâèÿì òåîðåìû

X̃N = X̃0 +
N∑

k=1

γk−1∆S̃k > 0.

Ïóñòü S̃n - ìàðòèíãàë ïî ìåðå P̃, òîãäà èç ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî X̃n

- ìàðòèíãàë ïî òîé æå ìåðå, ñëåäîâàòåëüíî, ẼX̃N = X̃0 = 0 è, çíà÷èò,
XN = 0 P̃-ï.í. Ïîñêîëüêó P̃ ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ìåðå P, òî XN = 0
P-ï.í. Áåçàðáèòðàæíîñòü äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ìåðû P̃ öåíû îáëèãà-
öèé ìîãóò áûòü âûðàæåíû â âèäå

Pn(t) = ẼFnαn+1,t. (1.6)

Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ (1.5). Â ýòîì ñëó÷àå
ðûíîê, ñîñòîÿùèé èç áàíêîâñêîãî ñ÷åòà è îáëèãàöèé, ÿâëÿåòñÿ áåçàð-
áèòðàæíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå P̃n(t) = ẼFnα1,t, ò.å. äèñêîí-
òèðîâàííûå öåíû îáëèãàöèé ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëîì.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñ äèâèäåíäàìè, òî èç äî-
êàçàòåëüñòâà ëåììû è ïðåäñòàâëåíèÿ (1.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áåçàðáèò-
ðàæíîñòè äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàðòèíãàëîì áûëà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü S̃n +

∑n
k=1 δ̃k. Åñëè äèâèäåíäû � äåòåðìèíèðîâàííûå âåëè-

÷èíû, òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

R̃n +
N∑

k=n+1

δkP̃n(k) +
n∑

k=1

δ̃k.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Pn(k) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (1.6). Ïîêàæåì,
÷òî âåëè÷èíû

Zn =
n∑

k=1

δ̃k +
N∑

k=n+1

δkP̃n(k).

îáðàçóþò ìàðòèíãàë. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èí Zn êîíå÷íî è,
êðîìå òîãî

ẼFn−1Zn =
n−1∑

k=1

δ̃k + δnαn +
N∑

k=n+1

δkP̃n−1(k).

Ó÷èòûâàÿ ÷òî αn = αn−1
1

1+rn
= αn−1Pn−1(n) = P̃n−1(n), ïîëó÷àåì, ÷òî

ẼFn−1Zn = Zn−1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåçàðáèòðàæíîñòè ðûíêà ñ äåòåð-
ìèíèðîâàííûìè äèâèäåíäàìè äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàðòèí-
ãàëîì áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R̃n.

Äëÿ äèñêîíòèðîâàííûõ öåí àêöèè èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

∆S̃n = αnSn − αn−1Sn−1 = S̃n−1

(
1 + ρn

1 + rn
− 1

)
. (1.7)

Áåðÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ìåðå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
S̃n - ìàðòèíãàë, ïîëó÷èì

ẼFn−1

(
1 + ρn

1 + rn
− 1

)
= 0.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ẼFn−1ρn = rn.
Áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü. Ðàññìîòðèì ðûíîê, ïðè êîòîðîì σ-àëãåáðû
Fn ïîðîæäàþòñÿ ïðîöåññîì Sn, à äîõîäíîñòè àêöèé ρn íà êàæäîì øàãå
ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: bn è an, ïðè÷åì ýòè ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû Fn−1-èçìåðèìû è −1 < an < rn < bn, òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî èìååò âèä p̃nbn + (1− p̃n)an = rn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

p̃n =
rn − an

bn − an
. (1.8)
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Òåì ñàìûì, â áèíîìèàëüíîé ìîäåëè ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî.

Âûáîð ìàðòèíãàëüíîé ìåðû. Â îáùåì ñëó÷àå, ìíîæåñòâî ìàð-
òèíãàëüíûõ ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå, ÷åì èç îäíîé ìåðû è åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìàòðèâàòü òó ìàðòèíãàëüíóþ ìåðó, êîòîðàÿ â êàêîì-òî ñìûñëå áëèçêà
ê èñõîäíîé. Âûáåðåì êàêóþ-òî âûïóêëóþ ôóíêöèþ g(x) è ðàññìîòðèì
â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áëèçîñòè ìàðòèíãàëüíîé ìåðû Q ê èñõîäíîé ìåðå
P âåëè÷èíó

RP(Q) =
∫

Ω
g(dQ/dP)dP. (1.9)

Åñëè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü g(x) = 0.5(
√

x − 1)2, òî RP(Q) = H2(P,Q),
ãäå H - ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà. ×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå êðè-
òåðèÿ áëèçîñòè îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó g(x) =
x ln(x). Ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà Q âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìè-
íèìèçèðîâàòü RP(Q).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü èñõîäíàÿ ìåðà ïîðîæäàåòñÿ ïåðåõîäíû-
ìè ïëîòíîñòÿìè pn(x1, . . . , xn−1; xn), òåêóùàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r ðàâ-
íà íóëþ, à g(x) = x2. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ìåðà Q, ïîðîæäàåòñÿ ïëîòíîñòÿ-
ìè qn(x1, . . . , xn−1; xn), òîãäà

RP(Q) =
∫

RN

dx1 . . . dxN
q2
1

p1
. . .

q2
N

pN
.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè qn(x1, . . . , xn−1;xn), ïî-
ðîæäàþùåé ìàðòèíãàëüíóþ ìåðó, è äëÿ ëþáûõ λ, µ, íå çàâèñÿùèõ îò
xn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∫ ∞

0
dxn(λ + µxn)qn = λ + µxn−1.

Ïîëîæèì λ∗N+1 = 1, µ∗N+1 = 0, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = N, . . . , 1
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ñèñòåìà óðàâíåíèé




∞∫
0

dxn pn
λn+µnxn

λ∗n+1+µ∗n+1xn
= 1,

∞∫
0

dxn pn
λn+µnxn

λ∗n+1+µ∗n+1xn
xn = xn−1,

(1.10)

èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå λ∗n, µ∗n. Îáîçíà÷èì hn(x) = λ∗n + µ∗nx.
Ïîêàæåì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ïî âûáðàííîìó êðèòåðèþ ìàðòèíãðàëüíàÿ
ìåðà ïîðîæäàåòñÿ ïåðåõîäíûìè ïëîòíîñòÿìè

q∗n = pn
hn(xn)

hn+1(xn)
.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàðòèíãàëüíîé ïëîòíîñòè qn èìååì
∫ ∞

0

q2
n

pn
hn+1(xn)dxn =

∫ ∞

0

q2
n

q∗n
hn(xn)dxn =

=
∫ ∞

0
q∗nhn(xn) +

∫ ∞

0

(qn − q∗n)2

q∗n
hn(xn−1) > hn(xn−1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∫∞
0 (q∗n)2/pnhn+1(xn)dxn = hn(xn−1). Ïîýòîìó,

RP(Q) =
∫

RN−1

dx1 . . . dxn
q2
1

p1
. . .

q2
N−1

pN−1

∫

R
dxN

q2
N

pn

>
∫

RN−1

dx1 . . . dxN−1
q2
1

p1
. . .

q2
N−1

pN−1
hN (xN−1) > . . .

> h1(x0) =
∫

R
dx1

(q∗1)
2

p1
h2(x1) = . . .

=
∫

RN

dx1 . . . dxN
(q∗1)

2

p1
. . .

(q∗N )2

pN
.

Ïóñòü ïðîöåññ öåí èìååò âèä Sn = Sn−1e
σξn+τ , ãäå ξn - íåçàâèñèìûå

ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîãäà

pn(x1, . . . , xn−1;x) =
d

dx
P

(
ξn <

ln x
xn−1

− τ

σ

)
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=
1√
2π

exp

(
−

(ln x
xn−1

− τ)2

2σ2

)
1

xσ2
. (1.11)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.10) ïðè n = N ïîñëå çàìåíû xN = xN−1e
σy ïðè-

íèìàåò âèä




∫
R

dy ϕ(y)(λN + µNxN−1e
σy+τ ) = 1,

∫
R

dy ϕ(y)(λN + µNxN−1e
σy+τ )eσy+τ = 1,

ãäå ϕ(y) - ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû
èìååò âèä

µN =
1− a1

a2 − a2
1

1
xN−1

,

λN =
a2 − a1

a2 − a2
1

,

ãäå a1 = e0.5σ2+τ , a2 = e2σ2+2τ . Åñëè−1.5σ2 6 τ 6 −0.5σ2, òî λN , µN > 0
è, êðîìå òîãî, hN (xN−1) íå çàâèñèò îò xN−1. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëü-
íàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà ïîðîæäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ äëÿ âåëè÷èí ξn, ðàâ-
íîé

qξ(x) = λϕ(x) + (1− λ)ϕ(x− σ).

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ìàðòèí-
ãàëüíàÿ ìåðà, ïðè êîòîðîé ïëîòíîñòü ξn èìååò âèä qξ(x) = ϕ(x+0.5σ +
τ/σ).

1.4 Ôîðâàðäû è ôüþ÷åðñû
Ôîðâàðä - ýòà êîíòðàêò, ïî êîòîðîìó îäèí èç ó÷àñòíèêîâ îáÿçóåòñÿ
ïðîäàòü, à äðóãîé èç ó÷àñòíèêîâ îáÿçóåòñÿ êóïèòü íåêîòîðûé àêòèâ â
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îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè t ïî îïðåäåëåííîé öåíå. Ýòà öåíà íàçû-
âàåòñÿ ôîðâàðäíîé öåíîé; îáîçíà÷èì åå Φn(t), ãäå n - ìîìåíò çàêëþ÷å-
íèÿ êîíòðàêòà. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà Φn(t) - Fn-èçìåðèìà
è Φt(t) = St.

Îïèøåì äàííûé êîíòðàêò â òåðìèíàõ íåêîòîðîé àêöèè íà ïåðâè÷-
íîì ðûíêå. Â ìîìåíò çàêëþ÷åíèÿ êîíòðàêòà íè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ
íå çàòðà÷èâàåò íèêàêèõ ñðåäñòâ, ïîýòîìó ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü
ôîðâàðäíûé êîíòðàêò êàê íåêîòîðóþ àêöèþ, êîòîðàÿ èìååò íóëåâóþ
öåíó, íî ïî êîòîðîé â ìîìåíò âðåìåíè t âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó÷àñòíèê êîíòðàêòà, êîòîðûé îáÿ-
çóåòñÿ êóïèòü îãîâîðåííûé àêòèâ, èìååò "äëèííóþ" ïîçèöèþ ïî ýòîé
"àêöèè" (ò.å. â åãî ïîðòôåëå ôîðâàðäíûé êîíòðàêò ñ÷èòàåòñÿ ñî çíàêîì
ïëþñ), à ó÷àñòíèê, êîòîðûé îáÿçóåòñÿ åãî ïðîäàòü èìååò "êîðîòêóþ" ïî-
çèöèþ. Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ðàçìåð äèâèäåíäà ðàâåí St−Φn(t).
Ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç ôîðâàðäíîãî êîíòðàêòà, èìååò íóëåâóþ öåíó
äî ìîìåíòà t, à â ìîìåíò t öåíà ïîðòôåëÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé St−Φn(t).
Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè äàííîé "àêöèè": â îòëè÷èå îò ðåàëü-
íûõ äèâèäåíäîâ, "äèâèäåíäû" ó äàííîé áóìàãè ìîãóò áûòü êàê ïîëî-
æèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè; êðîìå òîãî, êîëè÷åñòâî "àêöèé"
äàííîãî òèïà â ïîðòôåëå ìîæåò èçìåíèòñÿ òîëüêî îäèí ðàç � â ìîìåíò
çàêëþ÷åíèÿ êîíòðàêòà.

Ôüþ÷åðñ. Îïðåäåëåíèå ôüþ÷åðñíîãî êîíòðàêòà íå îòëè÷àåòñÿ îò
ôîðâàðäíîãî, íî ïðè ôüþ÷åðñíîì êîíòðàêòå â êà÷åñòâå ïîñðåäíèêà âû-
ñòóïàåò áèðæà. Öåíó ïîñòàâêè àêòèâà (ôüþ÷åðñíóþ öåíó) áóäåì îáî-
çíà÷àòü Fn(t). Áèðæà îðãàíèçóåò âûïîëíåíèå êîíòðàêòà òàêèì îáðàçîì,
÷òî ïðè èçìåíåíèè ôüþ÷åðñíûõ öåí ñ Fn(t) íà Fn+1(t) ñî ñ÷åòà ïðîäàâ-
öà àêòèâà íà ñ÷åò ïîêóïàòåëÿ ïîñòóïàþò äåíåæíûå ñðåäñòâà â ðàçìåðå
Fn+1(t)−Fn(t). Êàê è â ñëó÷àå ôîðâàðäíîãî êîíòðàêòà, ìû ìîæåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ýòè ñðåäñòâà êàê âûïëàòó äèâèäåíäîâ â ìîìåíò n+1; ñóììà
ýòèõ "äèâèäåíäîâ" ðàâíà St − Fn(t).

Òåîðåìà 1.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðà P̃, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé äèñêîíòèðîâàííûå öåíû àêöèé S̃n - ìàðòèíãàë, à ôîðâàðäíûå
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è ôüþ÷åðñíûå öåíû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

Φ∗k(t) = Sk/ẼFk
(Bk/Bt), F ∗

k (t) = ẼFk
St, (1.12)

òîãäà ðûíîê, ñîñòîÿùèé èç áàíêîâñêîãî ñ÷åòà, àêöèé, ôîðâàðäíûõ è
ôüþ÷åðñíûõ êîíòðàêòîâ, ÿâëÿåòñÿ áåçàðáèòðàæíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðûíîê, ñîñòîÿùèé èç àêòèâîâ ÷åòûðåõ
òèïîâ: áàíêîâñêîãî ñ÷åòà ñ öåíàìè Bk, àêöèè ñ öåíàìè S1

k , ôîðâàðäíîãî
êîíòðàêòà ñ ìîìåíòîì çàêëþ÷åíèÿ n2, ñðîêîì èñïîëíåíèÿ t2 è ôüþ-
÷åðñíîãî êîíòðàêò ñ ìîìåíòîì çàêëþ÷åíèÿ n3, ñðîêîì èñïîëíåíèÿ t3.
Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå "äèâèäåíäû" ÷åðåç

δ2
k = 1{k=t2}

(
S1

t2 − Φ∗n2
(t2)

)
, δ3

k = 1{n3<k6t3}
(
F ∗

k (t3)− F ∗
k−1(t3)

)
.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñòðàòåãèþ {γi
n}, i = 0, . . . , 3. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî N > t2, t3. Ïî ôîðìóëå (1.4) èìååì

X̃N = X0 +
N∑

k=1

γk−1(∆S̃k + δ̃k)

= X0 +
N∑

k=1

γ1
k−1∆S̃1

k + γ2
n2

δ̃2
t2 + γ3

n3

t3∑

k=n3+1

δ̃3
k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X0 = 0 è âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ìåðå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé S̃1

k - ìàðòèíãàë, òîãäà

ẼX̃N = Ẽγ2
n2

ẼFn2
δ̃2
t2 +

t3∑

k=n3+1

Ẽγ3
n3

αkẼFk−1
δ3
k.

Ñîñ÷èòàåì óñëîâíûå îæèäàíèÿ:

ẼFn2
δ̃2
t2 = ẼFn2

B0

Bt2

(
St2 − Φ∗n2

(t2)
)

=
B0

Bn2

Sn2 − Φ∗n2
(t2)ẼFn2

B0

Bt2

=
B0

Bn2

Sn2 −
Sn2B0

ẼFn2

Bn2
Bt2

ẼFn2

1
Bt2

= 0,

ẼFk−1
δ3
k = ẼFk−1

(
F ∗

k (t3)− F ∗
k−1(t3)

)
= ẼFk−1

ẼFk
S1

t3 − F ∗
k−1(t3) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ẼX̃N = 0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî XN > 0, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî XN = 0 ï.í. è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðûíîê áåçàðáèòðàæíûé.
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè Bk - äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî
íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F ∗

k (N) = Φ∗k(N).
Çàìå÷àíèå 2. Â ïðèíöèïå, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå áåçàðáèòðàæ-
íûå öåíû, íî åñëè Bk - äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ðûíîê
áåçàðáèòðàæíûé, òî Fk(t) = Φk(t) = F ∗

k (t) = Φ∗k(t). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì n ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ωn ∈ Fn, òà-
êîå, ÷òî P(Ωn) > 0 è äëÿ ω ∈ Ωn Φn(t) < Φ∗n(t), òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñòðàòåãèþ, ïðè êîòîðîé

γ0
k = S1

n/Bn, γ1
k = −1, γ2

k = 1 äëÿ k > n è ω ∈ Ωn,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì âñå γi
k = 0. Ýòà ñòðàòåãèÿ ñàìîôèíàíñè-

ðóåìàÿ è ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ

Xt = (S1
n/Bn) ·Bt + (−1) · S1

t + 1 · (S1
t − Φ(t)

n ) = Φ∗n(t)− Φn(t) > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò áåçàðáèòðàæíîñòè.
Çàìå÷àíèå 3. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîãî àêòèâà îáëèãàöèþ ñî
ñðîêîì ïîãàøåíèÿ T > t. Öåíà îáëèãàöèè â ìîìåíò âðåìåíè n ðàâíà
Pn(T ) = ẼFnαn+1,T , ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, ïîëó÷èì, ÷òî áåçàð-
áèòðàæíûå ôîðâàðäíûå è ôüþ÷åðñíûå öåíû íà îáëèãàöèþ ðàâíû ñî-
îòâåòñòâåííî

Φ∗k(t) = ẼFk
αk+1,T /ẼFk

αk+1,t è F ∗
k (t) = ẼFk

αt+1,T .

1.5 Îïöèîí åâðîïåéñêîãî òèïà
Îïöèîí - ýòî íåêîòîðûé êîíòðàêò, â êîòîðîì

• îãîâîðåíû ïîêóïàòåëü è ïðîäàâåö êîíòðàêòà;

• ïðîäàâåö êîíòðàêòà èìååò îïðåäåëåííûå â êîíòðàêòå ôèíàíñîâûå
îáÿçàòåëüñòâà ïåðåä ïîêóïàòåëåì (íàïðèìåð, êóïèòü èëè ïðîäàòü
íåêîòîðûé àêòèâ â áóäóùåì ïî îïðåäåëåííîé öåíå);
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• ïîêóïàòåëü èìååò ïðàâî èñïîëíèòü èëè íå èñïîëíèòü äàííûé êîí-
òðàêò.

Îñíîâíûìè âèäàìè îïöèîíà ÿâëÿþòñÿ îïöèîí ïîêóïêè (call option) è
îïöèîí ïðîäàæè (put option). Îïöèîí ïîêóïêè õàðàêòåðèçóåòñÿ öåíîé
ïîñòàâêè àêòèâà (strike price) K è äàòîé èñïîëíåíèÿ (expiration date)
N . Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè N öåíà àêòèâà SN > K, òî ïîêóïàòåëþ
(îáëàäàòåëþ) îïöèîíà âûãîäíî åãî èñïîëíèòü. Ïðîäàâåö îïöèîíà ïðè
ýòîì ìîæåò âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîñòàâëÿòü àêòèâ ïî öåíå K, âûïëàòèòü
äåíåæíûå ñðåäñòâà â ðàçìåðå SN − K, à îáëàäàòåëü îïöèîíà äîáàâèâ
ê íèì äåíåæíûå ñðåäñòâà â ðàçìåðå K, ïðèîáðåñòè àêòèâ ïî ðûíî÷íîé
öåíå. Åñëè æå â ìîìåíò âðåìåíè N öåíà àêòèâà SN 6 K, îáëàäàòåëþ
îïöèîíà íåâûãîäíî åãî èñïîëíèòü è ôîðìàëüíî ïðîäàâåö îïöèîíà âû-
ïëà÷èâàåò 0 äåíåæíûõ ñðåäñòâ. Îáúåäèíÿÿ îáà ýòè ñëó÷àÿ, ìîæíî ãîâî-
ðèòü î òîì, ÷òî îïöèîí ïîêóïêè ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëàòåæíîé
ôóíêöèåé f = (SN −K)+. Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ îïöèîíà ïðîäàæè ðàâíà f = (K − SN )+.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âèäîâ
îïöèîíîâ ("ýêçîòè÷åñêèå" îïöèîíû), ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ çà-
âèñèò îò òðàåêòîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}, íàïðèìåð, äëÿ "àçèàò-
ñêîãî" îïöèîíà öåíà èñïîëíåíèÿ ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïî òðàåêòî-
ðèè, äëÿ îïöèîíà "ñ ïîñëåäåéñòâèåì" - ìàêñèìàëüíîìó èëè ìèíèìàëü-
íîìó çíà÷åíèþ. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ f -
ýòî FN -èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. ×åðåç f̃ áóäåì îáîçíà÷àòü äèñ-
êîíòèðîâàííóþ ïëàòåæíóþ ôóíêöèþ: f̃ = αNf .

1.5.1 Õåäæèðîâàíèå. Öåíà îïöèîíà.
Õåäæåì (îò hedge - îãðàæäàòü) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ â
êàêîì-òî ñìûñëå îãðàæäàåò ïðîäàâöà îò ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ âûïëàòà-
ìè ïî ïëàòåæíîé ôóíêöèè. Åñëè îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî õåäæåé Π, òî
ñïðàâåäëèâîé öåíîé îïöèîíà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà C(f) = inf

π∈Π
Xπ

0 .
Îïðåäåëèì õåäæ êàê ñòðàòåãèþ π = (Xπ

0 , {γk}), ïðè êîòîðîé Xπ
N ≥ f

ï.í. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà P̃ è π ÿâëÿ-
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åòñÿ õåäæåì, òîãäà èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ è ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî X̃π
n

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì ïî ìåðå P̃ è X̃π
0 = ẼX̃π

N ≥ Ẽf̃ . Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî C(f) ≥ Ẽf̃ .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ áèíîìèàëüíîé ìîäåëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 1.3 Â áèíîìèàëüíîé ìîäåëè ðûíêà C(f) = Ẽf̃ .

Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü õåäæ ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì Ẽf̃ . Ðàññìîòðèì
ìàðòèíãàë Mn = ẼFn f̃ ; îí ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò âåëè÷èí ρ1, . . . , ρn:
Mn = mn(ρ1, . . . , ρn). Êðîìå òîãî,

ẼFn−1Mn = mn(ρ1, . . . , ρn−1, bn)p̃n + mn(ρ1, . . . , ρn−1, an)(1− p̃n)
= mn−1(ρ1, . . . , ρn−1),

ãäå p̃n èìååò âèä (1.8). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

mn(ρ1, . . . , ρn−1, bn)−mn−1

bn − rn
=

mn(ρ1, . . . , ρn−1, an)−mn−1

an − rn
,

ò.å. âûðàæåíèå (Mn − Mn−1)/(ρn − rn) íå çàâèñèò îò ρn, à ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî ôóíêöèåé îò ρ1, . . . , ρn−1:

Mn −Mn−1

ρn − rn
= µn(ρ1, . . . , ρn−1).

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

∆Mn = µn(ρn − rn) =
µn(1 + rn)

S̃n−1

(
1 + ρn

1 + rn
− 1

)
S̃n−1.

Îáîçíà÷èì γn−1 = µn(1 + rn)/S̃n−1, òîãäà èñïîëüçóÿ (1.7), ïîëó÷èì ÷òî

∆Mn = γn−1∆S̃n. (1.13)

Ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ π =
(
Ẽf̃ , {γn}

)
, òîãäà èç ôîðìóëû (1.13) ñëåäó-

åò, ÷òî X̃π
n = Mn è, ñëåäîâàòåëüíî,

Xπ
N = f, (1.14)
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ò.å. π ýòî õåäæ è, çíà÷èò, C(f) = Ẽf̃ .
Ñëåäñòâèå 1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ âåðíûì â òåõ ñëó÷à-

ÿõ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.14). Áåçàðáèòðàæíûå ìîäåëè ðûí-
êà, â êîòîðûõ (1.14) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé f è íåêîòîðîé
ñòðàòåãèè π(f), íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè. Äëÿ òàêèõ ìîäåëåé, òàêæå êàê
è äëÿ áèíîìèàëüíîé ìîäåëè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ
ìåðà [2].

Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäñòàâëåíèå öåíû îïöèîíà â âèäå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ îò ïëàòåæíîé ôóíêöèè äàåò âàæíîå äëÿ ïðàêòèêè ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó öåíîé îïöèîíà ïîêóïêè C è öåíîé îïöèîíà ïðîäàæè P .
Ïîñêîëüêó

(SN −K)+ = (SN −K) + (SN −K)− = (SN −K) + (K − SN )+,

òî óìíîæàÿ íà êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ è áåðÿ îæèäàíèå îò îáå-
èõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

C = S0 −KẼαN + P. (1.15)

Ýòî ñîîòíîøåíèå èçâåñòíî êàê "put-call parity".
Ïîëíûå ðûíêè îáëàäàþò òåì ïðèâëåêàòåëüíûì ñâîéñòâîì, ÷òî öåíà

îïöèîíà èìååò åäèíñòâåííî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Îäíàêî, ñâîéñòâî ïîë-
íîòû ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì è ìîäåëè, êîòîðûå èñ-
ïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå, ÷àñòî íå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Íà íåïîë-
íûõ ðûíêàõ õåäæ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñòðàòåãèþ, ìèíèìèçèðóþùóþ
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå Ẽ(X̃π

N − f̃)2 ïî âûáðàííîé ìàðòèíãàëü-
íîé ìåðå. Â ñëó÷àå ïîëíîãî ðûíêà ÿâëÿåòñÿ äàííûé êðèòåðèé äàåò òå
æå öåíó è ñòðàòåãèþ, ÷òî è òåîðåìà 1.3.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ẽf̃2 < ∞ è ðàññìàòðèâàòü òàêèå ñòðàòåãèè, äëÿ
êîòîðûõ X̃π

n ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãàëîì.

Òåîðåìà 1.4 Îïòèìàëüíàÿ ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîìó êðèòåðèþ ñòðà-
òåãèÿ èìååò âèä

π =
(
Ẽf̃ ,

{
(ẼFk

∆S̃k+1f̃)/ẼFk
(∆S̃k+1)2

})
. (1.16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Vn = X̃π
n −Mn, ãäå Mn = ẼFn f̃ . Ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Vn ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, ïîýòîìó

Ẽ(X̃π
N − f̃)2 = ẼV 2

N = V 2
0 +

N∑

k=1

Ẽ(∆Vk)2.

Ñëàãàåìîå V0 ðàâíî íóëþ ïðè Xπ
0 = M0 = Ẽf̃ ; ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå Ẽ(∆Vk)2 ïðåäñòàâèì â âèäå

Ẽ(∆Vk)2 = Ẽ(γk−1∆S̃k −∆Mk)2

= Ẽ
(
γ2

k−1ẼFk
(∆S̃k)2 − 2γk−1ẼFk

∆S̃k∆Mk

)
+ Ẽ(∆Mk)2.

Äàííîå âûðàæåíèå äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà ïðè

γk−1 = (ẼFk−1
∆S̃k∆Mk)/ẼFk−1

(∆S̃k)2,

ïðè÷åì, ÷èñëèòåëü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ẼFk−1
∆S̃k∆Mk = ẼFk−1

∆S̃k(ẼFk
f̃ − ẼFk−1

f̃)

= ẼFk−1
∆S̃kf̃ − (ẼFk−1

∆S̃k)(ẼFk−1
f̃)

= ẼFk−1
∆S̃kf̃ .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.5.2 Ñóùåñòâåííàÿ âûáîðêà
Ïóñòü p̃n(x1, . . . , xn−1;xn) - ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè, ïîðîæäåííûå ìàð-
òèíãàëüíîé ìåðîé P̃, f(x1, . . . , xN ) - ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà öåíà
îïöèîíà âûðàæàåòñÿ êàê N -ìåðíûé èíòåãðàë

C =
∫

XN

dx1 . . . dxN p̃1(x1) . . . p̃N (x1, . . . , xN−1;xN )f̃(x1, . . . , xN ),

äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.
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Ïóñòü rn(x1, . . . , xn−1; xn) - òàêæå ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè, îáëàäàþ-
ùèå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî r1 . . . rN > 0 ïðè p̃1 . . . p̃N f̃ > 0, òîãäà ìîæíî
îïðåäåëèòü îöåíêó ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî

Č(r) = f̃
N∏

n=1

p̃n

rn
.

Ïîëîæèì
r∗n = p̃nMn/Mn−1,

ãäå Mn = ẼFn f̃ . Âåëè÷èíû r∗n íåîòðèöàòåëüíû; è â ñèëó òîãî, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Mn - ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî P̃ , èìååì

∫

X
r∗n(x1, . . . , xn−1; xn)dxn = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè â âûðàæåíèå äëÿ Č(r) è ïðî-
èçâåäÿ ñîêðàùåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî Č(r∗) = C. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè r∗n äàþò íóëåâóþ äèñïåðñèþ (íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâ-
ëÿåòñÿ ðûíîê ïîëíûì èëè íåò).

1.6 Îïöèîí àìåðèêàíñêîãî òèïà
Â îòëè÷èå îò îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òèïà, îïöèîí àìåðèêàíñêîãî òè-
ïà ìîæåò áûòü èñïîëíåí â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äî îãîâîðåííîãî â
êîíòðàêòå ñðîêà èñïîëíåíèÿ, ïîýòîìó îïèñûâàåòñÿ íå îäíîé ïëàòåæíîé
ôóíêöèåé, à íàáîðîì ïëàòåæíûõ ôóíêöèé {fk}, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæ-
äîìó ìîìåíòó âðåìåíè k â ïðåäåëàõ ñðîêà äåéñòâèÿ êîíòðàêòà. Íàïðè-
ìåð, ïëàòåæíûå ôóíêöèè îïöèîíà ïîêóïêè ðàâíû (Sk−K)+, à ïëàòåæ-
íûå ôóíêöèè îïöèîíà ïðîäàæè ðàâíû (K−Sk)+. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïëàòåæíûå ôóíêöèè fk ÿâëÿþòñÿ Fk-èçìåðèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

21



1.6.1 Öåíà îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà
Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî íåêîòîðûå ëåììû. Íàïîìíèì, ÷òî ìàðêîâ-
ñêèì ìîìåíòîì íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ , òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî n {τ ≤ n} ∈ Fn. Îïðåäåëèì σ-àëãåáðó Fτ = {A : A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn} .

Ëåììà 1.3 Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn-èçìåðèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξn, n = 1, . . . , N , òîãäà

1) âåëè÷èíà ξτ - Fτ -èçìåðèìà;
2) åñëè ξn - ìàðòèíãàë è τ1 ≤ τ2 ≤ N , òî EFτ1

ξτ2 = ξτ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíî-
æåñòâà B ñîáûòèå {ξτ ∈ B} ïðèíàäëåæèò Fτ . Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî äëÿ ëþáîãî n {ξτ ∈ B} ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn. Íî ïîñëåäíåå ìíîæå-
ñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ Fn-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ⋃
k≤n

{ξk ∈ B} ∩ {τ = k}, îòêóäà è ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
∫

A

ξτ1dP =
∫

A

ξτ2dP (1.17)

äëÿ ëþáîãî A ∈ Fτ1 . Ñíà÷àëà äîêàæåì (1.17) äëÿ B ⊂ {τ1 = n}. Èìååì
∫

B

ξτ1dP =
∫

B

ξndP =
∫

B

ξτ2∧ndP =
∫

B∩{τ2≤n}

ξτ2dP +
∫

B∩{τ2>n}

ξndP

=
∫

B∩{τ2≤n}

ξτ2dP +
∫

B∩{τ2>n}

ξn+1dP =
∫

B

ξτ2∧(n+1)dP = . . . =
∫

B

ξτ2dP.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ∈ Fτ1 ïîëó÷àåì
∫

A

ξτ1dP =
N∑

n=0

∫

A∩{τ1=n}

ξτ1dP =
N∑

n=0

∫

A∩{τ1=n}

ξτ2dP =
∫

A

ξτ1dP.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 1.4 Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ỹ
(N)
k = sup

k≤τ≤N
ẼFk

f̃ τ,

Z̃
(N)
k =

{
f̃N , k = N,

max(f̃k, ẼFk
Z̃

(N)
k+1), k < N,

W̃
(N)
k = ẼFk

f̃τk
,

ãäå τk = min
{

i : k ≤ i ≤ N, Z̃
(N)
i = f̃i

}
.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ỹ
(N)
k = Z̃

(N)
k = W̃

(N)
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî W̃
(N)
k ≤ Ỹ

(N)
k . Ïîêàæåì, ÷òî Ỹ

(N)
k ≤

Z̃
(N)
k . Äëÿ k = N ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà Ỹ

(N)
N = f̃N . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ỹ
(N)
k+1 ≤ Z̃

(N)
k+1 è âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ìî-

ìåíò τ , òàêîé, ÷òî k ≤ τ ≤ N .

ẼFk
f̃ τ = 1{τ=k}f̃k + 1{τ>k}ẼFk

ẼFk+1
f̃τ .

Ïî îïðåäåëåíèþ Ỹ
(N)
k è èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ẼFk+1

fτ ≤
Ỹ

(N)
k+1 ≤ Z̃

(N)
k+1. Ïîýòîìó,

ẼFk
f̃ τ ≤ 1{τ=k}f̃k + 1{τ>k}ẼFk

Z̃
(N)
k+1 ≤ max(f̃k, ẼFk

Z̃
(N)
k+1) = Z̃

(N)
k .

Áåðÿ ñóïðåìóì ïî τ , ïîëó÷èì, ÷òî Ỹ
(N)
k ≤ Z̃

(N)
k .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî Z̃
(N)
k ≤ W̃

(N)
k . Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî

äëÿ k = N è ïóñòü Z̃
(N)
k+1 ≤ W̃

(N)
k+1, òîãäà

Z̃
(N)
k = 1{f̃k=Z̃

(N)
k }f̃k + 1{f̃k<Z̃

(N)
k }ẼFk

Z̃
(N)
k+1.

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, à òàêæå òî, ÷òî {f̃k = Z̃
(N)
k } =

{τk = k}, ïîëó÷èì

Z̃
(N)
k ≤ 1{τk=k}f̃k + 1{τk>k}ẼFk

W̃
(N)
k+1.
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Çàìåòèì, ÷òî τk = τk+1 íà ìíîæåñòâå {τk > k}, ïîýòîìó

1{τk>k}W̃
(N)
k+1 = 1{τk>k}ẼFk+1

f̃τk+1
= 1{τk>k}ẼFk+1

f̃τk
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Z̃
(N)
k ≤ 1{τk=k}f̃τk

+ 1{τk>k}ẼFk
f̃τk

= ẼFk
f̃τk

= W̃k.

Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî â ìîìåíò τ0 ìàêñèìàëüíûé îæèäàåìûé â áóäóùåì

ïëàòåæ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì òåêóùèé ïëàòåæ. Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïîêóïàòåëÿ îïöèîíà τ0 - ðàöèîíàëüíûé ìîìåíò èñïîëíåíèÿ ýòîãî
îïöèîíà. Â äàëüíåéøåì ìîìåíò τ0 áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü τ∗.

Õåäæèðîâàíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäå-
ëèì õåäæ, êàê ñòðàòåãèþ, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåò ìèíèìóìà âûðàæåíèå

Ẽ(X̃π
τ∗ − f̃τ∗)2.

Ââåäåì ìàðòèíãàëû Mn = EFn f̃τ∗ è Vn = X̃π
n−Mn, òîãäà X̃π

τ∗−f̃τ∗ = Vτ∗

è

ẼV 2
τ∗ = Ẽ(V0 +

τ∗∑

k=1

∆Vk)
2 = V 2

0 +
N∑

k=1

Ẽ(∆Vk)21{k≤τ∗} (1.18)

+ 2V0

N∑

k=1

Ẽ∆Vk1{k≤τ∗} + 2
N∑

i=1

N∑

j=i+1

Ẽ∆Vi∆Vj1{j≤τ∗}.

Ïîñêîëüêó ñîáûòèå {k ≤ τ∗} Fk−1-èçìåðèìo, òî

Ẽ∆Vk1{k≤τ∗} = Ẽ1{k≤τ∗}ẼFk−1
∆Vk = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèå äâå ñóììû â (1.18) ðàâíû íóëþ è

ẼV 2
τ∗ = (X0 −M0)2 +

N∑

k=1

Ẽ1{k≤τ∗}ẼFk−1
(γk−1∆S̃k −∆Mk)2(1.19)
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Ìèíèìóì äàííîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè X0 = M0 = Ẽf̃τ∗ è γk =
ẼFk

∆S̃k+1f̃τ∗/ẼFk
(∆S̃k+1)2.

Õåäæèðîâàíèå íà ïîëíîì ðûíêå. Ïðåäïîëîæèì ÷òî ðûíîê ïîë-
íûé. Ñòðàòåãèÿ π íàçûâàåòñÿ õåäæåì äëÿ îïöèîíà ñ ïëàòåæíûìè ôóíê-
öèÿìè fk è ìîìåíòîì èñïîëíåíèÿ N , åñëè äëÿ ëþáîãî k ≤ N âûïîëíåíî
Xπ

k > fk. Ñïðàâåäëèâîé öåíîé, êàê è â ñëó÷àå îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òè-
ïà, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà C = C({fn}) = infπ∈Π Xπ

0 .

Ïîñêîëüêó X̃π
k ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, òî äëÿ ëþáûõ ìàðêîâñêèõ ìî-

ìåíòîâ τ , τ ′, ñîãëàñíî ëåììå 1.3 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ẼX̃π
τ = ẼX̃π

τ ′ .
Ïîëîæèâ τ ′ = 0, ïîëó÷èì, ÷òî ẼX̃π

τ = X̃π
0 . Ïóñòü òåïåðü π ÿâëÿåòñÿ

õåäæåì, òîãäà X̃π
τ > f̃τ . Âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðåäûäó-

ùåì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì, ÷òî Xπ
0 > Ẽf̃τ . Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî τ , òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóïðåìóìà ïî τ :
Xπ

0 > supτ≤N Ẽf̃τ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

C > sup
τ≤N

Ẽf̃τ . (1.20)

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå C = supτ≤N Ẽf̃τ .

Òåîðåìà 1.5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðûíîê ïîëíûé, òîãäà

C = sup
τ≤N

Ẽf̃τ .

Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

Ỹ
(N)
k = max(f̃k, ẼFk

Ỹ
(N)
k+1 ) > ẼFk

Ỹ
(N)
k+1 . (1.21)

Ïðåäñòàâèì Ỹ
(N)
k â âèäå

Ỹ
(N)
k = Ỹ

(N)
0 +

k∑

i=1

(
Ỹ

(N)
i − ẼFi−1 Ỹ

(N)
i

)
−

k∑

i=1

(
Ỹ

(N)
i−1 − ẼFi−1 Ỹ

(N)
i

)

= Mk −Ak.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàðòèíãàë; â ñèëó ïîëíîòû
ðûíêà îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå Mk = M0 +

∑k
i=1 γi−1∆S̃i,

ïðè÷åì M0 = Ỹ
(N)
0 = supτ Ẽf̃τ . ×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ak, òî

â ñèëó (1.21) êàæäîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ Ak íåîòðèöàòåëüíî,
è âñå îíè Fk−1-èçìåðèìû, ñëåäîâàòåëüíî, {Ak} - íåóáûâàþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü è âåëè÷èíà Ak - Fk−1-èçìåðèìà. Ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ
π∗ = (M0, {γk}) è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ õåäæåì. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîñêîëüêó Ỹ

(N)
k > f̃k,

X̃π∗
k = X̃π∗

0 +
k∑

i=1

γi−1∆S̃i = Mk = Ỹ
(N)
k + Ak > Ỹ

(N)
k > f̃k.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Xπ∗
k > fk. Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè õåäæ ñ íà÷àëü-

íûì êàïèòàëîì supτ Ẽf̃τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C(f) ≤ supτ Ẽf̃τ . Âìåñòå ñ
íåðàâåíñòâîì (1.20) ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ìàðêîâñêèé ìîìåíò τ∗. Ïðè k < τ∗

X̃π∗
k = Mk > Ỹ

(N)
k = ẼFk

Ỹ
(N)
k > f̃k.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

Aτ∗ =
τ∗∑

i=1

(Ỹ (N)
i−1 − ẼFi−1 Ỹ

(N)
i ) = 0,

X̃π∗
τ∗ = Mτ∗ = Ỹ

(N)
τ∗ + Aτ∗ = Ỹ

(N)
τ∗ = f̃τ∗ .

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîëíîì ðûíêå ðàöèîíàëüíîñòü èñïîëíåíèÿ îïöèîíà â
ìîìåíò τ∗ ïîäêðåïëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèåì: îáëàäàòåëþ îïöè-
îíà íåðàöèîíàëüíî èñïîëíÿòü åãî â ìîìåíò äî ìîìåíòà τ∗, ò.ê. çàòðàòèâ
íà ïîêóïêó îïöèîíà Xπ∗

0 äåíåæíûõ ñðåäñòâ, îí ïîëó÷èò â ðåçóëüòàòå èñ-
ïîëíåíèÿ äîõîä â ðàçìåðå fk, òîãäà êàê èñïîëüçóÿ ñòðàòåãèþ π∗ ñ òåì æå
íà÷àëüíûì êàïèòàëîì, îí ìîã áû ïîëó÷èòü äîõîä â ðàçìåðå Xπ∗

k > fk.
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1.6.2 Ìàðêîâñêèé ñëó÷àé
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî öåíû Sk îáðàçóþò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, rk

- äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïëàòåæíûå ôóíêöèè èìåþò
âèä fk = fk(Sk). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Ỹ

(N)
k (S0, . . . , Sk) = Ỹ

(N)
k (Sk).

Äåéñòâèòåëüíî, Ỹ
(N)
N = αNfN (SN ). Ïóñòü Ỹ

(N)
k+1 = Ỹ

(N)
k+1 (Sk+1), ò.å. Y

(N)
k+1

èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî F>k+1, òîãäà ïî ñâîéñòâó ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ

Ỹ
(N)
k = max

(
αkfk(Sk), ẼFk

Ỹ
(N)
k+1

)

= max
(
αkfk(Sk), Ẽk,Sk

Ỹ
(N)
k+1

)
= Ỹ

(N)
k (Sk).

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ïðîöåññ Sk - îäíîðîäíûé, fk(x) = f(x),
rk = r, òîãäà αk èìååò âèä αk. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî îïðåäåëèòü ôóíê-
öèè Y

(N)
n (x) = αn−N Ỹ

(N)
N−n(x); èíäåêñ n îçíà÷àåò ÷èñëî øàãîâ äî îêîí-

÷àíèÿ îïöèîíà. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé Ỹ
(N)
n (x) ñëåäóåò, ÷òî

Y (N)
n (x) =

{
f(x), n = 0,

max
(
f(x), αẼxY

(N)
n−1(S1)

)
, n > 0,

(1.22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Y
(N)
n (x) íå çàâèñèò îò N . Êðîìå òîãî,

Yn(x) = sup
0≤τ≤n

Ẽxατf(Sτ ) = Ẽxατnf(Sτn),

ãäå τn = min {k : 0 ≤ k ≤ n, Yn−k(Sk) = f(Sk)} . Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
"îáëàñòè îñòàíîâêè" Dn = {x : Yn(x) = f(x)} è îáëàñòè "ïðîäîëæåíèÿ
íàáëþäåíèé"Cn = X \Dn. Ðàöèîíàëüíûé ìîìåíò èñïîëíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìîìåíòîì ïîïàäàíèÿ öåíû â îáëàñòü îñòàíîâêè:

τn = min{k ≤ n : Yn−k(Sk) = f(Sk)} = min{k ≤ n : Sk ∈ Dn−k}.
Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòè îñòàíîâêè ñòàíîâÿòñÿ øèðå ïî ìåðå òîãî, êàê
÷èñëî øàãîâ n äî ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ îïöèîíà óìåíüøàåòñÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñêîëüêó Y0(x) = f(x), òî Y1(x) = max(f(x), Ẽxf(S1)) > Y0(x)
è äàëåå

Yn+1(x) = max(f(x), ẼxYn(S1)) > max(f(x), ẼxYn−1(S1)) = Yn(x).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Dn+1 = {x : Yn+1(x) = f(x)} ⊂ {x : Yn(x) = f(x)} =
Dn. ßñíî, ÷òî D0 ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé D0 = X.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î öåíå ñòàíäàðòíûõ îïöèîíîâ. ßñíî, ÷òî öåíà
îïöèîíîâ àìåðèêàíñêîãî òèïà Ca(f) íå ìåíüøå öåíû ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òèïà Ce(f), íî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî
òàêîé íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.6 Öåíà îïöèîíà ïîêóïêè àìåðèêàíñêîãî òèïà ðàâíà öåíå
îïöèîíà ïîêóïêè åâðîïåéñêîãî òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f̃n = αn(Sn−K)+

îáðàçóåò ñóáìàðòèíãàë. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñå-
íà, è òîò ôàêò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αnSn ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì,
ïîëó÷èì

EFnαn+1(Sn+1 −K)+ > [EFnαn+1(Sn+1 −K)]+

= [EFnαn+1Sn+1 − αn+1K]+

= [αnSn − αnK + αn(1− α)K]+ > αn(Sn −K)+.

Äëÿ ëþáîãî ñóáìàðòèíãàëà ξn è ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ τ è τ1, òàêèõ,
÷òî τ ≤ τ1 âûïîëíåíî Eξτ ≤ Eξτ1 . Âçÿâ τ1 ≡ N , ïîëó÷èì Ẽf̃τ ≤ Ẽf̃N =
Ce(f). Ïîñêîëüêó τ - ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò, òî Ca(f) = supτ Ẽf̃τ ≤
Ce(f). Âìåñòå ñ î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâîì Ca(f) > Ce(f) ýòî äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Â îáùåì ñëó÷àå, ñòðîèòñÿ íåêîòîðîå äåðåâî öåí ïåðâè÷íîãî àêòèâà
è öåíà îïöèîíà â óçëàõ äåðåâà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.22). Äàííûé
àëãîðèòì ìîæåò áûòü î÷åíü òðóäîåìêèì, åñëè Sn - ýòî ìíîãîìåðíûé
âåêòîð, ò.ê. ÷èñëî âîçìîæíûõ óçëîâ áûñòðî ðàñòåò. Ïîýòîìó â äàííîì
ñëó÷àå èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü ìåòîä "ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè" , èçëà-
ãàåìûé äàëåå.

1.6.3 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíû Sn îáðàçóþò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ïåðåõîäíû-
ìè âåðîÿòíîñòÿìè pn(x, dy) ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ Sn−1 â ñîñòîÿíèå

28



Sn; ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ îïöèîíà èìååò âèä fn = fn(Sn). Îáîçíà÷èì
f̃n(x) = αnfn(x) è ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèì ôóíêöèè Ỹn(x):

ỸN (x) = f̃N (x), Ỹn(x) = max
(
f̃n(x),En,xỸn+1(Sn+1)

)
.

Èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ñëåäóåò, ÷òî öåíà îïöèîíà èìååò âèä

C({fn}) = C = sup
τ

Ef̃τ (Sτ ) = Ỹ0(S0).

Ïîñòðîèì íà êàæäîì øàãå n íàáîð ñëó÷àéíûõ òî÷åê ("ñåòêó") x̄n =
{xn,i}M

i=1 êàê ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè r̄n(x̄, dȳ)
âèäà

r̄n(x̄, dȳ) = rn,1(x̄, dy1)...rn,M (x̄, dyM ).

Îòíîñèòåëüíî rn,j(x̄, dy) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïðåäåëåíû ïëîòíî-
ñòè

ρn,j(x̄, x, y) =
pn(x, dy)
rn,j(x̄, dy)

.

Óêàæåì âîçìîæíûé âûáîð ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.
1) Íåçàâèñèìûå òðàåêòîðèè:

rn,j(x̄, dy) = pn(xj , dy).

2) Óñðåäíåííûå ïëîòíîñòè:

rn,j(x̄, dy) =
1
M

∑

i

p(xi, dy). (1.23)

Äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé ââåäåì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

ρn(x, j) = ρn,j(x̄n−1, x, xn,j), ρn(i, j) = ρn(xn−1,i, j), Ỹn(j) = Ỹn(xn,j).

Ïîñòðîèì íà ñåòêå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y̌n(x): ïîëîæèì Y̌N (x) = f̃(x),

Y̌n(x) = max


f̃n(x),

1
M

M∑

j=1

ρn+1(x, j)Y̌n+1(j)


 ,
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ãäå, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîëîæåíî Y̌n+1(j) = Y̌n+1(xn+1,j).
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî n çàäàíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû jn,

ïðèíèìàþùèå ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè çíà÷åíèÿ 1, . . . , M è íåçàâèñè-
ìûå â ñîâîêóïíîñòè è ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì âåëè÷èíàì, òî ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Y̌n(x) = max
(
f̃n(x),EFN

ρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)
)

.

Òåîðåìà 1.7 Âåëè÷èíà Y̌0(S0) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó äëÿ öåíû îï-
öèîíà, à èìåííî:

EY̌0(S0) > Ỹ (S0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå: äëÿ ëþáûõ n
è x âûïîëíåíî

EFn Y̌n(x) > Ỹn(x).

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âåðíî äëÿ n = N , ïîñêîëüêó Y̌N (x) = ỸN (x) =
f̃N (x). Äîêàæåì íåðàâåíñòâî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî âåðíî äëÿ n+1.
Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà

EFn Y̌n(x) = EFn max
(
f̃n(x), EFN

ρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)
)

> max
(
f̃n(x), EFnρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)

)

= max
(
f̃n(x), EFnρn+1(x, jn+1)EFn+1 Y̌n+1(jn+1)

)
.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ EFn+1 Y̌n+1(jn+1) > Ỹn+1(jn+1), ïî-
ýòîìó

EFn Y̌n(x) > max
(
f̃n(x), EFnρn+1(x, jn+1)Ỹn+1(jn+1)

)

= max
(
f̃n(x), En,xỸn+1(Sn+1)

)
= Ỹn(x).

Òàêèì îáðàçîì, èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî, îòêóäà ïðè
n = 0 è x = S0, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïîêàæåì òåïåðü ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè.
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Òåîðåìà 1.8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ x, k 6 m âûïîëíåíî

E[ρk(x, jk)...ρm(jm−1, jm)Ỹm(jm)]2 < ∞, (1.24)

òîãäà äëÿ ëþáûõ x, n èìååò ìåñòî îöåíêà E(Y̌n(x)− Ỹn(x))2 6 C/M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó |max(a, b1) − max(a, b2)| 6 |b1 − b2| äëÿ
ëþáûõ a, b1, b2, òî

|Y̌n(x)− Ỹn(x)| 6
∣∣∣EFN

ρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)−En,xỸn+1(Sn+1)
∣∣∣

6 |∆n(x)|+ EFN
ρn+1(x, jn+1)

∣∣∣Y̌n+1(jn+1)− Ỹn+1(jn+1)
∣∣∣ , (1.25)

ãäå
∆n(x) = EFN

ρn+1(x, jn+1)Ỹn+1(jn+1)−En,xỸn+1(Sn+1).

Èòåðèðóÿ äàííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
∣∣∣Y̌n(x)− Ỹn(x)

∣∣∣ 6 |∆n(x)|+ (1.26)

+
N−1∑

k=n

EFN
ρn+1(x, jn+1) . . . ρk(jk−1, jk)|∆k(jk)|.

Âîçâåäÿ â êâàäðàò è áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîëó÷èì

E
(
Y̌n(x)− Ỹn(x)

)2
6 (N − n)

(
∆2

n(x) + (1.27)

+
N−1∑

k=n

Eρ2
n+1(x, jn+1) . . . ρ2

k(jk−1, jk)E(∆2
k(jk) | Fk, jn+1, . . . jk)

)
.

Ïîñêîëüêó E(∆2
k(jk) | Fk, jn+1, . . . jk) ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé ñóììû M

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1
M ρk+1(jk, j)Ỹk+1(j), j = 1, . . . ,M , òî

E(∆2
k(jk) | Fk, jn+1, . . . jk) 6 (1.28)

6 1
M

E(ρ2
k+1(jk, jk+1)Ỹ 2

k+1(jk+1) | Fk, jn+1, . . . jk).
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.28) â (1.27), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòâî (1.26) äëÿ n = 0, x = S0 ïðèíèìàåò âèä

∣∣∣Y̌0(S0)− Ỹ0(S0)
∣∣∣ 6

N−1∑

k=0

EFN
ρ1(S0, j1) . . . ρk(jk−1, jk)|∆k(jk)|. (1.29)

Â ñëó÷àå, êîãäà rn îïðåäåëÿåòñÿ (1.23) ρ1(S0, j) = 1 äëÿ ëþáîãî j. Äàëåå,
EFN

ρ2(j1, j) = 1 òàêæå äëÿ ëþáîãî j. Èíäóêöèåé ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü â (1.29) ðàâíà

∑N−1
k=0 |∆k(jk)| è, ñëåäîâàòåëüíî,

E
(
Y̌0(S0)− Ỹ0(S0)

)2
6 N

M

N−1∑

k=0

Eρ2
k(1, 1)Ỹ 2

k (1). (1.30)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæåò áûòü ïåðå-
ïèñàíî â âèäå

Eρ2
k(1, 1)Ỹ 2

k (1) = Eρ2
k(jk−1, 1)Ỹ 2

k (1) = E
p2(jk−1, 1)

r2
k,1(x̄k−1, 1)

Ỹ 2
k (1) =

= E
∫ ∞

0
dy

p2(jk−1, y)
rk,1(x̄k−1, y)

Ỹ 2
k (y) =

∫ ∞

0
dyỸ 2

k (y)E

∑
j p2(xk−1,j , y)∑
j p(xk−1,j , y)

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè ýòîé îöåíêè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
äëÿ ëþáîãî k ∫ ∞

0
dyỸ 2

k (y)E

∑
j p2(xk−1,j , y)∑
j p(xk−1,j , y)

< ∞. (1.31)

Ïîñòðîèì òåïåðü îöåíêó ñíèçó äëÿ öåíû îïöèîíà. Ïóñòü S = (S0, . . . , SN )
- òðàåêòîðèÿ öåí, íåçàâèñèìàÿ îò ñåòêè. Ïîëîæèì

τ̄ = min{n : f̃n(Sn) = Y̌n(Sn)}.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ C âåëè÷èíó Ȳ = f̃τ̄ , (Sτ̄ ). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ýòî îöåíêà ñíèçó:

EȲ = Ef̃τ̄ (Sτ̄ ) 6 sup
τ

Ef̃τ (Sτ ) = C.

Ïîêàæåì, ÷òî EȲ → C ïðè M →∞.
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Òåîðåìà 1.9 Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

P
{

f̃n(Sn) = En,Sn Ỹn+1(Sn+1)
}

= 0. (1.32)

è äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0

Ef̃1+ε
τ∗ (Sτ∗) < ∞, (1.33)

òîãäà EȲ → C ïðè M →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

PS(τ̄(S) 6= τ∗(S)) → 0 ï.í. ïî S.

Çàôèêñèðóåì òðàåêòîðèþ S′ = (S′1, . . . , S
′
N ),

PS′(τ̄ 6= τ∗) = PS′(τ̄ < τ∗) + PS′(τ̄ > τ∗)

6
τ∗−1∑

k=0

PS′
(
f̃k(S′k) = Y̌k(S′k)

)
+ 1{τ∗<N}PS′

(
f̃τ∗(S′τ∗) < Y̌τ∗(S′τ∗)

)

=
τ∗−1∑

k=0

PS′
(
f̃k(S′k) > EFN

ρk+1(S′k, jk+1)Y̌k+1(jk+1)
)

+1{τ∗<N}PS′
(
f̃τ∗(S′τ∗) < EFN

ρτ∗+1(S′τ∗ , jτ∗+1)Y̌τ∗+1(jτ∗+1)
)

=
τ∗−1∑

k=0

PS′(Ak) + PS′(A∗).

Èç (1.32) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε(S′), òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî n

|f̃n(S′n)−En,S′n Ỹn+1(Sn+1)| > ε. (1.34)

Äëÿ k < τ∗ âûïîëíåíî Ek,S′k
Ỹk+1(Sk+1) > f̃k(S′k). Áîëåå òîãî, â ñèëó

(1.34)
Ek,S′k

Ỹk+1(Sk+1) > f̃k(S′k) + ε,
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ïîýòîìó èç ñîáûòèÿ Ak ñëåäóåò, ÷òî

Ek,S′k
Ỹk+1(Sk+1) > EFN

ρk+1(S′k, jk+1)Y̌k+1(jk+1) + ε.

Èç ñâîéñòâ ìîìåíòà τ∗, òîãî, ÷òî τ∗ < N , è (1.34) ñëåäóåò, ÷òî

f̃τ∗(S′τ∗) > Eτ∗,S′
τ∗

Ỹτ∗+1(Sτ∗+1) + ε.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáûòèå A∗ ñîäåðæèòñÿ â ñîáûòèè

EFN
ρτ∗+1(S′τ∗ , jτ∗+1)Y̌τ∗+1(jτ∗+1) > Eτ∗,S′

τ∗
Ỹτ∗+1(Sτ∗+1) + ε.

Îêîí÷àòåëüíî, èìååì îöåíêó

PS′(τ̄ 6= τ∗) 6

6
N∑

k=0

PS′
(∣∣∣EFN

ρk+1(S′k, jk+1)Y̌ (jk+1)−Ek,S′k
Ỹk(Sk+1)

∣∣∣ > ε
)

.

Â ñèëó òåîðåìû 1.8 êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ è, çíà÷èò, PS(τ̄ 6= τ∗) → 0 äëÿ ï.â. S. Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Ãåëüäåðà, èìååì

0 6 C −EȲ = Ef̃τ∗(Sτ∗)−Ef̃τ̄ (Sτ̄ ) = E(f̃τ∗(Sτ∗)− f̃τ̄ (Sτ̄ ))1{τ̄ 6=τ∗}

6 Ef̃τ∗(Sτ∗)1{τ̄ 6=τ∗} 6 E
1

1+ε f̃1+ε
τ∗ (Sτ∗) E

ε
1+ε PS(τ̄ 6= τ∗).

Ïåðâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíå÷íî âñëåäñòâèè óñëîâèÿ (1.33),
âòîðîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

Ìîäåëü ãåîìåòðè÷åñêîãî
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

Â ðàáîòå Ô. Áëýêà è Ì. Øîóëñà [6] áûëà ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ äèôôóçè-
îííàÿ ìîäåëü (êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèå â âèäå ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ) è áûëà ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ öåíû
åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ïîêóïêè. Âïîñëåäñòâèè áûëè ïîëó÷åíû àíàëè-
òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ è äëÿ öåí äðóãèõ îïöèîíîâ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
ýòîé ìîäåëè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ À. Í. Øèðÿåâà [1, 2]; îöåíêà ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îïöèîíîâ àìåðèêàíñêîãî òèïà, èñïîëüçóþùàÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ðàçðàáîòàíà â ñòàòüå Â. Áàëëè è
äð. [9]; ñîñòîÿòåëüíîñòü ìåòîäà ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè äëÿ äàííîé
ìîäåëè áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Ï. Áîòåâà [17].

Èíòåãðèðîâàíèå ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó èçëîæåíî â áîëüøîì êî-
ëè÷åñòâå ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [3, 10, 14, 16]). Ïðè-
âåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â
äàëüíåéøåì.

Îáîçíà÷èì Bt - σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà [0, t]. Ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ ξt, îïðåäåëåííûé íà ïðîìåæóòêå [O, T ], íàçûâàåòñÿ ïðîãðåññèâ-
íî èçìåðèìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî t 6 T ôóíêöèÿ ξs(ω), ðàññìàòðèâàå-
ìàÿ íà ìíîæåñòâå [0, t]×Ω, èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû Bt ×Ft.
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Äëÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìîãî ïðîöåññà ξt è ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξτ ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé.

Èíòåãðàë ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó I(t) =
∫ t
0 asdws îïðåäåëÿåòñÿ

ñíà÷àëà äëÿ ñòóïåí÷àòûé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé as, çàòåì ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûå ïðîöåññû èç
L2(Λt×P), ãäå Λt - ëåáåãîâà ìåðà íà Bt, è, íàêîíåö, íà òàêèå ïðîöåññû,
äëÿ êîòîðûõ

∫ t
0 a2

sds < ∞ ï.í. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî èíòåãðàëà:

1) E(I(t2)− I(t1)|Ft1) = 0 ï.í.,
2) E(

∫ t
0 ξsdws)2 =

∫ t
0 Eξ2

sds.
Ïðîöåññ ξt íà [0, T ] íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì Èòî, åñëè èìååò ìåñòî

ïðåäñòàâëåíèå ξt = ξ0 +
∫ t
0 asdws +

∫ t
0 bsds, ãäå as, bs - ïðîãðåññèâíî èç-

ìåðèìûå ïðîöåññû è
∫ T
0 a2

sds < ∞,
∫ T
0 |bs|ds < ∞ ï.í. ×àñòî ïðåäñòàâëå-

íèå äëÿ ξt çàïèñûâàåòñÿ â âèäå dξt = atdwt +btdt. Ïðîöåññ ξt îïðåäåëÿåò
ôóíêöèè at è bt îäíîçíà÷íî ï.â. ïî ìåðå ΛT ×P. Åñëè ôóíêöèÿ g(t, x)
èìååò íåïðåðûâíûå ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ g′t ïî t, è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
g′′xx ïî x, ïðè÷åì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî x g′xîãðàíè÷åíû, òîãäà g(t, ξt)
ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Èòî è èìååò ìåñòî ôîðìóëà

dg(t, ξt) = g′x(t, ξt)atdwt + [g′t(t, ξt) + btg
′
x(t, ξt) + 0.5a2

t g
′′
xx(t, ξt)]dt.

Â ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî áàíêîâñêèé ñ÷åò Bt è öåíà àêöèè St èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî óðàâíå-
íèÿì

dBt/Bt = rdt è dSt/St = µdt + σdwt,

ãäå wt - âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Êîýôôèöèåíò σ íàçûâàåòñÿ âîëàòèëü-
íîñòüþ, à êîýôôèöèåíò µ - îæèäàåìîé äîõîäíîñòüþ. Ðåøåíèÿ äàííûõ
óðàâíåíèé èìåþò âèä

Bt = B0e
rt, St = S0e

σwt+µt−0.5σ2t.

Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåàëüíîãî ðûíêà è ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ è ïðîâåñòè êà÷å-
ñòâåííîå èññëåäîâàíèå èõ ñâîéñòâ.
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Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòðàòåãèè (ïîðò-
ôåëÿ) πt = (βt, γt) è öåíû ïîðòôåëÿ Xπ

t = βtBt +γtSt. Îòíîñèòåëüíî βt,
γt ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ïðîãðåññèâíî-èçìåðèìûå ïðîöåññû. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîôèíàíñèðóåìîé, åñëè âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî

Xπ
t = Xπ

0 +
∫ t

0
βtdBt +

∫ t

0
γtdSt,

àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâó (1.1).

2.1 Ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðûíîê íà ïðîìåæóòêå [0, T ], è ñ÷èòàòü, ÷òî σ-
àëãåáðû Ft ïîðîæäåíû âåëè÷èíàìè {ws}s≤t. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-
ÿííîé b îïðåäåëèì ïðîöåññ ρt = exp(−bwt − 0.5b2t) è âîçüìåì óñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

EFsρt = e−bws−0.5b2tEwse
−b(wt−ws).

Äëÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∈ N (0, σ2) èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî Eeξ = e0.5 σ2 , ïîýòîìó óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñïðàâà
ðàâíî e0.5b2(t−s) è, çíà÷èò, EFsρt = ρs, ò.å. ïðîöåññ ρt ÿâëÿåòñÿ ìàðòèí-
ãàëîì. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Eρt = ρ0 = 1 è ìû ìîæåì
ïîñòðîèòü íîâóþ ìåðó íà FT : dP̃ = ρT dP. Ïîñêîëüêó ρT > 0 P-ï.í., òî
ìåðû P è P̃ ýêâèâàëåíòíû.

Ëåììà 2.1 Ïðîöåññ w̃t = wt +bt ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì îò-
íîñèòåëüíî ìåðû P̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà îáùåå óòâåðæäåíèå î çàìåíå ìåðû
â óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèÿõ. Ïóñòü dP̃/dP = ρ, òîãäà äëÿ
ñ.â. ξ, òàêîé, ÷òî Eρ|ξ| < ∞,

ẼFtξ = EFtρξ/EFtρ. (2.1)
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Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî Ft-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A

E1A(EFtρ)(ẼFtξ) = E1Aρξ.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî Ẽ1Aξ. Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå â
ëåâîé ÷àñòè ðàâíî òîìó æå. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó Ft-èçìåðèìîñòè âå-
ëè÷èí 1A è ẼFtξ, ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà

EEFt(ρẼFt1Aξ) = EρẼFt1Aξ = ẼẼFt1Aξ = Ẽ1Aξ.

Òàêèì îáðàçîì, (2.1) äîêàçàíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî

P̃Fs

(
w̃t − w̃s√

t− s
< x

)
= Φ(x).

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ñîáûòèå â ëåâîé ÷àñòè ÷åðåç A è çàìåòèì,
÷òî A ∈ Ft, òîãäà ñîãëàñíî (2.1)

P̃Fs(A) =
1
ρs

EFsρT 1A =
1
ρs

EFs1AEFtρT

Ïîñêîëüêó ρt ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî P, òî EFtρT = ρt,
ñëåäîâàòåëüíî,

P̃Fs(A) = EFse
−b(wt−ws)−0.5b2(t−s)1{wt−ws+b(t−s)√

t−s
<x}.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì, ÷òî ïðèðàùåíèå wt − ws íå çàâèñèò îò Fs è
wt − ws ∈ N(0, t− s):

P̃Fs(A) =

∞∫

−∞

1√
2π(t− s)

e
− y2

2(t−s) e−by−0.5b2(t−s)1{ y+b(t−s)√
t−s

<x}dy

=
∫

y+b(t−s)√
t−s

<x

1√
2π(t− s)

e
− (y+b(t−s))2

2(t−s) dy =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

z2

2 dz = Φ(x).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîöåññ w̃t = wt + µ−r
σ t è îáî-

çíà÷èì ÷åðåç P̃ ìåðó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýòîò ïðîöåññ - âèíåðîâñêèé.
Ïðîöåññ öåí St ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîöåññ w̃t â âèäå:

St = S0 exp(σw̃t + rt− 0.5σ2t),

èëè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

dSt/St = rdt + σdw̃t.

Äèñêîíòèðîâàííûé ïðîöåññ öåí èìååò âèä

S̃t = e−rtSt = S0 exp(σw̃t − 0.5σ2t).

Ïðèìåíÿÿ ê íåìó òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ê ïðîöåññó ρt, ìû âèäèì,
÷òî S̃t ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî P̃.

Äëÿ äèñêîíòèðîâàííîé öåíû X̃t = e−rtXt, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî,
ïîëó÷èì dX̃t = γtσS̃tdw̃t = γtdS̃t.

2.2 Îïöèîí åâðîïåéñêîãî âèäà
Ðàññìîòðèì îïöèîí ñ äàòîé èñïîëíåíèÿ T è ïëàòåæíîé ôóíêöèåé f .
Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1.4 îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå õåäæà è ñïðàâåäëèâîé
öåíû îïöèîíà. Òàê æå äîêàçûâàåòñÿ è òî, ÷òî

C(f) > Ẽf̃ . (2.2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ẽf̃ < ∞
è ðàññìîòðèì ìàðòèíãàë ẼFt f̃ . Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé [3]:
Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü wt - âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, Ft - σ-àëãåáðû, ïîðîæ-
äåííûå âåëè÷èíàìè {ws}s6t, è äàíà ñ.â. ξ ∈ FT , E|ξ| < ∞, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ïðîöåññ αt, òàêîé ÷òî

∫ T
0 α2

t dt < ∞ ï.í. è

E(ξ|Ft) = Eξ +
∫ t

0
αudwu.

Åñëè Eξ2 < ∞, òî
∫ T
0 Eα2

t dt < ∞.
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Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå ïðîöåññ ẼFt f̃ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ẼFt f̃ = Ẽf̃ +
∫ t

0
αudw̃u.

Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ π∗ =
(
Ẽf̃ ,

{
αu

σS̃u

})
, òîãäà

X̃π∗
t = Xπ∗

0 +
∫ t

0
γudS̃u = Ẽf̃ +

∫ t

0
αudw̃u = ẼFt f̃ . (2.3)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî X̃π∗
T = f̃ , ò.å. π∗ - ýòî õåäæ, ñ íà÷àëü-

íûì êàïèòàëîì Ẽf̃ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C(f) 6 Ẽf̃ , ÷òî âìåñòå ñ (2.2)
äàåò ôîðìóëó ñïðàâåäëèâîé öåíû C(f) = Ẽf̃ .

2.2.1 Ñòàíäàðòíûå îïöèîíû
Ïðèìåíèì åå äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíû ñòàíäàðòíûõ îïöèîíîâ. Ðàññìîòðèì
îïöèîí ïîêóïêè f = (ST −K)+. Åãî öåíà ðàâíà

C = Ẽf̃ = e−rT Ẽ(S0e
σw̃T +rT−0.5σ2T −K)+

= e−rT

∞∫

ln K
S0
−rT+0.5σ2T

σ
√

T

(S0e
σ
√

Ty+rT−0.5σ2T −K)
1√
2π

e−
y2

2 dy

= S0

ln
S0
K

+rT−0.5σ2T

σ
√

T∫

−∞

1√
2π

e−
(y−σ

√
T )2

2 dy − e−rT K

ln
S0
K

+rT−0.5σ2T

σ
√

T∫

−∞

1√
2π

e−
y2

2 dy.

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó â ïåðâîì èíòåãðàëå è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

y± =
ln S0

K + rT ± 0.5σ2T

σ
√

T
, (2.4)

ïîëó÷èì èçâåñòíóþ ôîðìóëó Áëýêà-Øîóëñà:

C = S0Φ(y+)− e−rT KΦ(y−). (2.5)
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (1.15), ïîëó÷èì ôîðìóëó öåíû îïöèîíà ïðîäà-
æè:

P = e−rtKΦ(−y−)− S0Φ(−y+). (2.6)
Îäíî èç ïðèìå÷àòåëüíûõ ñëåäñòâèé ýòèõ ôîðìóë ñîñòîèò â òîì, ÷òî

öåíà îïöèîíîâ íå çàâèñèò îò îæèäàåìîé äîõîäíîñòè µ.
Öåíó îïöèîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò ðàçëè÷íûõ ïà-

ðàìåòðîâ C = C(T, S0, σ, ...). Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòèêè èìåþò ïî-
êàçàòåëè ðèñêà ("Greek letters") - ïðîèçâîäíûå öåíû îïöèîíà (ïîðòôå-
ëÿ îïöèîíîâ) ïî ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðàì. Îíè ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî
èçìåíèòñÿ öåíà ïðè èçìåíåíèè òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà. Ýòè ïðîèç-
âîäíûå èìåþò ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå: ∆ = ∂C/∂S0, Γ = ∂2C/∂S2

0 ,
Θ = −∂C/∂T , V = ∂C/∂σ ("âåãà"), è äð. Ïðèâåäåì èõ çíà÷åíèÿ äëÿ
îïöèîíà ïîêóïêè:

∆ = Φ(y+), Γ =
ϕ(y+)
S0σ

√
T

, V = S0

√
Tϕ(y+),

Θ = −S0ϕ(y+)σ
2
√

T
− re−rT KΦ(y−).

Ïðè èçìåíåíèè öåíû àêöèè íà dS0 öåíà îïöèîíà èçìåíèòñÿ íà âåëè-
÷èíó ∆ · dS0 + 0.5Γ(dS0)2. Åñëè â ïîðòôåëå èìååòñÿ îäèí îïöèîí è
−∆ àêöèé, òî öåíà ïîðòôåëÿ èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó 0.5Γ(dS0)2. Ïî-
ñêîëüêó Γ > 0, òî ìû ïîëó÷àåì èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò - öåíà ïîðòôåëÿ
óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ëþáîì èçìåíåíèè öåí; ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé
ðåàëüíûõ òîðãîâûõ ñòðàòåãèé. Ìîæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî Γ ïðèíè-
ìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îïöèîíà, ó êîòîðîãî öåíà èñïîëíåíèÿ
K = S0 exp(−rT − 0.5σ2T ).

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ, ìîæíî óáåäèò-
ñÿ, ÷òî C, êàê ôóíêöèÿ ïåðâûõ äâóõ ïåðåìåííûõ C(T, S), óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂C(T, S)
∂T

=
1
2
σ2S2 ∂2C(T, S)

∂S2
+ rS

∂C(T, S)
∂S

− rC(T, S) (2.7)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ C(0, S) = f(S).
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Òåîðåìà 2.2 Õåäæèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ ñòàíäàðòíûõ îïöèîíîâ
èìååò âèä γt = ∆(T − t, St).

Íàéäåì ñíà÷àëà âûðàæåíèå äëÿ X̃π∗
t . Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî St -

ýòî îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïîëó÷èì

X̃π∗
t = ẼFt f̃ = ẼSt,te

−rT f(ST ) = e−rtẼSt,0e
−r(T−t)f(ST−t)

= e−rtC(T − t, St).

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Èòî ïî îòíîøåíèþ ê ïðîöåññó X̃π∗
t :

dX̃π∗
t = e−rt

(
− ∂C(T − t, St)

∂T
+

1
2
σ2S2 ∂2C(T − t, St)

∂S2

+ rSt
∂C(T − t, St)

∂S
− rC(T − t, St)

)
dt + e−rt ∂C(T − t, St)

∂S
σStdw̃t.

Âûðàæåíèå ïðè dt â ñèëó (2.7) ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó

dX̃π∗
t = ∆(T − t, St)σS̃tdw̃t.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, dX̃π∗
t = γtdS̃t = γtσS̃tdw̃t. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ Èòî

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñâîè êîýôôèöèåíòû, òî γt = ∆(St, T − t) ï.í.

2.2.2 Îïöèîíû ñ ïîñëåäåéñòâèåì
Ðàññìîòðèì îïöèîí ïðîäàæè ñ ïîñëåäåéñòâèåì (look-back put option),
ñîãëàñíî êîòîðîìó îáëàäàòåëü îïöèîíà èìååò ïðàâî ïðîäàòü àêöèè ïî
ìàêñèìàëüíîé çà ïðîìåæóòîê [0, T ] öåíå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëàòåæíàÿ ôóíê-
öèÿ äàííîãî îïöèîíà ðàâíà

f = max
t6T

St − ST .

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ w̄t = w̃t + λt, ãäå λ = (r − 0.5σ2)/σ, òîãäà ïðîöåññ
öåí èìååò âèä St = S0e

σw̄t , ïðè÷åì

max
t6T

St = S0e
σM̄T , M̄T = max

t6T
w̄t.
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Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 ïðîöåññ w̄t ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì îòíîñèòåëüíî ìå-
ðû dP̄ = ρ̄T dP̃, ãäå

ρ̄T = e−λw̃T−0.5λ2T = e−λw̄T +0.5λ2T .

Öåíà îïöèîíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
C(f) = Ẽf̃ = ẼρT (ρT )−1e−rT (S0e

σM̄T − S0e
σw̄T )

= S0e
−rT Ēeλw̄T−0.5λ2T (eσM̄T − eσw̄T ).

Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà è åãî ìàê-
ñèìóìà â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

p(x, y) = 1{y>x+}

√
2
π

2y − x

t3/2
e−

(2y−x)2

2t . (2.8)

Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü y - òî÷êà íà ïðÿìîé, τy - ìîìåíò äîñòèæåíèÿ
âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì wt òî÷êè y. Ðàññìîòðèì îòðàæåííûé ïðîöåññ

wy
t =

{
wt, τy > t,
2y − wt, τy ≤ t.

Äîêàçûâàåòñÿ [12], ÷òî wy
t - òàêæå âèíåðîâñêèé ïðîöåññ; ïîýòîìó

F (x, y) = P(wt < x,Mt < y) = P(wt < x)−P(wy
t < x, My

t ≥ y) = P1−P2.

Ïóñòü y > x+, òîãäà

P2 = P(2y − wt < x, My
t ≥ y) = P(wt > 2y − x) = 1− Φ

(
2y − x√

t

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè y < 0 ôóíêöèÿ F (x, y) = 0, à ïðè 0 < y < x ôóíêöèÿ
F (x, y) íå çàâèñèò îò x. Äèôôåðåíöèðóÿ F (x, y) ïî x è ïî y, ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå (2.8) äëÿ ïëîòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì,

C(f) = S0e
−rT

∞∫

0

dy

y∫

−∞
dx eλx− 1

2
λ2T (eσy − eσx)

√
2
π

2y − x

T 3/2
e−

(2y−x)2

2T

= S0

[
νσ

r
Φ(ν

√
T ) +

λσ

r
e−rT Φ(− λ

√
T )− 1

]
,
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ãäå ν = (r + 0.5σ2)/σ.

2.2.3 Áàðüåðíûå îïöèîíû
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû áàðüåðíûõ îïöèîíîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòî ìî-
ãóò áûòü îïöèîíû ïîêóïêè/ïðîäàæè (call/put); âî âòîðûõ, îïöèîíû ðàç-
ëè÷àþòñÿ ïî ïðèçíàêó, íàõîäèòñÿ ëè áàðüåð âûøå/íèæå (up/down) íà-
÷àëüíîé öåíû; â òðåòüèõ, áóäåò ëè îí èñïîëíåí/íå èñïîëíåí (in/out)
ïðè äîñòèæåíèè áàðüåðà. Ïðèâåäåì ïðèìåð áàðüåðíîãî îïöèîíà "up-
and-out call": îáëàäàòåëü îïöèîíà èìååò ïðàâî êóïèòü â ìîìåíò âðåìå-
íè T íåêîòîðûé àêòèâ ïî öåíå K, åñëè äî ýòîãî ìîìåíòà öåíà îïöèîíà
íå ïðåâûñèò óðîâíÿ H. Ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî îïöèîíà èìååò âèä

f = 1{max
t6T

St<H}(ST −K)+.

Çàìåòèì, ÷òî ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå åñëè H > S0 è H > K. Êðîìå òîãî, îíà íå ïðåâîñõîäèò ïëàòåæ-
íîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàíäàðòíîãî îïöèîíà, ñëåäîâàòåëüíî
è öåíà áàðüåðíûõ îïöèîíîâ ìåíüøå öåíû ñòàíäàðòíûõ îïöèîíîâ, ÷åì è
îáúÿñíÿåòñÿ èõ ïîïóëÿðíîñòü.

×òîáû óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ, ïðåäñòàâèì ïëàòåæíóþ ôóíêöèþ â
âèäå

f = (ST −K)+ − 1{H<ST}(ST −K)− 1{K<ST <H<max
t6T

St}(ST −K)

= f1 − f2 − f3.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå f̃1 âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (2.5); ðàññìàòðè-
âàÿ y± â ôîðìóëå (2.4) êàê ôóíêöèþ îò K, ìàò. îæèäàíèå f̃2 ìîæíî
ïîëó÷èòü â âèäå

S0Φ(y+(H))− e−rT KΦ(y−(H)).

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü îæèäàíèå f̃3, ïðîèçâåäåì òàêóþ æå çàìåíó
ìåðû, êàê è äëÿ îïöèîíîâ ñ ïîñëåäåéñòâèåì:

Ẽf̃3= e−rT Ēeλw̄T− 1
2
λ2T 1{K<S0eσw̄T <H<S0eσM̄T }(S0e

σw̄T −K)
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= e−rT

1
σ

ln H
S0∫

1
σ

ln K
S0

dx eλx− 1
2
λ2T (S0e

σx −K)

∞∫

1
σ

ln H
S0

dy

√
2
π

2y − x

T 3/2
e−

(2y−x)2

2T

= S0

(
H

S0

)1+ 2r
σ2

(Φ(z+)− Φ(u+))−Ke−rT

(
H

S0

)−1+ 2r
σ2

(Φ(z−)− Φ(u−)),

ãäå

z± =
ln S0

H − (r ± 0.5σ2)T

σ
√

T
, u± =

ln S0K
H2 − (r ± 0.5σ2)T

σ
√

T
.

2.3 Îïöèîí àìåðèêàíñêîãî òèïà
Êàê ìû âèäåëè, â ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ öå-
íû ìíîãèõ îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî òèïà ñ÷èòàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Íî
äëÿ îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà, òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ öåíû íåò. Óæå
îòìå÷àëîñü, ÷òî â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî áàçîâîãî àêòèâà ìîæíî ïîñòðî-
èòü îäíîìåðíóþ ðåãóëÿðíóþ ñåòêó, àïïðîêñèìèðóþùóþ òðàåêòîðèè St,
è âû÷èñëÿòü öåíó ïî ôîðìóëàì (1.22). Åñëè æå ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ çà-
âèñèò îò íåñêîëüêèõ áàçîâûõ àêòèâîâ, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ëèáî îáùèé
ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè, ëèáî ñïåöèôè÷åñêèé äëÿ äàííîé ìîäåëè
ìåòîä "ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîàâíèÿ ïî ÷àñòÿì". Ðàññìîòðèâàåìûå
íèæå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ
äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íî îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé íå âû-
çûâàåò çàòðóäíåíèé.

Óêàæåì îñíîâíûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî St = S0 exp(σwt+λt). Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (1.11) íàõîäèì,
÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Su ðàâíà:

pu(x) =
1√
2πu

e−
(log(x/S0)−λu)2

2σ2u
1

xσ
.

Ïîñêîëüêó St = Sueσ(wt−wu)+λ(t−u), òî ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü p(u, x; t, y)
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âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî:

p(u, x; t, y) =
1√

2π(t− u)
e
− (ln(y/x)−λ(t−u))2

2σ2(t−u)
1
yσ

.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðûíîê â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè
tk = k∆t, ãäå ∆t = T/N . Ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè p(x, y) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè öåí Stk çàäàþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: p(x, y) = p(0, x;∆t, y).

2.3.1 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîâåðèì âûïîëíÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ òåîðåìû 1.8
äëÿ ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà.

Îöåíêà ñ óñðåäíåííîé ïëîòíîñòüþ. Ðàññìîòðèì îöåíêó ñ ïåðå-
õîäíîé ïëîòíîñòüþ

rk,i(x̄k−1, y) =
1
M

∑

j

p(xk−1,j , y).

Äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè ýòîé îöåíêè, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (1.31), äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

∫ ∞

0
dyỸ 2

k (y)E

∑
j p2(xk−1,j , y)∑
j p(xk−1,j , y)

< ∞. (2.9)

Ïðåäñòàâèì ïëîòíîñòü p(xk−1,j , y) â âèäå

p(xk−1,j , y) =
1√

2π∆t
e−

1
2
(ξk−1,j−v)2 1

yσ
,

ãäå

ξk−1,j =
ln(xk−1,j/S0)− λ(k − 1)∆t

σ
√

∆t
, v =

ln(y/S0)− λk∆t

σ
√

∆t
. (2.10)
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Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî Fn−1 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn,i

íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ

pξn,1(z|Fn−1) =
1
M

∑

j

1√
2π

e−
(z−ξn−1,j)2

2 . (2.11)

Èíòåãðàë â (2.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∫ ∞

0
dvỸ 2

k (y(v))
1√
2π

E

∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2)∑

j exp(−(ξk−1,j − v)2/2)
, (2.12)

ãäå y(v) = S0e
vσ
√

∆t+λk∆t.

Îöåíèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (2.12).

Ëåììà 2.2 Ïóñòü ηi, i = 1, . . . , M , - íåîòðèöàòåëüíûå, íåçàâèñèìûå,
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, ζi = η1+ε

i , ε > 0, η̄ = 1
M

∑
j ηj,

ζ̄ = 1
M

∑
j ζj, òîãäà

E
ζ̄

η̄
6 3

Eζ

Eη
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåí-
ñòâî

E
ζ̄

η̄
=

Eζ

Eη
− 1

Eη
E

ζ̄

η̄
(η̄ −Eη),

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà

E
ζ̄

η̄
6 Eζ

Eη
+

1
Eη

E
ζ̄

η̄
|η̄ −Eη| . (2.13)

Èç íåðàâåíñòâà
∑

j η1+ε
j 6 (

∑
j ηj)1+ε ñëåäóåò, ÷òî

ζ̄

η̄
=

(∑
j ζj

) 1
1+ε

∑
j ηj

(∑

j

ζj

) ε
1+ε 6

( ∑

j

η1+ε
j

) ε
1+ε

. (2.14)
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Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó, à çàòåì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, èìååì

E
ζ̄

η̄
|η̄ −Eη| 6 E

(∑

j

η1+ε
j

) ε
1+ε |η̄ −Eη| (2.15)

6 E
ε

1+ε

(∑

j

η1+ε
j

)
E

1
1+ε |η̄ −Eη|1+ε .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ([13], c.79).

Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü X1, . . . , Xn - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ðàâíûìè íóëþ, è êîíå÷íûìè àáñî-
ëþòíûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà p (1 6 p 6 2). Òîãäà

E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

6
(

2− 1
n

) n∑

k=1

E|Xk|p.

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ìîæåì îöåíèòü (2.15) âåëè÷èíîé

M
ε

1+ε E
ε

1+ε η1+ε 2

M
ε

1+ε

E
1

1+ε η1+ε = 2Eζ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè â (2.13), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó (ñ ε = 1) ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ â (2.12),
ïîëó÷àåì, ÷òî

E

∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2)∑

j exp(−(ξk−1,j − v)2/2)
6 3E

EFk−2
exp(−(ξk−1,1 − v)2)

EFk−2
exp(−(ξk−1,1 − v)2/2)

. (2.16)

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EFn−1 exp(−(ξn,1−v)2/m). Ñîãëàñ-
íî (2.11) îíî ðàâíî

EFn−1e
− (ξn,1−v)2

m =
√

πm

M

∑

j

∞∫

−∞

1√
2π(m/2)

e
− (z−v)2

2(m/2)
1√
2π

e−
(z−ξn−1,j)2

2 dz

48



=
√

πm

M

∑

j

1√
2π(m/2 + 1)

e
− (ξn−1,j−v)2

2(m/2+1)

=
√

m

m + 2
1
M

∑

j

exp(−((ξn−1,j − v)2)/(m + 2)).

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó, ìîæåì ïåðåïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü (2.16)
â âèäå

3

√
2
3
E

∑
j exp(−(ξk−2,j − v)2/3)∑
j exp(−(ξk−2,j − v)2/4)

.

Ê ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ îïÿòü ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó (ïðè ε =
1/3) è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

E

∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2)∑

j exp(−(ξk−1,j − v)2/2)
6 Ck

exp(−v2/(2k − 1))
exp(−v2/2k)

= Cke
− v2

2k(2k−1) .

Ïóñòü îïöèîí òàêîâ, ÷òî äëÿ Ỹk(x) âûïîëíåíà îöåíêà Ỹk(x) 6 Cxm,
òîãäà èíòåãðàë (2.11) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

C

∫ ∞

−∞
eCve

− v2

2k(2k−1) dv < ∞.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà îïöèîíà ïî óñðåäíåííîé ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñî-
ñòîÿòåëüíîé. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ñòàí-
äàðòíûå îïöèîíû.

Îöåíêà ïî íåçàâèñèìûì òðàåêòîðèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäíàÿ
ïëîòíîñòü èìååò âèä rn,i(x̄n−1, y) = p(xn−1,i, y); îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì
ρ1 ≡ 1.

EY̌ 2
0 (S0) > E [ρ2(j1, j2)f(x2,j2)]

2 > 1
M2

E[ρ2(1, 2)f(x2,2)]2 = (2.17)

=
1

M2

∫

R3

p2(x1,1, x2,2)
p(x1,2, x2,2)

f(x2,2)p(S0, x1,1)p(S0, x1,2)dx1,1dx1,2dx2,2.
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Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííûõ xn,i ê ïåðåìåííûì ξn,i (ñì.(2.10)), ïîëó÷èì ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà ýêñïîíåíòó ñ ïîêàçàòåëåì

−(ξ1,1 − ξ2,2)2 +
1
2
(ξ1,2 − ξ2,2)2 − 1

2
ξ2
1,1 −

1
2
ξ2
1,2 =

= −
(√

3
2
ξ1,1 −

√
2
3
ξ2,2

)2

− 2ξ2
1,2 +

(√
1
6
ξ2,2 −

√
6
4
ξ1,2

)2

.

Åñëè cóùåñòâóþò ε > 0 è K, òàêèå, ÷òî f(x) > ε ïðè x > K èëè ïðè
x < 1/K, òî èíòåãðàë â (2.17) ðàñõîäèòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ
îöåíêè áåñêîíå÷íà.

2.3.2 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
Ââåäåì ôîðìóëó ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïóñòü äà-
íû äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû F , G; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ýòèõ âåëè÷èí
âåðíà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, åñëè ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà H(F ;G), òàêàÿ ÷òî

Eϕ′(F )G = Eϕ(F )H(F ; G). (2.18)

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè ϕ, ó êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ïðèíàäëåæèò
L1(R). Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü C1

1 .

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëÿòü óñëîâíûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå îæèäàíèÿ.

Ëåììà 2.3 Ïóñòü F è G - äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû c ïëîòíîñòÿìè
pF (x) è pG(x), à òàêæå ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ pFG(x, y), äëÿ êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóþò H(F ; 1) è H(F ;G), òîãäà

E(G | F = x) =
Eθ(F − x)H(F ;G)
Eθ(F − x)H(F ; 1)

, (2.19)

ãäå θ(x) = 0, ïðè x < 0 è θ(x) = 1 ïðè x > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ωn(x)
èç L1(R) ñõîäèòñÿ ê δ-ôóíêöèè, òîãäà

E(G | F = x) =

∞∫

−∞
y
pFG(x, y)

pF (x)
dy = lim

n

∫
yωn(z − x)pFG(z, y)dydz∫

ωn(z − x)pF (z)dz

= lim
n

EGωn(F − x)
Eωn(F − x)

.

Ââåäåì ôóíêöèè θn(x) =
∫ x
−∞ ωn(y)dy, òîãäà θ′n(x) = ωn(x) è θn(x) ñòðå-

ìèòñÿ ê θ(x) ï.â. Ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó, ïîëó÷àåì

E(G | F = x) = lim
n

Eθ′n(F − x)G
Eθ′n(F − x)

= lim
n

Eθn(F − x)H(F ; G)
Eθn(F − x)H(F ; 1)

=
Eθ(F − x)H(F ; G)
Eθ(F − x)H(F ; 1)

.

Âîçâðàùàÿñü ê íàøåé ìîäåëè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) 6 C(xm+1) è
ïðîâåðèì, ÷òî ñóùåñòâóåò H(Su; f(St)). Ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Su è St ðàâíà pu,t(x, y) = pu(x)p(u, x; t, y) è∫∞
0 dyf(y)p(u, x; t, y) 6 C(xm + 1). Ïóñòü ϕ ∈ C1

0 , òîãäà

Eϕ′(Su)f(St) =
∫ ∞

0
dxϕ′(x)pu(x)

∫ ∞

0
dy p(u, x; t, y)f(y)

= −
∫ ∞

0
dxϕ(x)

∫ ∞

0
dy f(y)

∂

∂x
pu,t(x, y)

= −Eϕ(Su)f(St)
∂

∂x
ln pu,t(Su, St).

Ïîëîæèì
πu,t(x, y) = − ∂

∂x
ln pu,t(x, y). (2.20)

è âû÷èñëèì πu,t = πu,t(Su, St).
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d

dx
ln pu(x) = − ln(x/S0)− λu

σ2ux
− 1

x
,

d

dx
ln p(u, x; t, y) =

ln(y/x)− λ(t− u)
σ2(t− u)x

.

Îòñþäà èìååì

− ∂

∂x
ln pu,t(Su, St) = − ∂

∂x
ln pu(Su)− ∂

∂x
ln p(u, Su; t, St) =

=
σwu

σ2uSu
+

1
Su

− σ(wt − wu)
Suσ2(t− u)

Òàêèì îáðàçîì,

πu,t =
(t− u)(σu + wu)− u(wt − wu)

u(t− u)σSu
. (2.21)

è
Eϕ′(Su)f(St) = Eϕ(Su)f(St)πu,t. (2.22)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) 6 Cxm, òîãäà E|f(St)πu,t| < ∞ è åñëè âçÿòü
ϕ ≡ 1, òî èç (2.22) ñëåäóåò, ÷òî

Ef(St)πu,t = 0. (2.23)

Åñëè â ôîðìóëó (2.22) ïîäñòàâèòü f(x) ≡ 1, òî ïîëó÷èòñÿ ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â âèäå

Eϕ′(Su) = Eϕ(Su)πu,t.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæíî âû÷èñëÿòü,
èñïîëüçóÿ îäèíàêîâûå âåñà äëÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, òî åñòü

E(f(St) | Su = x) =
Ef(St)θ(Su − x)πu,t

Eθ(Su − x)πu,t
. (2.24)
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Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ñõåìó âû÷èñëåíèÿ öåíû àìåðèêàíñêîãî îïöè-
îíà, èñïîëüçóþùèé ôîðìóëó (2.24). Ìîäåëèðóåì N íåçàâèñèìûõ òðà-
åêòîðèé Si è ïîëàãàåì Y i

T = h(T, Si
T ). Äàëåå, äëÿ k = N − 1, . . . , 0,

ïîëàãàåì u = k∆t, t = (k + 1)∆t,

Y i
u = max

(
h(u, Si

u),

∑
j Y j

t θ(Sj
u − Si

u)πu,t(S
j
u, Sj

t )∑
j θ(Sj

u − Si
u)πu,t(S

j
u, Sj

t )

)
. (2.25)

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò ñõåìû Áðîóäè-Ãëàññåðìàíà, îöåíêà óñëîâ-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çäåñü ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñìå-
ùåííîé. Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ, äèñïåðñèÿ â äàííîé ñõåìå ìî-
æåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïîýòîìó ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïîñîáû
óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè.

Ôóíêöèè ëîêàëèçàöèè. Ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ ¾ëîêàëèçóþùóþ
ôóíêöèþ¿ ψ(x), îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî
åñòü: ψ(x) > 0,

∫
ψ(x)dx = 1. ×åðåç Ψ(x) îáîçíà÷èì ïåðâîîáðàçíóþ

Ψ(y) =
∫ y
−∞ ψ(x)dx. Èñïîëüçóÿ (2.22), ïîëó÷àåì

Eψ(Su − x)f(St) = Ef(St)Ψ(Su − x)πu,t.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ef(St)θ(Su − x)πu,t = Ef(St)[ψ(Su − x) + (θ −Ψ)(Su − x)πu,t],

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

E(f(St) | Su = x) = E(f(St)[ψ(Su−x)+(θ−Ψ)(Su−x)πu,t])
E[ψ(Su−x)+(θ−Ψ)(Su−x)πu,t]

. (2.26)

Ïîäáåðåì ψ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

I(ψ) =
∫ ∞

−∞
Ef2(St)[ψ(Xu − α) + (θ −Ψ)(Su − α)πu,t]

2dα (2.27)

= Ef2(St)
∫ ∞

−∞
[ψ(β) + (θ −Ψ)(β)πu,t]

2dβ. (2.28)
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Çàìåòèì, ÷òî

I(ψ) 6 2Ef2(St) ·
∫ ∞

−∞
ψ2(β)dβ + 2Ef2(St)π2

u,t ·
∫ ∞

−∞
(θ −Ψ)2(β)dβ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíå÷íîñòè ôóíêöèîíàëà äîñòàòî÷íî ÷òîáû ôóíê-
öèè ψ è θ −Ψ ïðèíàäëåæàëè L2(R).

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü L = {ψ : ψ ∈ C1
1 (R)

⋂
L2(R), (θ − Ψ) ∈ L2(R)},

òîãäà infψ∈L I(ψ) äîñòèãàåòñÿ ïðè ψ(x) = µ
2 e−µ|x|, ãäå µ ðàâíî

µ =

(
Ef2(St)π2

u,t

Ef2(St)

)1/2

. (2.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà I(ψ). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ h ∈ C1(R)

⋂
L1(R)

⋂
L2(R), òîãäà âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà I(ψ) â

íàïðàâëåíèè h ðàâíà

∂

∂ε
I(ψ+εh)

∣∣∣
ε=0

= 2Ef2(St)

∞∫

−∞
[h(β)−H(β)πu,t][ψ(β)+(θ−Ψ)(β)πu,t]dβ,

ãäå H(x) =
∫ x
−∞ h(β)dβ. Ó÷èòûâàÿ (2.23), ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

2Ef2(St)

∞∫

−∞
[h(β)ψ(β)−H(β)(θ −Ψ)(β)(πu,t)2]dβ.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â ïåðâîì ñëàãàåìîì:
∞∫

−∞
h(β)ψ(β)dβ = H(β)ψ(β)

∣∣∣
+∞

−∞
−

∞∫

−∞
H(β)ψ′(β)dβ.

Ïîñêîëüêó ψ(±∞) = 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî
∂

∂ε
I(ψ + εh)

∣∣∣
ε=0

= −2
∫ ∞

−∞
dβH(β)Ef2(Xt)[ψ′(β) + (θ −Ψ)(β)π2

u,t].
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Äëÿ òîãî ÷òîáû âàðèàöèÿ îáðàùàëàñü â 0 äëÿ ïî÷òè ëþáîé èíòåãðèðó-
åìîé ôóíêöèè h, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû

Ef2(Xt)[ψ′(β) + (θ −Ψ)(β)π2
u,t] = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ β. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

Ψ′′(β)− µ2Ψ(β) + µ2θ(β) = 0, (2.30)

ãäå µ îïðåäåëÿåòñÿ (2.29).
Ïðè β < 0 óðàâíåíèå (2.30) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó Ψ′′(β)−µ2Ψ(β) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò ôîðìó

Ψ(β) = c1e
µβ + c2e

−µβ.

C ó÷åòîì òîãî, ÷òî ψ(−∞) = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî c2 = 0. Ïðè β > 0
óðàâíåíèå (2.30) ïðèîáðåòàåò âèä

Ψ′′(β)− µ2Ψ(β) + µ2 = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ Ψ(β) = c3e
µβ + c4e

−µβ + 1. Îïÿòü, ñ
ó÷åòîì òîãî ÷òî, ψ(∞) = 0, ïîëó÷àåì c3 = 0. Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè
â íóëå ôóíêöèé Ψ è ψ

{
c1 = c4 + 1,
c1 = −c4,

îòêóäà c4 = −1/2, c1 = 1/2.
Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò I âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà:

∂2

∂ε2
I(ψ + εh)

∣∣∣
ε=0

=
∫ ∞

−∞
f2(Xt)E[h(β)−H(β)πu,t]2dβ > 0;

è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ∗ çàäàåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I.
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Àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå. Ìîäèôèêàöèÿ ñõåìû (2.25) ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïðåäñòàâëÿåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ â ôîðìóëå
(2.24) â âèäå

Ef(St)θ(Su − x)πu,t = Ef(St)gu,t(x, St),

ãäå
gu,t(x, y) = E(θ(Su − x)πu,t | St = y). (2.31)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.20), πu,t(z, y) = −∂ ln pu,t(z, y)/∂z. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî
âûðàæåíèå â (2.31), ïîëó÷èì

gu,t(x, y) = − 1
pt(y)

∫ ∞

x
dz

∂pu,t(z, y)
∂z

= pu,t(x, y)/pt(y).

Ôîðìóëà (2.24) äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

E(f(St)|Su = x) =
Ef(St)gu,t(x, St)

Egu,t(x, St)
, (2.32)

à ôîðìóëà (2.25) äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíû îïöèîíà:

Y i
u = max

(
h(u, Si

u),

∑
j gu,t(Si

u, Sj
t )Y

j
t∑

j gu,t(Si
u, Sj

t )

)
. (2.33)

Íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî Egu,t(x, St) = pu(x), ïîýòîìó ìîæíî âû÷èñëèòü

ρu,t(x, y) =
gu,t(x, y)

Egu,t(x, St)
= p(u, x; t, y)/pt(y).

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû (2.32), (2.33) ïðèíèìàþò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:
E(f(St)|Su = x) = Ef(St)ρ(x, St),

Y i
u = max


h(u, Si

u),
1
N

∑

j

ρu,t(Si
u, Sj

t )Y
j
t


 .

Îäíàêî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïîëó÷èâøàÿñÿ îöåíêà - ýòî "îöåíêà ïî
íåçàâèñèìûì òðàåêòîðèÿì" â ìåòîäå ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè, à îíà èìååò
áåñêîíå÷íóþ äèñïåðñèþ.
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Ãëàâà 3

Äèôôóçèîííûå ìîäåëè

3.1 Ìîäåëü àêöèé
Ìîäåëü ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé äëÿ
àíàëèçà, íî îíà íå îïèñûâàåò íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé ðåàëüíîãî ðûíêà.
Îäíà èç òàêèõ îñîáåííîñòåé ñîñòîèò â ïîâåäåíèè òàê íàçûâàåìîé "ïðåä-
ïîëàãàåìîé âîëàòèëüíîñòè" ("implied volatility"). Ðàññìîòðèì ýòîò ýô-
ôåêò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C̃(T,K) - ýòî íàáëþäàåìàÿ íà ðûíêå öåíà îï-
öèîíà ïîêóïêè ñ äàòîé èñïîëíåíèÿ T è öåíîé èñïîëíåíèÿ K. Ïîäñòà-
âèì ýòî çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó (2.5) è ðàññìîòðèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå
êàê óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà σ. Ïóñòü σ̃(T,K) - ðåøåíèå
ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ; èìåííî îíî è íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëàãàåìîé
âîëàòèëüíîñòüþ. Åñëè ìîäåëü âåðíà, òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ T ,
K ìû äîëæíû ïîëó÷àòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ σ̃(T, K). Â äåéñòâèòåëü-
íîñòè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò - çíà÷åíèÿ σ̃(T, K) ìîãóò çíà÷èòåëüíî ðàç-
ëè÷àòüñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

3.1.1 Ìîäåëü ëîêàëüíûõ âîëàòèëüíîñòåé
Îáúÿñíèòü ýòîò ýôôåêò ìîæíî ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, èç êî-
òîðûõ ïðîñòåéøàÿ - ýòî ìîäåëü ëîêàëüíûõ âîëàòèëüíîñòåé, ñîãëàñíî
êîòîðîé äèíàìèêà öåí àêöèé îïèñûâàåòñÿ äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì
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âèäà
dSt

St
= σ(t, St)dwt + µ(t, St)dt.

"Ëîêàëüíûìè âîëàòèëüíîñòÿìè" â äàííîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
σ(t, x). Ïðè óñëîâèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû σ è µ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åí-
íûìè ëèïøèöåâûìè ôóíêöèÿìè, äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Âûâîä îáùåé ôîðìóëû äëÿ öåíû îïöèîíà è õåäæèðóþùåé ñòðàòå-
ãèè â äàííîé ìîäåëè ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, êîòîðûé
áûë ïðîèçâåäåí äëÿ ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.
Â äàííîé ìîäåëè ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé [14], àíàëîãè÷-
íîé óòâåðæäåíèþ (2.1):

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü b(t, ω) - ïðîãðåññèâíî-èçìåðèìûé ïðîöåññ, òàêîé,
÷òî

E exp
(

1
2

∫ T

0
b2(t, ω)dt

)
< ∞,

òîãäà äëÿ äëÿ ïðîöåññà

ρT = exp
(
−

∫ T

0
b(t, ω)dwt − 1

2

∫ T

0
b2(t, ω)dt

)

âûïîëíåíî EρT = 1 è ïðîöåññ w̃t = wt +
∫ t
0 b(s, ω)ds ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâ-

ñêèì îòíîñèòåëüíî ìåðû P̃: dP̃ = ρT dP.

Ìû òàêæå îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ b(t, x) = (µ(t, x) − r)/σ(t, x), íîâóþ
ìåðó

dP̃ = e−
∫ T
0 b(u,Su)dwu−0.5

∫ T
0 b2(u,Su)dudP

è ïðîöåññ w̃t = wt +
∫ t
0 b(u, Su)du. Ïðîöåññ öåí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåãî â

âèäå
dSt/St = r dt + σ(t, St) dw̃t, (3.1)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äèñêîíòèðîâàííûé ïðîöåññ öåí S̃t óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

dS̃t/S̃t = σ(ertS̃t, t) dw̃t. (3.2)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ìåðû P̃.

Òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî öåíà
îïöèîíà ðàâíà C(f) = Ẽf̃ è, çíà÷èò, íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà µ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü C êàê ôóíêöèþ îò T è S, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò
[14] óðàâíåíèþ, àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ (2.7):

∂C(T, S)
∂T

=
1
2
σ2(T, S)S2 ∂2C(T, S)

∂S2
+ rS

∂C(T, S)
∂S

− rC(T, S). (3.3)

Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ïðîöåññ xt óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ dxt = a(xt)dwt+b(xt)dt, à ϕ(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

∂ϕ(t, x)
∂t

=
1
2
a2(x)

∂2ϕ(t, x)
∂x2

+ b(x)
∂ϕ(t, x)

∂x
+ c(x)ϕ(t, x) + h(t, x) (3.4)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0, x) = f(x); òîãäà ϕ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå

ϕ(t, x) = Exe
∫ t
0 c(xu)duf(xt) + Ex

∫ t

0
e
∫ s
0 c(ξu)duh(t− s, xs)ds. (3.5)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîöåññ ys = e
∫ s
0 c(xu)duϕ(t−s, xs). Ñîãëàñíî

ôîðìóëå Èòî, ýòîò ïðîöåññ èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë

dys = e
∫ s
0 c(xu)du

[
−∂ϕ(t− s, xs)

∂t
+

1
2
a2(xs)

∂2ϕ(t− s, xs)
∂x2

+ b(xs)
∂ϕ(t− s, xs)

∂x
+ c(xs)ϕ(t− s, xs)

]
ds

+ e
∫ s
0 c(xu)dub(xs)

∂ϕ(t− s, ξs)
∂x

dws

= e
∫ s
0 c(xu)du

[
−h(t− s, xs)ds + b(xs)

∂ϕ(t− s, xs)
∂x

dws

]
.
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Èíòåãðèðóÿ îò 0 äî t è áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîëó÷èì

Ex(yt − y0) = −Ex

∫ t

0
e
∫ s
0 c(xu)duh(ξs, t− s)ds.

Ó÷èòûàâàÿ, ÷òî yt = e
∫ t
0 c(xu)duf(xt) è y0 = ϕ(t, x), ïîëó÷àåì (3.5).

Ïîêàæåì, êàê â äàííîé ìîäåëè ìîæíî îïðåäåëèòü ëîêàëüíûå âî-
ëàòèëüíîñòè ïî èçâåñòíûì öåíàì ñòàíäàðòíûõ îïöèîíîâ. Ýòà çàäà÷à
èìååò âàæíîå çíà÷åíèå, êàê êàëèáðîâî÷íàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïîñëå òîãî êàê ôóíêöèÿ σ îïðåäåëåíà, ìîæíî âû÷èñ-
ëÿòü öåíû áîëåå ñëîæíûõ ("ýêçîòè÷åñêèõ") îïöèîíîâ.

3.1.2 Âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ âîëàòèëüíîñòåé.
Ãëàäêèå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(t, x;T, y) ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà St îòíî-
ñèòåëüíî ìåðû P̃. Ýòè âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò îáðàòíîìó è ïðÿìî-
ìó óðàâíåíèÿì Êîëìîãîðîâà [10].

−∂p

∂t
=

1
2
x2σ2(t, x)

∂2p

∂x2
+ rx

∂p

∂x
= Lp,

∂p

∂T
=

1
2

∂2

∂y2
[y2σ2(T, y)p]− ∂

∂y
[ry p] = L∗p.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Λ(t, x; T, y) = e−r(T−t)p(t, x; T, y) ("Arrow-Debreu
prices"). Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

−∂Λ
∂t

= LΛ− rΛ,
∂Λ
∂T

= L∗Λ− rΛ.

×åðåç ýòó ôóíêöèþ öåíà îïöèîíà ïîêóïêè ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ K è
äàòîé èñïîëíåíèÿ T âûðàæàåòñÿ â âèäå

C(t, x; T,K) = Ẽx,tf̃(ST ,K) =
∫ ∞

−∞
Λ(t, x; T, y)f(y,K) dy,
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ãäå f(y, K) = (y − K)+. Ðàññìàòðèâàÿ f êàê îáîáùåííóþ ôóíêöèþ,
èìååì

∂f/∂y = −∂f/∂K = 1{y>K}, ∂2f/∂y2 = ∂2f/∂K2 = δ(y −K). (3.6)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

∂2C

∂K2
= Λ(t, x; T, K). (3.7)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ∂C/∂T :

∂C

∂T
=

∫ ∞

−∞
dy

∂Λ(t, x;T, y)
∂T

f(y, K) =
∫ ∞

−∞
dy L∗Λf −

∫ ∞

−∞
dy rΛf.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû
íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíû íóëþ, èìååì

∂C

∂T
=

1
2

∫ ∞

−∞
dy y2σ2(T, y)Λ

∂2f

∂y2
+

∫ ∞

−∞
dy ryΛ

∂f

∂y
− rC. (3.8)

Ó÷èòûâàÿ (3.6) è (3.7), ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.8) ðàâíî

1
2

∫ ∞

−∞
dy y2σ2(T, y)Λ

∂2f

∂y2
=

1
2
K2σ2(T, K)Λ(t, x; T, K) =

1
2
K2σ2(T, K)

∂2C

∂K2
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∫ ∞

−∞
dy ryΛ

∂f

∂y
= r

∫ ∞

K
dy (y −K)Λ + rK

∫ ∞

K
dyΛ

= rC − rK

∫ ∞

K
dyΛ

∂f

∂K
= rC − rK

∂C

∂K
.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ
C:

∂C

∂T
=

1
2
K2σ2(T, K)

∂2C

∂K2
− rK

∂C

∂K
,
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îòêóäà ëîêàëüíûå âîëàòèëüíîñòè âûðàæàþòñÿ â âèäå

σ2(T, K) =
∂C
∂T + rK ∂C

∂K
1
2K2 ∂2C

∂K2

.

Äàííîé ôîðìóëîé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, åñëè èìååòñÿ ãëàäêàÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ öåí C(T, K).

3.1.3 Äèñêðåòíûé ñëó÷àé.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå äåðåâî ñ óçëàìè Sn(i), i = −n, . . . , n. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èç óçëà Sn(i) ïðîöåññ ìîæåò ïåðåéòè òîëüêî â óçëû Sn+1(i−1),
Sn+1(i), Sn+1(i + 1) ñ âåðîÿòíîñòÿìè pn+1(i, j); îñòàëüíûå âåðîÿòíîñòè
ìû ïîëîæèì ðàâíûìè íóëþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(n)(i) âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàñòü èç ñîñòîÿíèÿ S0 â ñîñòîÿíèå Sn(i) çà n øàãîâ. Äëÿ ýòèõ âåðîÿò-
íîñòåé èìååò ìåñòî ôîðìóëà

p(n+1)(j) =
∑

i

p(n)(k)pn+1(k, j). (3.9)

Öåíà îïöèîíà ñ äàòîé èñïîëíåíèÿ tn+1 è ïëàòåæíîé ôóíêöèåé f(Sn+1,K)
âûðàæàåòñÿ â âèäå

C(tn+1,K) = e−rtn+1

n∑

j=−n

p(n+1)(j)f(Sn+1(j),K) (3.10)

= e−r∆t
∑

j

j∑

k=j−2

λ(n)(k)pn(k, j)[Sn+1(j)−K]+,

ãäå λ(n)(k) = e−rtnpn(k).
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè äî øàãà n âêëþ÷è-

òåëüíî èçâåñòíû, âû÷èñëèì pn+1(i, j) äëÿ j = i− 1, i, i + 1. Íàì íóæíî
óêàçàòü òðè óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿò ýòè âåðîÿòíîñòè. Ïåðâîå
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èç íèõ - ýòî óðàâíåíèå íîðìèðîâêè:
∑

j pn+1(i, j) = 1. Óñëîâèå ìàðòèí-
ãàëüíîñòè ïðîöåññà äàåò íàì óðàâíåíèå

i+1∑

j=i−1

pn+1(i, j)Sn+1(j) = Fn+1(i).

ãäå Fn+1(i) = er∆tSn(i). Ïîëàãàÿ â (3.10) K = Sn+1(i), ïîëó÷èì

er∆tC(tn+1, Sn+1(i)) = λ(n)(i)pn(i, i + 1)[Sn+1(i + 1)− Sn+1(i)]

+
∑

k=i+1

λ(n)(k)[Fn+1(j)− Sn+1(i)].

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì óðàâíåíèè òîëüêî îäíî íåèçâåñòíîå pn(i, i + 1).

3.1.4 Ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè
Â äàííîé ìîäåëè ðûíîê îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ äèôôóçèîííûìè ïðîöåññà-
ìè

dSt/St = σ(yt)dw
(1)
t + rdt, (3.11)

dyt = a(yt)dw
(2)
t + b(yt)dt, (3.12)

ãäå w(1), w(2) - âèíåðîâñêèå ïðîöåññû, ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ρ.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

w
(2)
t = w

(1)
t ρ + w

(3)
t

√
1− ρ2,

ãäå w(3) - âèíåðîâñêèé ïðîöåññ íåçàâèñèìûé îò w(1). Êàê ïîêàçûâàþò
íàáëþäåíèÿ, ïðîöåññû St è σ(yt) îòðèöàòåëüíî êîððåëèðîâàíû. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðîöåññ yt èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.12) èìååò ðåøåíèå, òàêîå ÷òî äëÿ
ïðîöåññà σt = σ(yt) âûïîëíåíî óñëîâèå

E exp
(

1
2

∫ T

0
σ2

t dt

)
< ∞,
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òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññ St ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

St = S0 exp
(∫ t

0
σsdw(1)

s − 1
2

∫ t

0
σ2

sds + rt

)
.

Óêàæåì, õåäæèðóþùóþ ñòðàòåãèþ, îïòèìàëüíóþ ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîìó êðèòåðèþ, òî åñòü ñòðàòåãèþ ðåøàþùóþ ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöè-
îííóþ çàäà÷ó

min
γt

E(X̃T − f̃(ST ))2.

Ïîëîæèì C(u, x, y) = Ex,ye
−ruf(Su) è ðàññìîòðèì ïðîöåññ

ψt = E(e−rT f(ST )|Ft) = e−rtC(T − t, St, yt).

Ïðèìåíÿÿ ê íåìó ôîðìóëó Èòî è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψt - ìàðòèíãàë, ïîëó-
÷èì

dψt = e−rt ∂C

∂x
Stσ(yt)dw

(1)
t + e−rt ∂C

∂y
a(yt)dw

(2)
t .

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå îò 0 äî T :

f̃(ST ) = C(T, S0, y0) +
∫ T

0

∂C

∂x
dS̃t +

∫ T

0
e−rt ∂C

∂y
a dw

(2)
t .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ñòðàòåãèþ (X0, γt); èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû
èìååì

E(X̃T−f̃(ST ))2 =E
(
X0 +

∫ T

0
γtdS̃t − C −

∫ T

0

∂C

∂x
dS̃t −

∫ T

0
e−rt ∂C

∂y
adw

(2)
t

)2

.

Îáîçíà÷èì

γ∗t =
∂C(T − t, St, yt)

∂x
+ ρ

a(yt)
σ(yt)St

∂C(T − t, St, yt)
∂y

,

òîãäà
E(X̃T − f̃(ST ))2 =

= E
(

X0 − C +
∫ T

0
(γt − γ∗t )σS̃tdw

(1)
t −

∫ T

0
e−rt ∂C

∂y
a
√

1− ρ2dw
(3)
t

)2

= (X0 − C)2 +
∫ T

0
dt E(γt − γ∗t )2σ2S̃2

t +
∫ T

0
dt E

(
e−rt ∂C

∂y
a

)2

(1− ρ2).
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ßñíî, ÷òî ìèíèìóì äàííîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè X0 = C è γt =
γ∗t . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2 Îïòèìàëüíàÿ õåäæèðóþùàÿ ïî êðèòåðèþ ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ñòðàòåãèÿ èìååò âèä:

X0 = C, γt =
∂C(T − t, St, yt)

∂x
+ ρ

a(yt)
σ(yt)St

∂C(T − t, St, yt)
∂y

.

Ïðè ρ2 = 1 õåäæèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò.å. XT = f(ST ).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè öåí ñòàíäàðòíûõ îïöèîíîâ. Ïðî-
öåññ öåí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå St = S0 exp(xt + rt), ãäå

dxt = σ(yt)dw
(1)
t − 1

2
σ2(yt)dt, x0 = 0.

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîâóþ ìåðó dP̄ = exT dP, ÷åðåç êîòîðóþ öåíà
ïîêóïêè âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C = e−rTE(S0e
xT +rT −K)+

= S0P̄(xT > ln(K/F ))− e−rT KP(xT > ln(K/F ))
= S0P1 − e−rT KP2,

ãäå F = erT S0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ P1 (äëÿ P2 îíî ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî). Ïðîöåññ

w̄t = w
(1)
t −

∫ t

0
σ(yu)du

ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïî ìåðå P̄ è ÷åðåç íåãî ïðîöåññû xt è yt âûðàæà-
þòñÿ â âèäå

dxt = σ dw̄t +
1
2
σ2dt,

dyt = a dw̃t + (aσρ + b)dt,
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ãäå w̃t = ρw̄t +
√

1− ρ2w
(3)
t . Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ϕ(t, x, y, η) = E(eiηxt |x0 = x, y0 = y). Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂ϕ

∂t
=

1
2
σ2(y)

∂2ϕ

∂x2
+

1
2
a2(y)

∂2ϕ

∂y2
+ ρσ(y)a(y)

∂2ϕ

∂x∂y

+
1
2
σ2(y)

∂ϕ

∂x
+ (b(y) + ρa(y)σ(y))

∂ϕ

∂y
.

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x, y, η) = eiηx. Ôóíêöèÿ ϕ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå

ϕ(t, x, y, η) = eiηxE(eiηxt |x0 = 0, y0 = y) = eiηxϕ̃(t, y, η).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂ϕ̃

∂t
= −1

2
σ2(y)η2ϕ̃ +

1
2
a2(y)

∂2ϕ̃

∂y2
+ ρσ(y)a(y)ηi

∂ϕ̃

∂y

+
1
2
σ2(y)ηiϕ̃ + (b(y) + ρa(y)σ(y))

∂ϕ̃

∂y
(3.13)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, y, η) = 1.
Äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè ýòî óðàâíå-

íèå ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè; äàëåå ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó îá-
ðàùåíèÿ (ñì., íàïðèìåð [11]).

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü ϕ(η) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (z). Òîãäà

F (z) =
1
2

+
1
2π

∫ ∞

0

eiηzϕ(−η)− e−iηzϕ(η)
iη

dη.

Îòñþäà P1 ìîæíî âûðàçèòü â âèäå

P1 =
1
2

+
1
2π

∫ ∞

0
dη

e−iη ln(K/F )ϕ̃(T, y0, η)− eiη ln(K/F )ϕ̃(T, y0,−η)
iη

.
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Ìîäåëü Õåñòîíà. Ïðèâåäåì îäíó èç êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé âîëàòèëüíîñòè, â êîòîðîé óðàâíåíèå (3.13) èìååò àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå.

Ïîëîæèì σ(y) =
√

y, a(y) = α
√

y, b(y) = β(y∗ − y), ãäå α, β è
y∗ - íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ yt óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

dyt = α
√

ytdwt + β(y∗ − yt). (3.14)

Óðàâíåíèå (3.13) â ìîäåëè Õåñòîíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∂ϕ̃

∂t
= −1

2
yη2ϕ̃ +

1
2
α2y

∂2ϕ̃

∂y2
+ ραyηi

∂ϕ̃

∂y
+

1
2
yηiϕ̃ + (β(y − y∗) + ραy)

∂ϕ̃

∂y
.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ϕ̃ = eG(t)+H(t)y, ãäå
G(0) = 0, H(0) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå è ïðèðàâ-
íèâàÿ ê íóëþ ìíîæèòåëè ïðè ñòåïåíÿõ yi, i = 0, 1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

G′ = −βy∗H,

H ′ = −1
2
η2 +

1
2
α2H2 + ραηiH +

1
2
ηi + (β + ρα)H

=
1
2
α2(H − r1)(H − r2),

ãäå r1,2 - íóëè ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî H â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè. Ýòè
óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ

H(t) = r1r2
1− ebt

r2 − r1ebt
,

G(t) = −βy∗
[
r1t +

r1

b
ln

r2 − r1

r2 − r1ebt
+

r2

b
ln

r2 − r1e
bt

r2 − r1

]
,

ãäå b = 0.5α2(r1 − r2).
Ðåøåíèå óðàâíåíèå (3.14) ìîæíî óêàçàòü â ÿâíîì âèäå, â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî n = 4βy∗/α2 - öåëîå ÷èñëî. Äëÿ i = 1, . . . , n ïîëîæèì

x
(i)
t = x0e

−0.5βt + 0.5α

∫ t

0
e0.5β(s−t)dw(i)

s ,
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ãäå w(i) - íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû. Îòìåòèì, ÷òî x
(i)
t óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ

dx
(i)
t = −0.5βx

(i)
t dt + 0.5α dw

(i)
t .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê ïðîöåññó yt =
∑n

i=1

(
x

(i)
t

)2
, ïîëó÷èì

dyt =
n∑

i=1

(
−β(x(i)

t )2 +
1
4
α2

)
dt +

n∑

i=1

αx
(i)
t dw

(i)
t

=
(
−βyt +

n

4
α2

)
dt + α

√
yt

n∑

i=1

x
(i)
t√
yt

dw
(i)
t .

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ

wt =
n∑

i=1

∫ t

0

x
(i)
s√
ys

dw(i)
s

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì è äëÿ íåãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ew2
t = t, òî

([3], òåîðåìà 4.1) wt-âèíåðîâñêèé ïðîöåññ è, çíà÷èò, yt óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (3.14).

Ïëîòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(y) ïðîöåññà yt óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

1
2

d2

dy2
(α2yp(y))− d

dy
(β(y∗ − y))p(y)) = 0. (3.15)

Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

p(y) = cyγy∗−1e−γy,

ãäå γ = 2β/α2, à c - êîíñòàíòà íîðìèðîâêè:

c−1 =
∫ ∞

0
yγy∗−1e−γydy = γ−γy∗

∫ ∞

0
z−γy∗−1e−zdz = γ−γy∗Γ(γy∗).
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Îòìåòèì, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïðîöåññ êîëåáëåòñÿ âîêðóã çíà-
÷åíèÿ y∗, äåéñòâèòåëüíî,

∫ ∞

0
yp(y)dy = c

∫ ∞

0
yγy∗e−γydy = cγ−γy∗−1

∫ ∞

0
z−γy∗e−zdz

=
1

γΓ(γy∗)
Γ(γy∗ + 1) = y∗.

3.2 Ìîäåëè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê
Ìîäåëè ïðîöåíòíûõ ñòàâîê ïîäðîáíî èçëîæåíû â ìîíîãàðôèè Ð. Ðè-
áîíàòî [8]. Îñíîâíûìè íàáëþäûåìûìè âåëè÷èíàìè íà ðûíêå ÿâëÿþòñÿ
öåíû îáëèãàöèé P (t, T ), ãäå t - òåêóùèé ìîìåíò, T - ñðîê ïîãàøåíèÿ.
Áåçàðáèòðàæíûå öåíû îáëèãàöèé ìîãóò áûòü âûðàæåíû (ñì. (1.6))÷åðåç
ïðîöåññ òåêóùåé ïðîöåíòíîé ñòàâêè ru âûðàæåíèåì

P (t, T ) = EFte
− ∫ T

t rudu.

×åðåç öåíû îáëèãàöèé îïðåäåëÿþòñÿ è äðóãèå âåëè÷èíû, ÷àñòî èñïîëü-
çóåìûå íà ïðàêòèêå: êðèâàÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê R(t, T ), ôîðâàðäíûå
ïðîöåíòíûå ñòàâêè f(t, T ); îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

R(t, T ) = − 1
T

ln P (t, T ), f(t, T ) = − d

dT
lnP (t, T ),

òàê ÷òî
P (t, T ) = e−TR(t,T ) = e−

∫ T
t f(t,u)du.

Îäíà èç çàäà÷ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêèõ ìî-
äåëåé òåêóùåé ïðîöåíòíîé ñòàâêè, êîòîðûå ïîçâîëÿëè áû âîñïðîèçâî-
äèòü íàáëþäàåìûå íà ðûíêå âåëè÷èíû. ×àñòî äëÿ ïðîöåññà rt èñïîëüçó-
þòñÿ òå æå ìîäåëè, ÷òî è äëÿ ïðîöåññà ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè;
íàïðèìåð, ïðîöåññ âîëàòèëüíîñòè â ìîäåëè Õåñòîíà èçâåñòåí â òåîðèè
ïðîöåíòíûõ ñòàâîê êàê ìîäåëü Êîêñà-Èíãåðñîëëà-Ðîññà.
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3.2.1 Ìîäåëü Âàñè÷åêà
Â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåêóùàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

drt = α dwt + β(r̄ − rt)dt,

ãäå α, r̄ è β - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ÿâíûé âèä:

rt = r̄ + (r0 − r̄)e−βt + α

t∫

0

e−β(t−s)dws.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû rt íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû
ñî ñðåäíèì Ert = r̄+(r0− r̄)e−βt è äèñïåðñèåé Drt = α2(1−e−2βt)/(2β).
Ñîñ÷èòàåì

∫ T
0 rsds:

∫ T

0
rsds = r̄T + (r0 − r̄)

1− e−βT

β
+ α

∫ T

0
ds

∫ s

0
dwueβ(u−s)

= r̄T + (r0 − r̄)
1− e−βT

β
+ α

∫ T

0
dwu

1− e−β(T−u)

β
.

Ýòîò èíòåãðàë òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è, çíà-
÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ E exp(− ∫ T

0 rsds) ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëå-
äóþùèì ðàâåíñòâîì äëÿ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí Eeξ = exp(Eξ + 0.5Dξ),
êîòîðîå äàåò íàì ôîðìóëó

Ee−
∫ T
0 rsds =exp



−r̄T − (r0 − r̄)

1− e−βT

β
+

α2

2

∫ T

0
du

[
1− e−β(T−u)

β

]2


 .

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê èìååò âèä

R(T ) = − 1
T

lnEe−
∫ T
0 rsds =

= r̄ + (r0 − r̄)
1− e−βT

βT
− α2

2Tβ2

[
T − 2

1− e−βT

a
+

1− e−2βT

2β

]
.
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Àíàëèç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî R(T ) ñòðåìèòñÿ ê
R̄ = r̄ − α2

2β2 ïðè T → ∞. Ïðè÷åì, ïðè r0 > r̄ ôóíêöèÿ ìîíîòîííî
óáûâàåò, ïðè r0 < r̄− 3α2

4β2 - ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à ïðè r0, íàõîäÿùèì-
ñÿ â ïðîìåæóòêå ìåæäó óêàçàííûìè çíà÷åíèÿìè, ôóíêöèÿ èìååò ãîðá:
ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, à çàòåì óáûâàåò, ïðèáëèæàÿñü ê R̄. Îòìåòèì, ÷òî
ðåàëüíî íàáëþäàåìûå êðèâûå ïðîöåíòíûõ ñòàâîê ìîãóò èìåòü è äðó-
ãîå ïîâåäåíèå, â ÷àñòíîñòè, èìåòü ãîðá âíèç, ÷òî â ìîäåëè Âàñè÷åêà
íåâîçìîæíî.

3.2.2 Ìîäåëü Õàëëà-Óàéòà
Ìîäåëü Õàëëà-Óàéòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè Âàñè÷åêà. Â ýòîé
ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ ïðîöåíòíîé ñòàâêè óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

drt = α dwt + β(θ(t)− rt)dt,

ãäå θ - ýòî íåèçâåñòíàÿ, íî íå ñëó÷àéíàÿ, ôóíêöèÿ. Îíà ïîäáèðàåòñÿ òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû íàáëþäàåìàÿ êðèâàÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê è êðèâàÿ,
ïîëó÷åííàÿ ïî ýòîé ìîäåëè, ñîâïàäàëè. ßâíûé âèä ïðîöåññà rt çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

rt = r0e
−βt + β

∫ t

0
θ(s)e−β(t−s)ds + α

∫ t

0
e−β(t−s)dws.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè θ(t) âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

e−
∫ t
0 f(s)ds = Ee−

∫ t
0 rsds,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
∫ t

0
f(s)ds = E

∫ t

0
rsds− 0.5D

∫ t

0
rsds. (3.16)

Îáîçíà÷èì

g(t) = 0.5D
∫ t

0
rsds =

α2

2tβ2

[
t− 2

1− e−βt

β
+

1− e−2βt

2β

]
.
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äâàæäû âûðàæåíèå (3.16), ïîëó÷èì:

f ′(t) = −βf(t) + βθ(t)− βg′(t)− g′′(t).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

θ(t) = f(t) +
1
β

f ′(t) + g′(t) +
1
β

g′′(t). (3.17)

Ôîðìóëà (3.17) óêàçûâàåò íà ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü äëÿ äàí-
íîé ìîäåëè âîñïðîèçâåñòè êðèâóþ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê. Äëÿ öåëåé ïðàê-
òè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ äàííîé ìîäåëè Õàëëîì è Óàéòîì áûëà ïðåäëî-
æåíà äèñêðåòíàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà rt. Ñíà-
÷àëà çàìåíèì ïàðàìåòð θ íà äðóãîé, áîëåå óäîáíûé â äàííîé ñõåìå.
Îïðåäåëèì ïðîöåññ xt ÷åðåç óðàâíåíèå dxt = α dwt − βxtdt è ïîëîæèì
αt = rt− xt. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññ γt óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
dγt = a[θ(t) − γt]dt è çíà÷èò γt íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, à
äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé γ(t), ñâÿçàííîé ñ ôóíêöèåé θ(t) îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì γ′(t) = β[θ(t)− γ(t)].

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ñåòêó ñ øàãîì ∆t ïî âðåìåíè è øàãîì δ ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó øàãîì ïî âðåìå-
íè è øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâó âûáåðåì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Êàê
èçâåñòíî, E(α∆wt)2 = α2∆t, E(α∆wt)4 = 3α4(∆t)2. Åñëè ìû ïðèáëè-
æàåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó α∆wt ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïðèíèìàþùåé
çíà÷åíèÿ −δ, 0, δ ñ âåðîÿòíîñòÿìè p, q, p, òî 2-îé è 4-ûé ìîìåíòû ó ýòîé
âåëè÷èíû áóäóò ðàâíû 2δ2p è 2pδ4. Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-
ìåíòû, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå δ =

√
3∆tα.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíà îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü xm, êîòîðàÿ
èç ñîñòîÿíèÿ jδ ìîæåò ïåðåéòè â ñîñòîÿíèÿ (j−1)δ, jδ, (j+1)δ ñ âåðîÿò-
íîñòÿìè pd, pm è pu ñîîòâåòñòâåííî. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îïðåäåëèì
òàêæå èç ñîîáðàæåíèé àïïðîêñèìàöèè ìîìåíòîâ:

E(∆xm|xm = jδ) = −βjδ∆t = (pu − pd)δ,
E((∆xm)2|xm = jδ) = α2∆t + (βjδ∆t)2 = (pu + pd)δ2.
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Äîáàâëÿÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Îäíàêî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíî-
ñòè âåðîÿòíîñòåé âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà
óçëîâ j. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîöåññ xt èìååò ñíîñ ê íóëþ òåì áîëü-
øèé, ÷åì äàëüøå îò íóëÿ íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîöåññà. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïðåîäîëåòü ýòó ñëîæíîñòü, Õàëë è Óàéò ïðåäëîæèëè äëÿ äàëåêèõ
îò íóëÿ óçëîâ èñïîëüçîâàòü ñõåìó, â êîòîðîé âîçìîæåí ïåðåõîä òîëüêî
â óçëû, ðàñïîëîæåííûå áëèæå ê íóëþ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè áîëüøèõ j
âîçìîæåí òîëüêî ïåðåõîä èç óçëà j â óçëû ñ íîìåðàìè j, j − 1, j − 2.
Ïðè ýòîì ñèñòåìà óðàâíåíèé èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(∆xm|xm = jδ) = −βjδ∆t = (2pd + pm)δ,
E((∆xm)2|xm = jδ) = α2∆t + (βjδ∆t)2 = (4pd + pm)δ2.

Ýòà ñèñòåìà òàêæå èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå òîëüêî äëÿ îãðàíè-
÷åííîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ. Îäíàêî ìîæíî óêàçàòü òàêèå çíà÷åíèÿ j, ïðè
êîòîðûõ è ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñèñòåìû èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ,
íàïðèìåð, j ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì jmax = b0.184

a∆t c (ñì.[7]). Àíàëîãè÷-
íóþ ñèñòåìó ìîæíî íàïèñàòü è äëÿ jmin = −jmax. Åñëè äëÿ j, òàêèõ
÷òî |j| < jmax ïðèìåíÿòü ïåðâóþ ñõåìó, à â óçëàõ jmax, jmin - ãðàíè÷íûå
ñõåìû, òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíÿòü ìàðêîâñêàÿ
öåïü xm, ðàâíî jmaxδ. Èòàê, íà êàæäîì øàãå m ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåõîäà p

(m)
x,y öåïè xm èç ñîñòîÿíèÿ x â ñîñòîÿíèå y. Âûâåäåì

ôîðìóëó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αm, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì
ôóíêöèè α(t). Öåíà îáëèãàöèè ñ ïîãàøåíèåì íà m-îì øàãå èìååò âèä:

P (m) =
∑

x1,...,xm

p(1)
x0,x1

. . . p(m)
xm−1,xm

e−(r0+...+rm−1)∆t =
∑
xm

Λ(m)
xm

.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî rm = xm + αm

P (m+1) =
∑
xm+1

Λ(m+1)
xm+1

=
∑

xm,xm+1

Λ(m)
xm

p(m+1)
xm,xm+1

e−rm∆t

= e−γm∆t
∑
xm

Λ(m)
xm

e−∆txm .
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ γm:

γm =
1

∆t
ln

∑
xm

Λ(m)
xm e−∆txm

P (m+1)
.

3.2.3 Ìîäåëü Õèòà-Äæàððîó-Ìîðòîíà
Â ìîäåëè Õàëëà-Óàéòà ôóíêöèÿ θ ñ÷èòàëàñü äåòåðìèíèðîâàííîé (òàê-
æå êàê öåíû îáëèãàöèé, ôîðâàðäíûå ïðîöåíòíûå ñòàâêè è ò.ä.) Ýòî
ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäàíî, åñëè ìîìåíò íàáëþäåíèé ôèêñèðîâàí, íî
ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó ìîìåíòó âðåìåíè ìû áóäåì èìåòü äåëî óæå
ñ äðóãèìè öåíàìè îáëèãàöèé è çíà÷èò ñ äðóãîé ôóíêöèåé θ.

Ìîäåëü HJM îïèñûâàåò äèíàìèêó öåí îáëèãàöèé, êàê äèôôóçèîí-
íîãî ïðîöåññà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà T . Îäíèì èç ñëåäñòâèé òàêîé
ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ìîäåëåé, ïðîöåññ
òåêóùåé ïðîöåíòíîé ñòàâêè rt, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äèôôóçè-
îííûì ïðîöåññîì, êîýôôèöèåíò ñíîñà äëÿ ýòîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò
ïðåäøåñòâóþùåé òðàåêòîðèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíû îáëèãàöèé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

dP (t, T )
P (t, T )

= µ(t, T )dt + σ(t, T )dwt.

Ýòà ìîäåëü ïîõîæà íà ìîäåëü öåíû àêöèè, íî â îòëè÷èå îò öåí àê-
öèé, êîýôôèöèåíò ñíîñà â äàííîé ìîäåëè íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì. Ïîñêîëüêó â ñðåäíåì öåíà îáëèãàöèÿ ðàñòåò íà âåëè÷èíó rt, òî
äëÿ ëþáîãî T µ(t, T ) = rt. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(t, T ) - Ft

èçìåðèìûé ïðîöåññ è ïðè ëþáîì t ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïî T ôóíêöèåé.
Ïðèìåíèì ôîðìóëó Èòî äëÿ ïðîöåññà ln P (t, T ):

d ln P (t, T ) =
dP (t, T )
P (t, T )

− P 2(t, T )σ2(t, T )
2P 2(t, T )

dt

= (rt − 0.5σ2(t, T ))dt + σ(t, T )dwt.

Ðàññìîòðèì äàííîå óðàâíåíèå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ T1 è T2 ïà-
ðàìåòðà T è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî. Âûðàçèâ P (t, T ) ÷åðåç f(t, T ),
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ïîëó÷èì

−
∫ T2

T1

df(t, s)ds = −1
2
[σ2(t, T2)− σ2(t, T1)]dt + (σ(t, T2)− σ(t, T1))dwt.

Ðàçäåëèâ íà T2 − T1 è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè T1, T2 → T , ïîëó÷èì,
÷òî f(t, T ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

df(t, T ) = σ′T (t, T )σ(t, T )dt− σ′T (t, T )dwt.

Ïðîèíòåãðèðóåì äàííîå óðàâíåíèå îò 0 äî T :

f(T, T )− f(0, T ) =
∫ T

0
σ′T (t, T )σ(t, T )dt−

∫ T

0
σ′T (t, T )dwt.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîöåññà rt:

rt = f(0, t) +
∫ t

0
σ′t(τ, t)σ(τ, t)dτ −

∫ t

0
σ′t(τ, t)dwτ .

3.3 Ìîäåëèðîâàíèå äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.
Äàííûé ïàðàãðàô ñëåäóåò, â îñíîâíîì, ðàáîòå [15]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàì íàäî ïðîìîäåëèðîâàòü äèôôóçèîííûé ïðîöåññ âèäà

dxs = a(xs)dws + b(xs)ds, 0 6 s 6 T. (3.18)
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè a(x) è b(x) ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíî Ëèï-
øèöåâûìè:

|a(x)− a(y)|+ |b(x)− b(y)| 6 C|x− y|. (3.19)
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

|a(x)|+ |b(x)| 6 C(1 + |x|). (3.20)
Èçâåñòíî [10], ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (3.18). Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà xt. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C ïðè t 6 T

Exx2m
t 6 C(x2m + 1). (3.21)

Ìû ïîëó÷èì ýòó îöåíêó êàê ñëåäñòâèå áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 3.1 Ïóñòü ïðîöåññ xt èìååò ïðåäñòàâëåíèå,

xt = x0 +
∫ t

0
asdws +

∫ t

0
bsds,

ãäå ïðîöåññû at è bt óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
|at|, |bt| 6 C(sup

s6t
|xs|+ 1),

òîãäà âûïîëíåíî (3.21).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê ïðîöåññó xm

t , ïîëó÷èì

xm
s = xm

0 +
∫ s

0
am(u)dwu +

∫ s

0
bm(u)du, (3.22)

ïðè÷åì |am(u)|, |bm(u)| ≤ C(ρm
u +1), ãäå ρu = sups6u |xs|. Âîçâîäÿ (3.22)

â êâàäðàò è áåðÿ ñóïðåìóì, ïîëó÷èì îöåíêó

ρ2m
t 6 3

[
x2m

0 + sup
s6t

(∫ s

0
am(u)dwu

)2

+ sup
s6t

(∫ s

0
bm(u)du

)2
]

(3.23)

Ââåäåì ìîìåíò τ = τN = sup{t 6 T : |x̃t| 6 N}. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.23)
t ∧ τ âìåñòî t è áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîëó÷èì

Exρ2m
τ∧t 63

[
x2m + Ex sup

s6t

(∫ τ∧s

0
am(u)dwu

)2

+ Ex

(
sup
s6t

∫ τ∧s

0
bm(u)du

)2
]

.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî äëÿ
ìàðòèíãàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [3]):

E sup
t6T

M2
t 6 4EM2

T , (3.24)

ãäå Mt - êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûé ìàðòèíãàë ñ íåïðåðûâíûìè ñïðà-
âà òðàåêòîðèÿìè. Ýòî äàåò íàì îöåíêó

Ex sup
s6t

(∫ τ∧s

0
am(u)dwu

)2

≤ 4Ex

(∫ τ∧t

0
am(u)dwu

)2

= 4Ex

∫ τ∧t

0
a2

m(u)du 6 C

(
1 +

∫ t

0
Exρ2m

u du

)
.
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Â òðåòüåì ñëàãàåìîì âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ãåëüäåðà:
(∫ τ∧s

0
bm(u)du

)2

6 T

∫ t

0
b2
m(u)du 6 C

(
1 +

∫ t

0
ρ2m

u du

)
.

Îáîçíà÷èì y(N)(t) = Exρ2m
t∧τN

, òîãäà

y(N)(t) 6 C(x2m + 1) + C

∫ t

0
y(N)(u)du.

Ïîñêîëüêó y(N)(t) - îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî èòåðèðóÿ äàííîå íåðà-
âåíñòâî, ìû ïîëó÷èì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

y(N)(t) 6 C(x2m + 1)
∞∑

k

1
k!

(Ct)k.

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà C â äàííîì íåðàâåíñòâå çàâèñèò îò ôóíêöèé a
è b, íî íå çàâèñèò îò N è, ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N → ∞,
ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè s, t 6 T èìååò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùàÿ
îöåíêà

E(xt − xs)2 6 C|t− s|. (3.25)

Äåéñòâèòåëüíî,

E(xt − xs)2 = E
[∫ t

s
a(xu)dwu

]2

+
∫ t

s
b(xu)du

6 2E
[∫ t

s
a2(xu)dwu

]2

+ 2E
[∫ t

s
b(xu)du

]2

6 2
∫ t

s
Ea2(xu)du + 2(t− s)

∫ t

s
Eb2(xu)du.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.20) è (3.21) ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Ea2(xu) è
Eb2(xu) êîíå÷íû è ìû ïîëó÷àåì îöåíêó (3.25).
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3.3.1 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè
Ðàçäåëèì îòðåçîê [0, T ] íà n îòðåçêîâ äëèíîé ∆ = T/n, îáîçíà÷èì tk =
k∆.

Ìåòîä Ýéëåðà. Îïðåäåëèì ïðîöåññ

x̃t = x̃tk + a(x̃tk)(wt − wtk) + b(x̃tk)(t− tk). (3.26)

Òåîðåìà 3.4 Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî îöåíêà

E sup
t∈[0,T ]

|xt − x̃t|2 6 C/n.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé,
áîëåå ñëîæíîé òåîðåìû, ïîýòîìó ìû åãî îïóñêàåì.

Ìåòîä áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ïðåäïîëîæèì äî-
ïîëíèòåëüíî, ÷òî a(x) è b(x) äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè è îïðåäåëèì
ïðîöåññ x̃t ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x̃t = x̃tk + a(x̃tk)(wt − wtk) + b(x̃tk)(t− tk) (3.27)

+
1
2
a′(x̃tk)a(x̃tk)

[
(wt − wtk)2 − (t− tk)

]

+ b′(x̃tk)a(x̃tk)(wt − wtk)(t− tk).

Òåîðåìà 3.5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè a(x) è b(x) äâàæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìû è |a′(x)| 6 C, |b′(x)| 6 C, |a′′(x)a(x)| 6 C, |b′′(x)a(x)| 6 C,
òîãäà

E sup
t∈[0,T ]

(x̃t − xt)2 6 C/n2.

Äîêàçàòåëüñòâî.Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî äëÿ ïðîöåññà x̃t, íàéäåì ÷òî
íà ïðîìåæóòêå tk 6 t 6 tk+1 ïðîöåññ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dx̃t = ãtdwt + b̃tdt, (3.28)

ãäå îáîçíà÷åíî

ãt = ã(x̃tk , wt) = a(x̃tk) + a′(x̃tk)a(x̃tk)(wt − wtk) + b′(x̃tk)a(x̃tk)(t− tk),
b̃t = b̃(x̃tk , wt) = b(x̃tk) + b′(x̃tk)a(x̃tk)(wt − wtk).
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Îáîçíà÷èì εt = xt − x̃t. Ïðîöåññ εt óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dεt = aε(t)dwt + bε(t)dt, (3.29)

ãäå êîýôôèöèåíòû aε(t) è bε(t) èìåþò âèä:

aε(t) = a(xt)− ã(x̃tk , wt),

bε(t) = b(xt)− b̃(x̃tk , wt).

Îöåíèì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Ea2
ε(t) è Eb2

ε(t). Ïðåäñòàâèì aε(t) â
âèäå

aε(t) = [a(xt)− ã(xtk , wt)] + [ã(xtk , wt)− ã(x̃tk , wt)] = a1(t) + a2(t),

òîãäà Ea2
ε(t) 6 2Ea2

1(t) + 2Ea2
2(t). Ïðîöåññ a1(t) èìååò ñëåäóþùèé ñòî-

õàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë

da1(t) = [a′(xt)a(xt)− a′(xtk)a(xtk)]dwt

+ [a′(xt)b(xt) + 0.5 a′′(xt)a2(xt)− b′(xtk)a(xtk)]dt

= a11(t)dwt + a12(t)dt.

Ïîñêîëüêó a1(tk) = 0, ìû ïîëó÷àåì äëÿ Ea2
1(t) îöåíêó

Ea2
1(t) 6 2

∫ t

tk

Ea2
11(u)du + 2∆

∫ t

tk

Ea2
12(u)du.

Îáîçíà÷èì µ(x) = a′(x)a(x). Ýòà ôóíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèç-
âîäíóþ, ïîýòîìó

|a11(u)| = |µ(xu)− µ(xtk)| 6 C|xu − xtk |.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ea2

11(u) 6 CE(xu−xtk)2 6 C|u−tk|. Â ñèëó óñëîâèé
òåîðåìû a2

12(u) 6 C(1 + x2
u) è, çíà÷èò Ea2

12(u) 6 C. Òàêèì îáðàçîì,
Ea2

1(t) 6 C∆2.
Îöåíèì òåïåðü Ea2(t). Ôóíêöèÿ λ(x) = b′(x)a(x) òàêæå èìååò îãðà-

íè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïîñêîëüêó

a2(t) = a(xtk)−a(x̃tk)+(µ(xtk)−µ(x̃tk))(wt−wtk)+(λ(xtk)−λ(x̃tk))(t−tk),
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òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

Ea2
2(t) 6 C

(
E[a(xtk)− a(x̃tk)]2 + E[µ(xtk)− µ(x̃tk)]2(t− tk)

+ E[λ(xtk)− λ(x̃tk)]2(t− tk)2
)

6 CEε2(tk).

Îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó äëÿ Ea2
ε(t):

Ea2
ε(t) 6 C(∆2 + Eε2(tk)) (3.30)

Ïîâòîðÿÿ ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì
àíàëîãè÷íóþ îöåíêó

Eb2
ε(t) 6 C(∆2 + Eε2(tk)). (3.31)

Ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå (3.29):

εt = εtk +
∫ t

tk

aε(s)dws +
∫ t

tk

bε(s)ds = εtk + A + B.

Âîçâåäÿ â êâàäðàò è âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîëó÷èì

Eε2
t = Eε2

tk
+ EA2 + EB2 + 2EεtkA + 2EεtkB + 2EAB.

Äëÿ îöåíêè EA2 è EB2, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè (3.30) è (3.31):

EA2 6
∫ t

tk

Ea2
ε(s)ds 6 ∆C(∆2 + Eε2(tk)) = C∆3 + C∆Eε2(tk),

EB2 6 ∆
∫ t

tk

Eb2
ε(s)ds 6 ∆2C(∆2 + Eε2(tk)) = C∆4 + C∆2Eε2(tk).

Äàëåå, EAB 6 EA2 + EB2 6 C[∆3 + ∆Eε2(tk)]. Èç ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî EεtkA = EεtkEFtk

A = 0. Îöåíèì òåïåðü
EεtkB. Îáîçíà÷èì

B1 =
∫ t

tk

(b(xu)− b̃(xtk , wu))du, B2 =
∫ t

tk

(̃b(xtk , wu)− b̃(x̃tk , wu))du.
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Çàìåòèì, ÷òî

|EFtk
B2| = |b(xtk)− b(x̃tk)|(t− tk) 6 C∆|εtk |,

çíà÷èò, |EεtkB2| 6 C∆Eε2
tk
. Îñòàåòñÿ îöåíèòü EεtkB1.

|EFtk
B1| =

∣∣∣∣
∫ t

tk

EFtk
[b(xs)− b(xtk)]ds

∣∣∣∣

6
∫ t

tk

ds

∫ s

tk

duEtk,xtk
|b′(xu)a(xu) + 0.5 b′′(xu)a2(xu)|

6 C∆2(|xtk |+ 1).

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿìè òåîðåìû è íåðàâåíñòâîì (3.21).

EεtkB1 6 C∆2 E1/2ε2
tk

E1/2(1 + |xtk |)2 6 C(∆3)1/2(∆Eε2
tk

)1/2

6 C(∆3 + ∆Eε2
tk

).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì îöåíêó Eε2
t 6 (1+C∆)Eε2

tk
+C∆3, îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî
Eε2

t 6 C∆2. (3.32)
Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî (3.24), à òàêæå îöåíêè (3.30), (3.31) è (3.32),
èìååì

E sup
t∈[0,T ]

ε2
t 6 2E sup

t∈[0,T ]

(∫ t

0
aε(s)dws

)2

+ 2E sup
t∈[0,T ]

(∫ t

0
bε(s)ds

)2

6 8
∫ T

0
Ea2

ε(s)ds + 2T

∫ T

0
Eb2

ε(s)ds 6 C(∆2 + max
k

Eε(tk)) 6 C∆2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3.2 Ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèîíàëîâ.
Ôóíêöèîíàë âèäà u(T, x) = Exf(xT ) ìû îöåíèâàåì íåêîòîðîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé ûn, òàêîé ÷òî Eûn = Exf(x̃(n)

T ). Çäåñü äîáàâëåí èíäåêñ
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n â îáîçíà÷åíèå ïðîöåññà x̃, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ïðîöåññà
îò n. Ïîãðåøíîñòü îöåíêè ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé - ñèñòåìàòè÷åñêîé è
ñòîõàñòè÷åñêîé:

E(ûn − u(T, x))2 =
(
Exf(x̃(n)

T )− u(T, x)
)2

+ E(ûn −Eûn)2.

Âòîðûì ñëàãàåìûì ìû çàéìåìñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, à ñåé÷àñ ðàñ-
ñìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå. Ïîñêîëüêó äëÿ ñõåì (3.26) è (3.27) ðåçóëüòàò
ïîëó÷àåòñÿ òîò æå, ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ ñõåìó (3.26).

Îáîçíà÷èì v(t, x) = u(T − t, x) è ââåäåì îïåðàòîð L(y):

L(y)v(t, x) =
∂v(t, x)

∂t
+

1
2
a2(y)

∂2v(t, x)
∂x2

+ b(y)
∂v(t, x)

∂x
,

â êîòîðîì y ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð. Ôóíêöèÿ v(t, x) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

L(x)v(t, x) = 0, (3.33)

ïîýòîìó L(y)v(t, x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

L(y)v(t, x) =
1
2
[a2(y)− a2(x)]

∂2v(t, x)
∂x2

+ [b(y)− b(x)]
∂v(t, x)

∂x
.

Âûðàæåíèå L2(y)v(t, x) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

L2(y)v(t, x) =
4∑

i=1

∂iv(t, x)
∂xi

∑

j

αij(y)βij(x),

ãäå ôóíêöèè αij è βij ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëèíîìîâ îò a
è b è èõ ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà 2 âêëþ÷èòåëüíî; íàïðèìåð, ïðè i = 4

∑

j

αij(y)βij(x) =
1
4
a4(y)− 1

2
a2(y)a2(x) +

1
4
a4(x).
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Ëåììà 3.2 Ïóñòü ϕ(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.4) è ïóñòü âñå
ôóíêöèè - a, b, c, f , h - èìåþò ïðîèçâîäíûå ïî x ïîðÿäêà n, ïðè÷åì
âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé a, b, c - îãðàíè÷åíû, ôóíêöèÿ c òàêæå îãðà-
íè÷åíà, ôóíêöèè f è h(t, ·) è èõ ïðîèçâîäíûå èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé
ðîñò ïî x (h - ðàâíîìåðíî ïî t 6 T ):

|f (k)(x)|, |∂kh(t, x)/∂xk| 6 C1(1 + x2m1), k 6 n,

òîãäà ôóíêöèÿ ϕ è åå ïðîèçâîäíûå ïî x òàêæå èìåþò ïîëèíîìèàëü-
íûé ðîñò: |∂kϕ(t, x)/∂xk| 6 C2(1 + x2m2), ïðè t 6 T , k 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1 ê (3.5), ïîëó÷èì, ÷òî ϕ èìååò
ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò ïî x. Ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíå-
íèÿ (3.4) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (îòíîñèòåëüíî ϕ̃ = ∂ϕ/∂x)

∂ϕ̃

∂t
=

1
2
a2(x)

∂2ϕ̃

∂x2
+ b̃(x)

∂ϕ̃

∂x
+ c̃(x)ϕ̃ + h̃(t, x),

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ̃(x) = f ′(x), ãäå b̃(x) = b(x) + a(x)a′(x), c̃(x) =
b′(x) + c(x), h̃(t, x) = h′(t, x) + c′(x)ϕ(t, x). Â ñèëó íàëîæåííûõ óñëî-
âèé, ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ϕ̃ (ñì. [14], c.237). Êðîìå òîãî, c̃ -
îãðàíè÷åíà, f̃ è h̃ èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò ïî x, ñëåäîâàòåëüíî,
åùå ðàç ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ̃ òàêæå èìååò ïîëèíî-
ìèàëüíûé ðîñò ïî x ðàâíîìåðíî ïî t 6 T . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ϕ̃(t, x0) +

∫ x
x0

ϕ̃(t, y)dy, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.4), ò.å. ϕ̃ äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ϕ. Äåéñòâóÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷à-
åì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a, b èìåþò îãðàíè÷åííûå ïðîèç-
âîäíûå äî ïîðÿäêà 4 âêëþ÷èòåëüíî, ôóíêöèÿ f - èìååò ïðîèçâîäíûå
4-ãî ïîðÿäêà ñ ïîëèíîìèàëüíûì ðîñòîì, òîãäà

|Exf(x̃(n)
T )−Exf(xT )| 6 C/n. (3.34)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå

Exf(x̃T )−Exf(xT ) = Exv(T, x̃T )− v(0, x)

=
n−1∑

k=0

Ex

(
v(tk+1, x̃tk+1

)− v(tk, x̃tk)
)
.

Äâàæäû ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî è ó÷èòûâàÿ (3.33), ïîëó÷èì

Ex

[
v(tk+1, x̃tk+1

)− v(tk, x̃tk)
]

=
∫ tk+1

tk

dtExL(x̃tk)v(t, x̃t)

=
∫ tk+1

tk

dtEx[L(x̃tk)v(t, x̃t)− L(x̃tk)v(tk, x̃tk)]

=
∫ tk+1

tk

dt

∫ t

tk

dsExL2(x̃tk)v(s, x̃s) (3.35)

Äàëåå,

L2(x̃tk)v(s, x̃s) =
4∑

i=1

∂iv(t, x̃s)
∂xi

∑

j

αij(x̃tk)βij(x̃s).

Ôóíêöèè, αij è βij èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2,
ïðîèçâîäíûå ∂iv/∂xi òàêæå èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò. Ïðèìåíÿÿ
ëåììó 3.1 ê ïðîöåññó x̃t, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ C è m

ExL2(x̃tk)v(s, x̃s) =
4∑

i=1

∑

j

Exαij(x̃tk)Ex̃tk
βij(x̃s)

∂iv(s, x̃s)
∂xi

6 CEx(x̃2m
tk

+ 1) 6 C(x2m + 1).

Ïîäñòàâëÿÿ äàííóþ îöåíêó â ðàâåíñòâî (3.35), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.7 Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a è b èìåþò îãðàíè÷åííûå ïðîèç-
âîäíûå äî ïîðÿäêà 8 âêëþ÷èòåëüíî, ôóíêöèÿ f - èìååò ïðîèçâîäíûå
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8-ãî ïîðÿäêà ñ ïîëèíîìèàëüíûì ðîñòîì, òîãäà ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà
Ψ, òàêàÿ ÷òî

Exf(x̃(n)
T ) = u(T, x) +

1
n

Ψ + O

(
1
n2

)
. (3.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ψ(t, x) = L2(x)v(t, x) è ïðåîáðàçóåì âûðà-
æåíèå ExL2(x̃tk)v(s, x̃s) ê âèäó

ExL2(x̃tk)v(s, x̃s) = Ex[L2(x̃tk)v(s, x̃s)− L2(x̃tk)v(tk, x̃tk)]
+ Ex[ψ(tk, x̃tk)− ψ(tk, xtk)]
+ Exψ(tk, xtk).

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå èìåþò ïîðÿäîê 1/n, òîãäà ïîä-
ñòàâëÿÿ èõ â (3.35), ïîëó÷èì âåëè÷èíû ïîðÿäêà 1/n2. Ïåðâîå ñëàãàåìîå
ðàâíî ∫ s

tk

ExL3(x̃tk)v(t, x̃t)dt

è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîä çíà-
êîì èíòåãðàëà ìîæíî ïðèìåíèòü òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäó-
ùåé òåîðåìå. Ôóíêöèÿ ψ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî 4-ãî ïî-
ðÿäêà èìååò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò è ïîýòîìó ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå
âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò C/n. Ïîäñòàâëÿÿ òðåòüå ñëàãàåìîå â
(3.35), ïîëó÷àåì

Exψ(tk, xtk)(tk+1 − tk)2/2 =
T

2n
Exψ(tk, xtk)(tk+1 − tk) =

=
T

2n

∫ tk+1

tk

dtExψ(t, xt)− T

2n

∫ tk+1

tk

dt[Exψ(t, xt)−Exψ(tk, xtk)]

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïåðâîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò âèä êîíñòàíòû Ψ
èç (3.34):

Ψ =
T

2

∫ T

0
dtExψ(t, xt).
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Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïðèìåíèì ôîðìóëó Èòî, òîãäà îíî ïðèìåò âèä

T

2n

∫ tk+1

tk

dt

∫ t

tk

dsExL(xs)ψ(s, xs).

Ïîñêîëüêó

ψ(t, x) =
4∑

i=1

∂iv(t, x)
∂xi

∑

j

αij(x)βij(x),

òî ïðèìåíåíèå ê ψ îïåðàòîðà L ïðèâåäåò ê ôóíêöèè ïîëèíîìèàëüíîãî
ðîñòà, à, çíà÷èò, ExL(xs)ψ(s, xs) < C. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Îòìåòèì, ÷òî Ψ çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò x è T , íî
ñóùåñòâåííî òî, ÷òî Ψ íå çàâèñèò îò n. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü îöåíêó ñ ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ íà ïîðÿäîê ìåíüøå,
÷åì ó èñõîäíîé îöåíêè, à èìåííî îöåíêà

ẑn = 2û2n − ûn,

èìååò ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà n−2, â òî âðåìÿ êàê ó îöåíêè ûn ïîðÿäîê
ïîãðåøíîñòè âñåãî ëèøü n−1.

3.3.3 Îöåíêè ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé
Êàê ïðàâèëî, ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ (öåíà
èñïîëíåíèÿ K, óðîâåíü áàðüåðà H è ò.ä.), ïðè÷åì ïðè÷åì èíòåðåñ äëÿ
âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëÿåò íå îäèí êîíêðåòíûé îïöèîí, à öåëûé íàáîð
îïöèîíîâ. Ïðè ýòîì âàæíî óìåòü âû÷èñëÿòü ýòè îïöèîíû òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ñóììàðíàÿ äèñïåðñèÿ áûëà áû ìàëà. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó
äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà.

Ïóñòü ïðîöåññ xt èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë

dxt = atdwt + btdt.

Ïðåäïîëîæèì fθ(x(·)) - ôóíêöèîíàëû íà òðàåêòîðèÿõ ïðîöåññà xt, θ -
íåêîòîðûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà Θ; áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ef2

θ 6 C.
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Ïîñòðîèì îöåíêè ìåòîäà ñóùåñòâåííîé âûáîðêè äëÿ Cθ = Efθ.
Ðàññìîòðèì ñ.â.

ρT = exp
(∫ T

0
ζtdwt − 1

2

∫ T

0
ζ2
t dt

)
,

ãäå ζt óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.1. Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âå-
ðîÿòíîñòíóþ ìåðó P̃: dP̃ = ρT dP; ÷åðåç Ẽ îáîçíà÷èì îæèäàíèå ïî ìåðå
P̃. Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ w̃t = wt −

∫ t
0 ζsds ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì îòíî-

ñèòåëüíî ìåðû P̃, à ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë ïðîöåññà xt ìîæåò
áûòü âûðàæåí â âèäå

dxt = atdw̃t + (bt + atζt)dt.

Ðàññìîòðèì îöåíêè âèäà C̃θ = fθ/ρ. Î÷åâèäíî, ÷òî ẼC̃θ = Cθ. Ïóñòü íà
Θ çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Q(dθ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåñ äèñïåðñèè
â òî÷êå θ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïî ζ âçâåøåííîé äèñïåðñèè

∫

Θ
Ẽ(C̃θ − Cθ)2Q(dθ)

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîãî âòîðîãî
ìîìåíòà

∫
Θ ẼC̃2

θQ(dθ). Îáîçíà÷èì G̃ =
(∫

Θ f2
θ Q(dk)

) 1
2 , òîãäà

∫

Θ
ẼC̃2

θQ(dθ) = Ẽ
(
G̃/ρ

)2
. (3.37)

Ðàññìîòðèì ìàðòèíãàë µ̃t = EFtG̃. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 2.1, òî ñóùåñòâóåò ïðîöåññ α̃t, òàêîé ÷òî

µ̃t = µ̃0 +
∫ t

0
α̃sdws, E

∫ T

0
α̃2

t (ω)dt < ∞.

Ïîëîæèì ζ̃t = α̃t/µ̃t, òîãäà

ρ̃T = exp
(∫ T

0
b̃tdwt − 1

2

∫ T

0
b̃2
t dt

)
= exp

(∫ T

0

α̃t

µ̃t
dwt − 1

2

∫ T

0

(
α̃t

µ̃s

)2

dt

)

= exp
(∫ T

0
d ln µ̃t

)
= µ̃T /µ̃0.
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Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå Èòî

d ln µ̃t =
α̃t

µ̃t
dwt − 1

2
α̃2

t

µ̃2
t

dt.

Ïîñêîëüêó µ̃T = G̃, ïîëó÷àåì Ẽ
(
Ĝ/ρ̃

)2
= µ̃2

0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ
ëþáîãî ïðîöåññà ζt

Ẽ
(
G̃/ρ

)2
>

(
ẼG̃/ρ

)2
= µ̃2

0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû
ðàññìàòðèâàåì îöåíêè âèäà

C̄θ = fθ +
∫ T

0
zs dws,

ãäå zs - ïðîöåññ, òàêîé, ÷òî E
∫ T
0 z2

sds < ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî C̄θ - íåñìå-
ùåííàÿ îöåíêà äëÿ Cθ: EC̄θ = Cθ; çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè
ïðîöåññ zt, ìèíèìèçèðóþùèé

∫
Θ EC̄2

θQ(dθ). Ïîëîæèì Ḡ =
∫
Θ fθQ(dθ),

òîãäà
∫

Θ
EC̄2

kQ(dk) = EG̃2 + 2EḠ

∫ T

0
zs dws + E

∫ T

0
z2
s ds

= EG̃2 −EḠ2 + E
(

Ḡ +
∫ T

0
zsdWs

)2

.

Îáîçíà÷èì µ̄t = EFtḠ. Îïÿòü èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïðîöåññ ᾱt, òàêîé, ÷òî

µ̄t = µ̄0 +
∫ t

0
ᾱsdws, E

∫ T

0
ᾱ2

t (ω)dt < ∞.

Åñëè ïîëîæèòü zt = −ᾱt, òî

E
(

Ḡ +
∫ T

0
zs dws

)2

= E
(

Ḡ−
∫ T

0
αs dws

)2

= E(Ḡ + µ0 − µT ) = µ2
0.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè ìåðà Q ñîñðåäîòî÷åíà â îäíîé òî÷êå, òî ìèíèìàëü-
íàÿ äèñïåðñèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà íóëþ, êàê â ñëó÷àå ñóùåñòâåííîé
âûáîðêè, òàê è â ñëó÷àå âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ îöåíîê. Ïóñòü ðûíîê
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

dSt/St = σ(St)dwt + rdt, dBt = Btdt.

Ðàññìîòðèì îïöèîí ñ ïëàòåæíîé ôóíêöèåé âèäà

fK = hK

(
1
T

∫ T

0
Stdt

)
, (3.38)

ãäå hK(x) ðàâíî (x −K)+ äëÿ îïöèîíà ïîêóïêè è ðàâíî (K − x)+ äëÿ
îïöèîíà ïðîäàæè. Îïöèîí òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ àçèàòñêèì. Öåíà îï-
öèîíà ðàâíà CK = Ee−rT fK . Ôóíêöèîíàë G̃, îïðåäåëåííûé âûøå, èìååò
â äàííîì ñëó÷àå âèä G̃ = e−rT H̃(YT ), ãäå

Yt =
1
T

∫ t

0
Sudu, H̃(x) =

(∫

Θ
h2

K(x)Q(dK)
) 1

2

.

Ðàññìàòðèâàÿ (St, Yt) êàê a äâóìåðíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, ïîëó-
÷àåì

µ̃t = E(G̃|Ft) = e−rtE
(

e−r(T−t)H̃

(
Yt +

1
T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣Ft

)
(3.39)

= e−rtE
(

e−r(T−t)H̃

(
Yt +

1
T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣St, Yt

)
= e−rtũ (t, St, Yt) ,

ãäå

ũ(t, x, y) = E
(

e−r(T−t)H̃

(
y +

1
T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣ St = x

)
. (3.40)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷òî ũ(t, x, y) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà
ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî äëÿ ũ(t, St, Yt), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ìàðòèí-
ãàëà µ̂t â âèäå

dµ̃t = e−rtσ(t, St)Stũ
′
x (t, St, Yt) dwt. (3.41)
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ζt:

ζt = −σ(t, St)St

ũ′x
(
t, St,

1
T

∫ t
0 Sudu

)

ũ
(
t, St,

1
T

∫ t
0 Sudu

) .

×òîáû èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèé, àïïðîêñèìèðóåì
ôóíêöèþ ũ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì ïðîöåññ S̃t ñ ïîñòîÿííîé
âîëàòèëüíîñòüþ è ïîñòîÿííîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé (ò.å. ìîäåëü Áëýêà-
Øîóëñà) è çàìåíèì H̃(x) êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé. Ýòî ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ζt.

Âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðîöåññ zt çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

zt = −e−rtσ(t, St)Stū
′
x

(
t, St,

1
T

∫ t

0
Sudu

)
,

ãäå

ū(t, x, y) = E
(

e−r(T−t)H̄

(
y +

1
T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣St = x

)
,

H̄(x) =
∫

Θ
hK(x)Q(dK).
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Ãëàâà 4

Ìîäåëè ñî ñêà÷êàìè.

Îäíèì èç î÷åâèäíûõ íåäîñòàòêîâ äèôôóçèîííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî òðàåêòîðèè ïðîöåññà öåí ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, õîòÿ ðåàëüíûå
òðàåêòîðèè äîñòàòî÷íî ÷àñòî èìåþò ñêà÷êè.

4.1 Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ
Åñëè ïðîöåññ öåí èìååò ñêà÷êè, òî âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ òåõíè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïóñòü ïðîöåññ Bt, îïèñûâàþùèé áàíêîâñêèé ñ÷åò, ïîñòîÿíåí, à ïðî-
öåññ öåí àêöèé ðàâåí St = λt − Nt, ãäå Nt = N

(λ)
t - ïóàññîíîâñêèé

ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ, σ-àëãåáðû Ft ïîðîæäåíû ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè {Su}u≤t. Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî áàçîâûé ïðîöåññ (â íàøåì ñëó-
÷àå - ïðîöåññ öåí) íåïðåðûâåí ñïðàâà è èìååò ïðåäåëû ñëåâà (ò.î., Nt

-êîëè÷åñòâî ñêà÷êîâ äî ìîìåíòà t âêëþ÷èòåëüíî). Ýòî äåëàåò σ-àëãåáðó
Ft áîãà÷å è, êàê ñëåäñòâèå, ìîìåíòû ñêà÷êîâ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ
ìàðêîâñêèìè ìîìåíòàìè.

Äëÿ ïðîãðåññèâíî-èçìåðèìîãî ïðîöåññà γt èíòåãðàëû âèäà
∫ t
0 γudNu

îïðåäåëèì ïîòðàåêòîðíî, ðàññìàòðèâàÿ äëÿ êàæäîãî ω Nu(ω) êàê ôóíê-
öèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, à îáëàñòü èíåãðèðîâàíèÿ âêëþ÷àåò ïðà-
âûé êîíåö èíòåðâàëà (0, t]. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç τk -
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ìîìåíò k-ãî ñêà÷êà, òî
∫ t

0
γudSu =

∫ t

0
γuλdu−

Nt∑

k=1

γτk
. (4.1)

Öåíó ñàìîôèíàíñèðóåìîãî ïîðòôåëÿ îïðåäåëèì îáû÷íûì îáðàçîì:

Xt = X0 +
∫ t

0
γudSu +

∫ t

0
βudBu.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè äèñêîíòèðîâàííûé ïðîöåññ
öåí S̃t ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî áûëî áû îæèäàòü,
÷òî òàêîé ðûíîê ÿâëÿåòñÿ áåçàðáèòðàæíûì. Îäíàêî, åñëè ìû ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñòðàòåãèè ìîãóò áûòü íåïðåðûâíû ñïðàâà, òî â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ñòðàòåãèþ γt = 1, åñëè t < τ1 è γt = 0, åñëè
τ1 ≤ t, ãäå τ1 - ìîìåíò ïåðâîãî ñêà÷êà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðàòåãèÿ γt -
Ft-èçìåðèìà, è, êðîìå òîãî, XT = λmin(T, τ); òàêèì îáðàçîì, äàííûé
ðûíîê ÿâëÿåòñÿ àðáèòðàæíûì.

×òîáû èñêëþ÷èòü àðáèòðàæíîñòü òàêîãî ðîäà, ââåäåì îãðàíè÷åíèå
íà ñòðàòåãèè. Îïðåäåëèì σ-àëãåáðó P íà [0, T ] × Ω, êàê σ-àëãåáðó, ïî-
ðîæäåííóþ âñåìè Ft-ñîãëàñîâàííûìè, íåïðåðûâíûìè ñëåâà ïðîöåññà-
ìè; P íàçûâàåòñÿ ïðåäñêàçóåìîé σ-àëãåáðîé, à ïðîöåññû, èçìåðèìûå
îòíîñèòåëüíî P - ïðåäñêàçóåìûìè ïðîöåññàìè. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñòðà-
òåãèè áûëè ïðåäñêàçóåìûìè ïðîöåññàìè; êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû
ñòðàòåãèè áûëè òàêîâû, ÷òî Xt ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò, ïî êðàéíåé ìåðå, îãðàíè÷åííûå ñòðà-
òåãèè. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòü Xt îáåñïå÷åíà; ïîêàæåì, ÷òî
EFsXt = Xs.

EFs(Xt −Xs) =
∫ t

s
EFsγuλdu−EFs

Nt∑

k=Ns+1

γτk
.

Ïîñêîëüêó òðàåêòîðèÿ S îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ τk, òî ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî γt - ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò t è τk, òàêèõ ÷òî τk < t,
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ò.å. γt = γ(τ1, . . . , τk; t), ïðè τk < t ≤ τk+1, â ÷àñòíîñòè, γτk
= γ(τ1, . . . , τk−1; τk).

EFs

Nt∑

k=Ns+1

γτk
=

= e−λ(t−s)
∞∑

n=0

λn

∫

s<t1<...<tn<t

dt1 . . . dtn

n∑

k=1

γ(τ1, . . . , τns , t1, . . . , tk−1; tk)

= e−λ(t−s)
∞∑

n=0

n∑

k=1

λn

∫

s<t1<...<tk<t

dt1 . . . dtkγ(. . . ; tk)
(t− tk)n−k

(n− k)!

=
∞∑

k=1

λk

∫

s<t1<...<tk<t

dt1 . . . dtkγ(. . . ; tk)e−λ(tk−s)

= λ

∫ t

s
dtke

−λ(tk−s)
∞∑

k=0

λk

∫

s<t1<...<tk

dt1 . . . dtk−1γ(. . . ; tk)

=
∫ t

s
EFsγuλdu.

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè áû γt = γ(τ1, . . . , τk; t) ïðè τk ≤ t < τk+1, òî òîãäà
γτk

= γ(τ1, . . . , τk; τk) è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ïðåäûäóùèõ âûêëàäêàõ
íå èìåëî áû ìåñòà.

Ïîñêîëüêó Xt - ìàðòèíãàë, òî áåçàðáèòðàæíîñòü ðûíêà äîêàçûâà-
åòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ðûíîê ïîëíûé. Ïóñòü f - íåêîòîðàÿ ïëàòåæíàÿ
ôóíêöèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò τ1, . . . , τN

T
. Äëÿ

k ≥ 0 è t1 < . . . < tk ≤ t îïðåäåëèì ôóíêöèþ

C(t1, . . . , tk, t) = e−λ(T−t)
∞∑

n=k

λn−k

∫

t<tk+1<...<tn<T

dtk+1 . . . dtnf(t1, . . . , tn).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî t:
∂C(t1, . . . , tk, t)

∂t
= λ[C(t1, . . . tk, t)− C(t1, . . . tk, t, t)]. (4.2)
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Ïîëîæèì γt = λ−1∂C(τ1, . . . , τk, t)/∂t, ãäå k = max{i : τi < t}, òîãäà
ñîãëàñíî (4.2)

∫ τk+1

τk

γtλdt = C(τ1, . . . , τk, τk+1)− C(τ1, . . . , τk, τk). (4.3)

Èç (4.1), (4.3) è ðàâåíñòâà C(τ1, . . . , τN
T
, T ) = f(τ1, . . . , τN

T
) ñëåäóåò, ÷òî

∫ T

0
γtdSt = f(τ1, . . . , τN

T
)− C(∅, 0),

ò.å. ñòðàòåãèÿ (C(∅, 0), {γt}) ÿâëÿåòñÿ õåäæåì, à ðûíîê - ïîëíûì.

4.2 Äèôôóçèÿ ñî ñêà÷êàìè
Ïóñòü çàäàíû âèíåðîâñêèé ïðîöåññ wt, íåçàâèñèìûé îò íåãî ïóàññîíîâ-
ñêèé ïðîöåññ Nt è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí αi, ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà [0, 1], íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè è îò ïðî-
öåññîâ wt, Nt. Ïîëîæèì Ñt =

∑Nt
i=1 αi è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ-àëãåáðû

Ft ïîðîæäåíû ïðîöåññàìè Ñt, wt. Ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåãðàë ïî ïðî-
öåññó Ñt àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îïðåäåëÿëñÿ èíòåãðàë ïî ïðîöåññó Nt.
Îäíàêî ìîæíî äàòü áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà - êàê èíòå-
ãðàëà ïî ìåðå â R+ × [0, 1], ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êàõ {(τi, αi)}. Ïîëî-
æèì J([0, t] × A) =

∑N
i=1 1A(αi). Ïóñòü çàäàíû ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåñ-

ñû ct(α) = ct(α, ω), ÿâëÿþùèåñÿ èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâåäåíèÿ σ-àëãåáð B([0, T ]) × B([0, 1]) × FT òî âûðàæåíèå äëÿ èí-
òåãðàëà ïî ìåðå J èìååò ïðîñòîé âèä:

ζt =
∫ t

0

∫ 1

0
cu(α)J(du, dα) =

Nt∑

i=1

cτi(αi).

Îòìåòèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì äîñòàòî÷íî ÷àñòíûé ñëó÷àé; îáùàÿ
òåîðèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñëó÷àéíûì ìåðàì èçëîæåíà, íàïðèìåð, â [4],
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[14]. Åñëè çàäàí ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ γt, òî èíòåãðàë
∫ t
0 γudζu îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ∫ t

0
γudζu =

∫ t

0

∫ 1

0
γucu(α)J(du, dα).

Ââåäåì åùå îäíó ìåðó µ(dt, dα) = J(dt, dα) − λ dt dα. Ïîñêîëüêó äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà A

E(J([0, t], A)|Fs) = J([0, s], A) + λ(t− s)Λ(A),

ãäå Λ - ëåáåãîâà ìåðà, òî ïðîöåññ µt(A) = µ([0, t], A) ÿâëÿåòñÿ ìàðòèí-
ãàëîì, à ñàìà ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ìàðòèíãàëüíîé.

Ïóñòü ïðîöåññû ct(α) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

E
∫ T

0
dt

∫ 1

0
dα c2(t, α) < ∞.

Äîêàçûâàåòñÿ (ñì. [14]), ÷òî ïðîöåññ ζt =
∫ t
0

∫ 1
0 cu(α)µ(du, dα) íà [0, T ]

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãàëîì è

Eζ2
t = E

∫ t

0
λdu

∫ 1

0
dα c2

u(α).

Äàëåå ïóñòü çàäàíû ïðîãðåññèâíî-èçìåðèìûå ïðîöåññû at, bt, òàêèå,
÷òî E

∫ T
0 (|bt|+ a2

t )dt < ∞. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïðîöåññ

xt = x0 +
∫ t

0
audwu +

∫ t

0
budu +

∫ t

0

∫ 1

0
cu(α)J(du, dα).

Äëÿ êðàòêîñòè ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

dxt = atdwt + btdt +
∫ 1

0
ct(α)J(dt, dα).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè bt = − ∫ 1
0 c(t, α)λdα ïðîöåññ zt ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì;

â ýòîì ñëó÷àå

Ex2
t = x2

0 + E
∫ t

0
du

(
a2

u + λ

∫ 1

0
dα c2(u, α)

)
.
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Äëÿ ïðîöåññà xt è ôóíêöèè f(t, x) ∈ C1,2 èìååò ìåñòî îáîáùåííàÿ
ôîðìóëà Èòî ([14], ñ. 143).

df(t, xt) =
[
∂f(t, xt−)

∂t
+ bt

∂f(t, xt−)
∂x

+
1
2
a2

t

∂2f(t, xt−)
∂x2

]
dt (4.4)

+ at
∂f(t, xt−)

∂x
dwt +

∫ 1

0
[f(t, xt− + c(t, α))− f(t, xt−)]J(dt, dα).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â áîëåå íà-
ãëÿäíîì âèäå - êàê f(t, xt) − f(t, xt−). Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ïðîöåññ yt = ext , òîãäà

dyt/yt− = (bt + 0.5a2
t )dt + atdwt +

∫ 1

0
[ec(t,α) − 1]J(dt, dα). (4.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû ôóíêöèè a(t, x), b(t, x) è c(t, x, α), òîãäà
ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

dxt = a(t, xt)dwt + b(t, xt)dt +
∫ 1

0
c(t, xt−, α)J(dt, dα) (4.6)

Åñëè âõîäÿùèå â íåãî ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíî ëèïøèöåâûìè ïî
x, òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ([14], ñ. 186).

Äàëåå ìû ïîñòðîèì ïðîöåññ öåí, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äèô-
ôóçèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè σ(t, x); ñ èíòåíñèâíîñòüþ m(t, x) (m(t, x) < λ)
â òî÷êå (t, x) ïðîècõîäèò ñêà÷îê; îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñêà÷êà èìååò
ðàñïðåäåëåíèå F (t, x; dy), ò.å. â òî÷êå (t, x) öåíà ìîæåò èçìåíèòñÿ íà
âåëè÷èíó xy. ×òîáû ïîñëå ñêà÷êà öåíà îñòàâàëàñü ïîëîæèòåëüíîé, áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ F (t, x; dy) áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà
(−1,∞), êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∫
R y2F (t, x; dy) < C. Ïîñêîëüêó

ðàñïðåäåëåíèÿ F (t, x; dy) íîðìèðîâàíû, òî m è F îïðåäåëÿþòñÿ ìåðàìè
ν(t, x; dy) = m(t, x)F (t, x; dy). Ââåäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F̃ (t, x; y) = (m(t, x)/λ)F (t, x; y) + (1−m(t, x)/λ)1R+(y).
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è îáîçíà÷èì ψ(t, x, α) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F̃ (t, x; y) = α, òàê ÷òî
∫ 1

0
ψ(t, x, α)λdα =

∫

R
yν(t, x; dy).

Èç óñëîâèé íà F ñëåäóåò, ÷òî ψ(t, x, α) > −1.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

dSt/St− = ρ(t, St)dt + σ(t, St)dwt +
∫ 1

0
ψ(t, St−, α)J(dt, dα). (4.7)

Ïðè ëèïøèöåâîñòè è îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ äàííîå óðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ââåäåì ïðîöåññ

xt = lnS0 +
∫ t

0
σ(u, Su)dwu +

∫ t

0

[
ρ(u, Su)− 1

2
σ2(u, Su)

]
du

+
∫ t

0

∫ 1

0
ln(1 + ψ(t, Su−, α))J(du, dα).

Èç (4.5) ñëåäóåò, ÷òî yt = ext óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.7). Òàêèì
îáðàçîì, ïðîöåññ St ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

St = S0 exp
(∫ t

0
σ(u, Su)dwu +

∫ t

0

[
ρ(u, Su)du− 1

2
σ2(u, Su)

]
du

)

×
Nt∏

i=1

(1 + ψ(τi, Sτi−, αi)). (4.8)

Ïóñòü Bt = B0e
rt; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ρ(t, x) = r −
∫ 1

0
ψ(t, x, α)λdα = r −

∫

R
yν(t, x; dy),

òîãäà äèñêîíòèðîâàííûå öåíû S̃t ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëîì è

dS̃t/S̃t− = σ(t, St)dwt +
∫ 1

0
ψ(t, St−, α)µ(dt, dα). (4.9)
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Ïóñòü çàäàíà ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ f = f(ST ). Ðàññìîòðèì õåäæèðî-
âàíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, ïðè êîòîðîì íóæíî íàéòè ñòðàòåãèþ π,
ìèíèìèçèðóþùóþ

E(X̃T − f̃)2 (4.10)

Ïîëîæèì C(t, x) = E(e−r(T−t)f |St = x); ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæèò C1,2. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Èòî äëÿ ìàðòèíãàëà

Ỹt = E(f̃ |Ft) = e−rtC(t, St) = C̃(t, St),

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

ỸT = Ỹ0 +
∫ T

0

∂C(t, St−)
∂x

S̃t−σ(t, St−)dwt (4.11)

+
∫ T

0

∫ 1

0
[C̃(t, St−(1 + ψ(t, St−, α))− C̃(t, St−)]µ(dt, dα).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü γt - ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ, òîãäà äèñêîíòè-
ðîâàííàÿ öåíà ïîðòôåëÿ ðàâíà

X̃T = X0 +
∫ T

0
γtdS̃t (4.12)

=
∫ T

0
γtS̃t−σ(t, St−)dwt +

∫ T

0

∫ 1

0
γtS̃t−ψ(t, St−, α)µ(dt, dα).

Âû÷èòàÿ (4.11) èç (4.12) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ỸT = f̃ , Y0 = Ef̃ , ïîëó÷àåì
ïîãðåøíîñòü õåäæèðîâàíèÿ

X̃T − f̃ = X0 −Ef̃ +
∫ T

0

[
γt − ∂C(St−, t)

∂x

]
S̃t−σ(t, St−)dwt

+
∫ T

0

∫ 1

0
[γtS̃tψ(t, St−, α)− C̃(t, St−(1 + ψ(t, St−, α))) +

+C̃(t, St−)]µ(dt, dα).
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Âîçâåäåì â êâàäðàò è âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

E(X̃T − f̃)2 = (X0 −Ef̃)2 + E
∫ T

0
dt

[
γt − ∂C(St−, t)

∂x

]2

S̃2
t−σ2(t, St−)

+ E
∫ T

0
dt

∫ 1

0
[γtS̃tψ(t, St−, α)− C̃(t, St−(1 + ψ(t, St−, α))

+C̃(St−, t)]2λdα.

Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íàõîäÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè îò γt. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü ìèíèìóì äëÿ E(X̃T − f̃)2, åñëè íàéäåì ñòðàòåãèþ γt, ìèíè-
ìèçèðóþùóþ ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ êàæäîãî t. Âçÿâ ïðîèç-
âîäíóþ ïî γt, è ïðèðàâíÿâ åå ê íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

[
γt − ∂C(t, St−)

∂x

]
σ2(t, St−)S̃2

t−

+
∫ ∞

−1
ν(t, St−; dy)[γtS̃t−y − C̃(t, St−(1 + y)) + C̃(St−, t)]S̃t−y = 0.

Îòñþäà íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ γt. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1 Îïòèìàëüíàÿ ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîìó êðèòåðèþ ñòðà-
òåãèÿ èìååò âèä X0 = C(T, S0), γt = ∆(t, St−), ãäå

∆(t, x) =
σ2(t, x)∂C(t,x)

∂x + 1
x

∫
ν(t, x; dy)y[C(t, x(1 + y))− C(t, x)]

σ2(t, x) +
∫

ν(t, x; dy)y2
.

4.3 Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè
Ðàññìîòðèì ïðîöåññ xt, çàäàííûé (4.6); àíàëîãè÷íî ïàðàãðàôó 3.3.3 ïî-
ñòðîèì îöåíêè ìåòîäà ñóùåñòâåííîé âûáîðêè äëÿ Cθ = Efθ(x(.)).
Ïóñòü çàäàíû ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû ζt è ηt(α), òàêèå, ÷òî

η(t, α) > −1, ζ2
t +

∫ 1

0
η2

t (α)dα 6 D(t),
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ãäå D(t) - íåñëó÷àéíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ íà [0, T ] ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì
ïðîöåññ

ρt = ρt(ζ, η) = exp
(∫ t

0
ζudwu −

∫ t

0
du

[
0.5ζ2

u +
∫ 1

0
ηu(α)λdα

])
×

×
Nt∏

i=1

(1 + ητi(αi)).

Ýòîò ïðîöåññ èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë

dρt/ρt− = ζtdwt +
∫ 1

0
η(t, α)µ(dt, dα).

Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ ρT - èíòåãðèðóåìàÿ ñ.â. è, çíà÷èò,
ìàðòèíãàë. Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîâóþ ìåðó dP̃ = ρT dP è ïîñòðîèòü
îöåíêè C̃θ = fθ/ρ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè: ẼC̃θ = Cθ. Íàøà
çàäà÷à - ìèíèìèçèðîâàòü

∫

Θ
ẼC̃2

θQ(dθ) (4.13)

ïî ζt è ηt(α). Äëÿ ìàðòèíãàëà µ̃t, îïðåäåëåííîãî â ïàðàãðàôå 3.3.3, èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå ([16], ñòð. 68)

µ̃t = µ̃0 +
∫ t

0
α̃udwu +

∫ t

0

∫ 1

0
β̃u(α)µ(du, dα), (4.14)

ãäå α̃t, β̃u(α) - ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû. Ïîêàæåì, ÷òî ìèíèìóì (4.13)
äîñòèãàåòñÿ ïðè

ζt = ζ̃t = α̃t/µ̃t, ηt(α) = η̃t(α) = β̃t(α)/µ̃t−.

Äåéñòâèòåëüíî,

ln µ̃T = ln µ̃0 +
∫ T

0

α̃t

µ̃t
dwt − 1

2

∫ T

0
dt

α̃2
t

µ̃2
t

−
∫ T

0
λdt

1
µ̃t

∫ 1

0
dαβ̃t(α)
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+
∫ T

0

∫ 1

0
[ln(µu− + β̃u(α))− ln(µ̃u−)]J(du, dα)

= ln µ̃0 +
∫ T

0
ζ̃tdwt − 1

2

∫ T

0
ζ̃2
t dt−

∫ T

0
λdt

∫ 1

0
dαη̃t(α)

+
∫ T

0
ln(1 + η̃t(α))J(dt, dα) = ln µ̃0 + ln ρT (ζ̃, η̃).

Òàêèì îáðàçîì, ρT = µ̃T /µ̃0. Òàêæå êàê â ïàðàãðàôå 3.3.3 îòñþäà ñëå-
äóåò îïòèìàëüíîñòü ζ̃, η̃.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ðûíîê îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (4.9), à
îïöèîí - ïëàòåæíîé ôóíêöèåé (3.38), òîãäà äëÿ ìàðòèíãàëà µ̃t èìååò
ìåñòî ôîðìóëà (3.39). Ïðèìåíÿÿ îáîáùåííóþ ôîðìóëó Èòî, ïîëó÷àåì,
÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (4.14) ïðîöåññû α̃t è β̃t(α) èìåþò âèä:

α̃t = e−rtũ′x (t, St, Yt) σ(t, St)St,

β̃t(α) = e−rt[ũ(t, St−(1 + ψ(t, St−, α)), Yt)− ũ(t, St−, Yt)].

101



102



Ëèòåðàòóðà

[1] A. H. Øèðÿåâ, Þ. Ì. Êàáàíîâ, Ä. Î. Êðàìêîâ, À. Â. Ìåëüíèêîâ.
Ê òåîðèè ðàñ÷åòîâ îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî è àìåðèêàíñêîãî òèïîâ.
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. Òîì 39, âûï.1, 1994.

[2] À. Í. Øèðÿåâ. Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè.
Ìîñêâà. Ôàçèñ. 1998.

[3] Ð. Ø. Ëèïöåð, À. Í. Øèðÿåâ. Ñòàòèñòèêà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Ìîñêâà. Íàóêà. 1974.

[4] Æ. Æàêîä, À. Í. Øèðÿåâ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Ìîñêâà. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà. 1994.

[5] M. Broadie, P. Glasserman. A stochastic mesh method for pricing high-
dimensional American options. Journal of Computational Finance.
Volume 7 / Number 4, Summer 2004.

[6] F. Black, M. Scholes. The Pricing of Options and Corporate Liabilities.
Journal of Political Economy, 1973, Vol.81, No. 3, p. 637-654.

[7] J. C. Hull. Options, Futures, & Other Derivatives. 4-th Edition.
Prentice-Hall. 2000.

[8] R. Rebonato. Interest-Rate Options Models. Second edition. John
Wiley & Sons. Chichester, New York, Weinheim, Brisbane, Singapore,
Toronto. 1998.

103



[9] V. Bally, L. Caramellino, A. Zanette. Pricing and hedging American
options by Monte Carlo methods using a Malliavin calculus approach.
Journal of Monte Carlo Methods and Applications, 2005, Vol. 11, No
2, p. 97 � 134.

[10] À. Ä. Âåíòöåëü. Êóðñ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ìîñêâà. Íàóêà.
1975.

[11] Ì. Äæ. Êåíäàëë, À. Ñòüþàðò. Òåîðèÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ìîñêâà. Íà-
óêà. 1966.

[12] Ê. Èòî, Ã. Ìàêêèí. Äèôôóçèîííûå ïðîöåññû è èç òðàåêòîðèè.
Ìîñêâà. Ìèð. 1968.

[13] Â. Â. Ïåòðîâ. Ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ìîñêâà.
Íàóêà. 1972.

[14] È. È. Ãèõìàí, À. Â. Ñêîðîõîä. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ò. 3.
Ìîñêâà. Íàóêà. 1975.

[15] D. Talay. Probabilistic numerical methods for partial di�erential
equations. In: Probabilistic Models for Nonlinear Partial Di�erential
Equations. Lecture Note in Mathematics, 1627, pp. 148-196. Springer.
Berlin, Heidelberg. 1996.

[16] Rong Situ. Theory of stochastic di�erential equations with jumps and
Applications. Springer Science + Business Media, Inc. 2005.

[17] Ï. Áîòåâ. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ñåòêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíû ìíîãî-
ìåðíûõ îïöèîíîâ àìåðèêàíñêîãî òèïà. Â ñá. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî
â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå. còð. 5 - 35, ðåä. Ñ.Ì. Åðìàêîâ è Þ.Í.
Êàøòàíîâ. Òèïîãðàôèÿ ÍÈÈÕ ÑÏáÃÓ. 2006.

[18] A. A. Gormin, Y. N. Kashtanov. The weighted variance minimization
for option pricing. Journal of Monte Carlo Methods and Applications,
Vol. 13, N 5-6, pp. 333 - 351, 2007.

104



[19] A. A. Gormin, Y. N. Kashtanov. The weighted variance minimization
in jump-di�usion stochastic volatility models. Monte Carlo and Quasi-
Monte Carlo Methods 2008, pp. 383-394. Springer, Berlin, 2009.

105


