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Глава 1

Модели с дискретным
временем

Дискретная модель рынка была разработана в статьях Кокса, Росса,
Рубинштейна [1], Харрисона, Крепса [2] и подробно изложена в работах
Ширяева и др. [3, 4]; метод стохастической сетки для оценивания опци-
она американского типа был предложен в статье Глассермана и Броади
[7], см. также монографию Глассермана [8].

Везде в этой главе будем предполагаем, что задано вероятностное
пространство (Ω,F ,P) с потоком σ-алгебр Fn, n = 0, 1, . . . , N . Мы будем
рассматривать последовательности неотрицательных Fn-измеримых слу-
чайных величин Sn, n = 0, . . . , N , которые будем интерпретировать как
цены некоторых ценных бумаг. Будем обозначать ∆Sn = Sn − Sn−1;
доходность в момент n определим как ρn = ∆Sn/Sn−1; последователь-
ность цен Sn в свою очередь может быть выражена через доходности:
Sn = S0(1 + ρ1) . . . (1 + ρn).

1.1 Модель B-S рынка

Свое название данная модель получила по той причине, что в ней рас-
сматриваются два вида ценных бумаг: облигации (bonds) и акции (stocks).
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Облигации. В простейшем случае, облигация - это ценная бумага, об-
ладатель которой получает фиксированный доход (будем полагать его
равным 1) в момент времени t; цену облигации в момент времени n 6 t
будем обозначать Pn(t) и считать, что это Fn-измеримые случайные
величины, удовлетворяющие условию Pt(t) = 1. Текущая процентная
ставка (current interest rate) определяется как доходность облигации с
ближайшим сроком погашения:

rn = (Pn(n)− Pn−1(n))/Pn−1(n) = (1− Pn−1(n))/Pn−1(n).

Таким образом, rn являются Fn−1 измеримыми величинами. Из эко-
номических соображений Pn−1(n) 6 1, так что rn > 0. С понятием
текущей процентной ставки тесно связана последовательность

Bn = B0(1 + r1) . . . (1 + rn),

которая называется «банковский счет» (см. [4]) Отметим, что случайная
величина Bn являются Fn−1 измеримой и, кроме того, последователь-
ность Bn - неубывающая.
Акции. Акция (a share of stock) - это ценная бумага, дающая облада-
телю право владения некоторой частью имущества, активов и доходов
корпорации (см. [14]). Цену акции в момент времени n будем обозначать
Sn, считая, что это неотрицательная, Fn-измеримая случайная величи-
на.

Часто рассматривается модель рынка, в которой владельцу акции в
момент времени n выплачиваются дивиденды δn, которые мы будем счи-
тать Fn-измеримыми случайными величинами. Если дивиденды неслу-
чайные и в момент времени k выплачиваются дивиденды в размере δk,
то в момент времени n < k их можно рассматривать как фиксирован-
ный доход в будущем. Цена такого актива в момент времени n равна
δkPn(k), а цена акции представляется в виде

Sn = Rn +

N∑
k=n+1

δkPn(k),
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где Rn - неотрицательная Fn-измеримая случайная величина.

Мы будем рассматривать также ситуации, когда заданы цены не
одной, а нескольких акций Sin, i = 1, . . . , d. Кроме того, банковский счет
Bn в некоторых случаях тоже можно рассматривать как цену акции; в
этом случае будем обозначать его S0

n.

1.2 Портфель ценных бумаг

Введем понятие торговой стратегии (портфеля). Стратегией π будем на-
зывать набор Fn-измеримых случайных величин γin, i = 0, . . . , d. Слу-
чайная величина γin обозначает количество бумаг i-го типа в момент
времени n, πn =

{
γin
}d
i=0

- состояние портфеля в момент времени n. Как
и в случае с ценами, величину γ0n обозначим особым образом γ0n = βn
- денежные средства на банковском счете. Отметим, что все величины
могут быть как положительными, так и отрицательными. Отрицатель-
ная величина на банковском счете означает взятие в долг, отрицатель-
ная позиция по акциям для трейдеров также возможна и называется
«короткой» (short) позицией.

Цена портфеля в момент времени n обозначается символом Xπ
n и

определяется естественным образом: Xπ
n =

d∑
i=0

γinS
i
n. Последнюю сумму

обозначим (γn, Sn). Сумму, в которой индекс i пробегает значения от 1

до d, будем обозначать в виде произведения без скобок: γnSn =
d∑
i=1

γinS
i
n,

так что Xπ
n может быть представлено в виде Xπ

n = βnBn + γnSn.
Для стратегии π введем понятие самофинансируемости: стратегия

называется самофинансируемой, если (γn, Sn) = (γn−1, Sn) для любого
n. Условие самофинансируемости можно записать как (∆γn, Sn) = 0.
Поскольку ∆Xn может быть представлено в виде ∆Xπ

n = (∆γn, Sn) +
(γn−1,∆Sn), то отсюда следует, что ∆Xπ

n = (γn−1,∆Sn) и, следователь-
но,
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Xπ
n = Xπ

0 +

n∑
k=1

(γk−1,∆Sk). (1.1)

Отметим, что условие самофинансируемости позволяет выразить
значение βk через значения γik, i = 1, . . . , d. Поэтому для самофина-
сируемой стратегии достаточно задавать X0 и γik, i = 1, . . . , d и под
стратегией π мы можем понимать пару (X0, {γik}di=1

N
k=0).

Рассмотрим понятие дисконтирования. Введем величину αn = B0/Bn,
которую будем называть коэффициентом дисконтирования . Отметим,
что величина αn может быть вырaжена в виде

αn =
1

(1 + r1) . . . (1 + rn)
.

Цены, умноженные на коэффициент дисконтирования, будем называть
дисконтированными и обозначать тем же символом с добавлением знач-
ка ,̃ например, S̃in = αnS

i
n. Иногда будем использовать также величину

αk,n =
1

(1 + rk) . . . (1 + rn)
.

Дисконтированная цена портфеля имеет представление X̃n = (γn, S̃n).
Кроме того, для дисконтированных цен выполнено условие самофинан-
сирования (∆γn, S̃n) = 0. Следовательно, для дисконтированных цен
выполняется аналог равенства (1.1):

X̃π
n = X̃π

0 +
n∑
k=1

(γk−1,∆S̃k). (1.2)

Учитывая, что ∆B̃k = 0, а также принятые обозначения, перепишем
(1.2) в виде

X̃π
n = X̃π

0 +

n∑
k=1

γk−1∆S̃k. (1.3)
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В случае, когда по акциям выплачиваются дивиденды (δin), условие
самофинансируемости определяется равенством:

βnBn + γnSn = βn−1Bn + γn−1(Sn + δn).

Для дисконтированных цен получаем формулу

X̃π
n = X̃π

0 +
n∑
k=1

γk−1(∆S̃k + δ̃k). (1.4)

1.3 Безарбитражность

Дадим определение: рынок называется безарбитражным, если для лю-
бой стратегии π, такой что Xπ

0 = 0 и Xπ
N > 0 п.н. следует, что Xπ

N = 0
п.н.

Пользуясь непосредственно определением, легко показать, что в слу-
чае, когда банковский счет является детерминированной последователь-
ностью, из безарбитражности следует выражение для цены облигации

Pn(t) = αn+1,t. (1.5)

Действительно, предположим, что для некоторых n и t существует со-
бытие Ωn,t ∈ Fn положительной вероятности, такое что для ω ∈ Ωn,t
имеет место неравенство Pn(t) < αn+1,t, тогда стратегия βk = −Pn(t)/Bn,
γk = 1, при k = n, . . . , t, ω ∈ Ωn,t, и равная нулю в противном случае,
является арбитражем, поскольку

Xt = −Pn(t)
Bn

Bt + 1 > 0.

Аналогично рассматривается случай Pn(t) > αn+1,t.

Сформулируем достаточное условие безарбитражности B-S рынка.
Напомним, что последовательность случайных величин Mn на вероят-
ностном пространстве {Ω,Fn,P} называется мартингалом, если выпол-
нены следующие условия: E|Mn| <∞ и E(Mn|Fn−1) =Mn.

В дальнейшем условное математическое ожидание E(ξ|F) для удоб-
ства обозначений будем иногда записывать в виде EFξ.
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Теорема 1.1 Пусть существует мера P̃, эквивалентная исходной ме-
ре P и такая, что S̃n является мартингалом относительно {Ω,Fn, P̃},
тогда рынок - безарбитражный.

Предварительно докажем две леммы.

Лемма 1.1 Пусть последовательность Mn представима в виде Mn =

M0+
n∑
k=1

Yk∆Zk, E|M0| <∞, Yk - Fk−1-измеримы, Zk-мартингал, тогда

1. EFn−1 |Mn| <∞ п.н.;

2. EFn−1Mn =Mn−1 п.н.

Доказательство. Обозначим через Ijn индикатор следующего множе-
ства Ajn = {ω : |Yk| ≤ j, k = 1, . . . , n} и введем величины Y j

k = YkI
j
k,

M j
n = M0 +

n∑
k=1

Y j
k∆Zk. Последовательность M j

n образует мартингал.

Действительно,

E|M j
n| ≤ E|M0|+

n∑
k=1

E|Y j
k∆Zk| ≤ E|M0|+ j

n∑
k=1

E|∆Zk| <∞,

EFn−1M
j
n =M0 +

n−1∑
k=1

Y j
k∆Zk + Y j

n EFn−1∆Zn =M j
n−1.

Заметим, что Ijn - Fn−1 - измеримы и IjnIjk = Ijn при k ≤ n, поэтому

IjnEFn−1 |Mn| = EFn−1 |Mn|Ijn = EFn−1 |M j
n|Ijn

п.н.
< ∞.

Поскольку Ijn → 1 п.н. при j → ∞, то EFn−1 |Mn| <∞ п.н. Аналогично,

IjnEFn−1Mn = IjnEFn−1M
j
n = IjnM

j
n−1 = IjnMn−1.

Устремляя j к ∞, получим второе утверждение леммы.
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Лемма 1.2 Пусть в условиях предыдущей леммы для некоторой кон-
станты C > 0 выполнено MN ≤ C или MN ≥ −C, тогда последова-
тельность Mn является мартингалом.

Доказательство. Фактически доказать остается только конечность
математического ожидания случайных величин Mn. Пусть MN ≥ −C,
тогда, используя неравенство Йенсена и предыдущую лемму, получим

C ≥ EFN−1
M−
N ≥

(
EFN−1

MN

)−
=M−

N−1.

Индукцией получаем, что Mn ≥ −C для любого n. Далее, используем
лемму Фату:

EM+
n = E lim

j
(M j

n)
+ ≤ lim inf

j
E(M j

n)
+ = lim inf

j

(
EM j

n +E(M j
n)

−)
≤ EM0 +Emax

k≤n
M−
k ≤ EM0 + C.

Лемма доказана.
Используя приведенные выше леммы, докажем теорему 1.1. По фор-

муле (1.3) и условиям теоремы

X̃N = X̃0 +

N∑
k=1

γk−1∆S̃k > 0.

Пусть S̃n - мартингал по мере P̃, тогда из леммы 1.2 следует, что X̃n

- мартингал по той же мере, следовательно, ẼX̃N = X̃0 = 0 и, значит,
XN = 0 P̃-п.н. Поскольку P̃ эквивалентна исходной мере P, то XN = 0
P-п.н. Безарбитражность доказана.

Замечание. Отметим часто встречающиеся формулировки условия
мартингальности. Введем величину Fn−1 = (1+rn)Sn−1 («фьючерсная»
цена), тогда условие мартингальности можно записать в виде

Ẽ(Sn|Fn−1) = Fn−1. (1.6)

Учитывая, что Sn = (1 + ρn)Sn−1, имеем также

Ẽ(ρn|Fn−1) = rn. (1.7)
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Следствие 1. Предположим, что для некоторой меры P̃ цены облига-
ций могут быть выражены в виде

Pn(t) = ẼFnαn+1,t. (1.8)

Заметим, что такое представление согласуется с (1.5). В этом случае
рынок, состоящий из банковского счета и облигаций, является безар-
битражным. Действительно, в этом случае P̃n(t) = ẼFnα1,t, т.е. дискон-
тированные цены облигаций являются мартингалом.

Следствие 2. Если рассматривается модель с дивидендами, то из до-
казательства леммы и представления (1.4) следует, что для безарбит-
ражности достаточно потребовать, чтобы мартингалом была последо-
вательность S̃n+

∑n
k=1 δ̃k. Если дивиденды – детерминированные вели-

чины, то последнее выражение может быть переписано в виде

R̃n +
N∑

k=n+1

δkP̃n(k) +
n∑
k=1

δ̃k.

Предположим, что для Pn(k) имеет место представление (1.8). Пока-
жем, что величины

Zn =

n∑
k=1

δ̃k +

N∑
k=n+1

δkP̃n(k).

образуют мартингал. Математическое ожидание величин Zn конечно и,
кроме того

ẼFn−1Zn =

n−1∑
k=1

δ̃k + δnαn +

N∑
k=n+1

δkP̃n−1(k).

Учитывая что αn = αn−1
1

1+rn
= αn−1Pn−1(n) = P̃n−1(n), получаем, что

ẼFn−1Zn = Zn−1. Таким образом, для безарбитражности рынка с детер-
минированными дивидендами достаточно потребовать, чтобы мартин-
галом была последовательность R̃n.
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Биномиальная модель. Предположим, что при фиксированной тра-
ектории S0, S1, . . . Sn−1 случайная величина Sn может принять только
два значения Sn(d) и Sn(u). Будем считать, что величины Sn(d) и Sn(u),
также как и текущая процентная ставка rn, являются функциями от
S0, S1, . . . Sn−1. Такой рынок будем называть биномиальным. Условие
мартингальности (1.6) имеет вид p̃nSn(u)+(1− p̃n)Sn(d) = Fn−1, откуда
имеем

p̃n =
Fn−1 − Sn(a)

Sn(u)− Sn(d)
. (1.9)

Если выполняются неравенства Sn(d) < Fn < Sn(u), то 0 < p̃n < 1
и значит формула (1.9) определяет мартингальную меру. Тем самым,
в биномиальной модели мартингальная мера определяется однозначно.
Умножив числитель и знаменатель на αn, получим представление

p̃n =
S̃n−1 − S̃n(a)

S̃n(u)− S̃n(d)
. (1.10)

Если положить an = ρn(d), bn = ρn(u), то получаем выражение через
доходности:

p̃n =
rn − an
bn − an

.

Выбор мартингальной меры. В общем случае, множество мар-
тингальных может состоять более, чем из одной меры и естественно рас-
сматривать ту мартингальную меру, которая в каком-то смысле близка
к исходной. Выберем какую-то выпуклую функцию g(x) и рассмотрим
в качестве критерия близости мартингальной меры Q к исходной мере
P величину

RP(Q) =

∫
Ω
g(dQ/dP)dP. (1.11)

Если, например, положить g(x) = 0.5(
√
x − 1)2, то RP(Q) = H2(P,Q),

где H - расстояние Хеллингера. Часто рассматривается в качестве кри-
терия близости относительная энтропия, что соответствует выбору g(x) =
x ln(x). Мартингальная мера Q выбирается таким образом, чтобы ми-
нимизировать RP(Q).
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Рассмотрим пример. Пусть исходная мера порождается переходны-
ми плотностями pn(x1, . . . , xn−1;xn), текущая процентная ставка r рав-
на нулю, а g(x) = x2. Пусть некоторая мера Q, порождается плотностя-
ми qn(x1, . . . , xn−1;xn), тогда

RP(Q) =

∫
RN

dx1 . . . dxN
q21
p1
. . .

q2N
pN

.

Отметим, что для любой переходной плотности qn(x1, . . . , xn−1;xn), по-
рождающей мартингальную меру, и для любых λ, µ, не зависящих от
xn выполнено равенство∫ ∞

0
dxn(λ+ µxn)qn = λ+ µxn−1.

Положим λ∗N+1 = 1, µ∗N+1 = 0, и предположим, что для n = N, . . . , 1
система уравнений

∞∫
0

dxn pn
λn+µnxn

λ∗n+1+µ
∗
n+1xn

= 1,

∞∫
0

dxn pn
λn+µnxn

λ∗n+1+µ
∗
n+1xn

xn = xn−1,

(1.12)

имеет неотрицательное решение λ∗n, µ∗n. Обозначим hn(x) = λ∗n + µ∗nx.
Покажем, что оптимальная по выбранному критерию мартингральная
мера порождается переходными плотностями

q∗n = pn
hn(xn)

hn+1(xn)
.

Действительно, для произвольной мартингальной плотности qn имеем∫ ∞

0

q2n
pn
hn+1(xn)dxn =

∫ ∞

0

q2n
q∗n
hn(xn)dxn =

=

∫ ∞

0
q∗nhn(xn) +

∫ ∞

0

(qn − q∗n)
2

q∗n
hn(xn−1) > hn(xn−1).

12



С другой стороны,
∫∞
0 (q∗n)

2/pnhn+1(xn)dxn = hn(xn−1). Поэтому,

RP(Q) =

∫
RN−1

dx1 . . . dxn
q21
p1
. . .

q2N−1

pN−1

∫
R
dxN

q2N
pn

>
∫
RN−1

dx1 . . . dxN−1
q21
p1
. . .

q2N−1

pN−1
hN (xN−1) > . . .

> h1(x0) =

∫
R
dx1

(q∗1)
2

p1
h2(x1) = . . .

=

∫
RN

dx1 . . . dxN
(q∗1)

2

p1
. . .

(q∗N )
2

pN
.

Пусть процесс цен имеет вид Sn = Sn−1e
σξn+τ , где ξn - независимые

стандартные нормальные случайные величины, тогда

pn(x1, . . . , xn−1;x) =
d

dx
P

(
ξn <

ln x
xn−1

− τ

σ

)

=
1√
2π

exp

(
−
(ln x

xn−1
− τ)2

2σ2

)
1

xσ
. (1.13)

Система уравнений (1.12) при n = N после замены xN = xN−1e
σy при-

нимает вид 
∫
R

dy φ(y)(λN + µNxN−1e
σy+τ ) = 1,

∫
R

dy φ(y)(λN + µNxN−1e
σy+τ )eσy+τ = 1,

где φ(y) - плотность нормального распределения. Решение этой системы
имеет вид

µN =
1− a1
a2 − a21

1

xN−1
,

λN =
a2 − a1
a2 − a21

,
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где a1 = e0.5σ
2+τ , a2 = e2σ

2+2τ . Если −1.5σ2 6 τ 6 −0.5σ2, то λN , µN > 0
и, кроме того, hN (xN−1) не зависит от xN−1. Таким образом, оптималь-
ная мартингальная мера порождается плотностью для величин ξn, рав-
ной

qξ(x) = λφ(x) + (1− λ)φ(x− σ).

Отметим, что в данной модели обычно используется другая мартин-
гальная мера, при которой плотность ξn имеет вид qξ(x) = φ(x+0.5σ+
τ/σ).

1.4 Форварды и фьючерсы

Форвард - эта контракт, по которому один из участников обязуется
продать, а другой из участников обязуется купить некоторый актив в
определенный момент времени t по определенной цене. Эта цена назы-
вается форвардной ценой; обозначим ее Φn(t), где n - момент заключе-
ния контракта. Естественно считать, что величина Φn(t) - Fn-измерима
и Φt(t) = St.

Опишем данный контракт в терминах некоторой «акции» на пер-
вичном рынке. В момент заключения контракта ни один из участников
не затрачивает никаких средств, поэтому мы можем интерпретировать
форвардный контракт как некоторую «акцию», которая имеет нулевую
цену, но по которой в момент времени t выплачиваются дивиденды. Для
определенности будем считать, что участник контракта, который обя-
зуется купить оговоренный актив, имеет «длинную» позицию по этой
«акции» (т. е. в его портфеле форвардный контракт считается со зна-
ком плюс), а участник, который обязуется его продать имеет «корот-
кую» позицию. Тогда, как нетрудно видеть, размер дивиденда равен
St −Φn(t). Портфель, состоящий из форвардного контракта, имеет ну-
левую цену до момента t, а в момент t цена портфеля становится равной
St−Φn(t). Отметим некоторые особенности данной «акции»: в отличие
от реальных дивидендов, «дивиденды» у данной бумаги могут быть как
положительными, так и отрицательными; кроме того, количество «ак-
ций» данного типа в портфеле может изменится только один раз – в
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момент заключения контракта.
Фьючерс. Определение фьючерсного контракта не отличается от

форвардного, но при фьючерсном контракте в качестве посредника вы-
ступает биржа. Цену поставки актива (фьючерсную цену) будем обо-
значать Fn(t). Биржа организует выполнение контракта таким образом,
что при изменении фьючерсных цен с Fn(t) на Fn+1(t) со счета продав-
ца актива на счет покупателя поступают денежные средства в размере
Fn+1(t)−Fn(t). Как и в случае форвардного контракта, мы можем рас-
сматривать эти средства как выплату дивидендов в момент n+1; сумма
этих «дивидендов» равна St − Fn(t).

Теорема 1.2 Предположим, что существует мера P̃, относительно
которой дисконтированные цены акций S̃n - мартингал, а форвардные
и фьючерсные цены равны соответственно

Φ∗
n(t) = Sn/ẼFn(Bn/Bt), F ∗

n(t) = ẼFnSt, (1.14)

тогда рынок, состоящий из банковского счета, акций, форвардных и
фьючерсных контрактов, является безарбитражным.

Доказательство. Рассмотрим рынок, состоящий из активов четырех
типов: банковского счета с ценами Bk, акции с ценами S1

k , форвардного
контракта с моментом заключения n2, сроком исполнения t2 и фью-
черсного контракт с моментом заключения n3, сроком исполнения t3.
Обозначим соответствующие «дивиденды» через

δ2n = 1{n=t2}
(
S1
t2 − Φ∗

n2
(t2)
)
, δ3n = 1{n3<n6t3}

(
F ∗
n(t3)− F ∗

n−1(t3)
)
.

Рассмотрим произвольную стратегию {γin}, i = 0, . . . , 3. Будем считать,
что N > t2, t3. По формуле (1.4) имеем

X̃N = X0 +
N∑
k=1

γi−1(∆S̃i + δ̃i)

= X0 +

N∑
i=1

γ1i−1∆S̃
1
i + γ2n2

δ̃2t2 + γ3n3

t3∑
i=n3+1

δ̃3i .
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Предположим, чтоX0 = 0 и возьмем математическое ожидание по мере,
относительно которой S̃1

n - мартингал, тогда

ẼX̃N = Ẽγ2n2
ẼFn2

δ̃2t2 +

t3∑
i=n3+1

Ẽγ3n3
αkẼFi−1δ

3
i .

Сосчитаем условные ожидания:

ẼFn2
δ̃2t2 = ẼFn2

B0

Bt2

(
St2 − Φ∗

n2
(t2)
)
=

B0

Bn2

Sn2 − Φ∗
n2
(t2)ẼFn2

B0

Bt2

=
B0

Bn2

Sn2 −
Sn2B0

ẼFn2

Bn2
Bt2

ẼFn2

1

Bt2
= 0,

ẼFk−1
δ3k = ẼFk−1

(
F ∗
k (t3)− F ∗

k−1(t3)
)
= ẼFi−1ẼFiS

1
t3 − F ∗

i−1(t3) = 0.

Таким образом, ẼX̃N = 0. Если предположить, что XN > 0, то отсюда
следует, что XN = 0 п.н. и это означает, что рынок безарбитражный.

Замечание 1. Из теоремы следует, что F ∗
n−1(n) = Sn−1(1 + rn), что

согласуется с обозначениями в формуле (1.6).
Замечание 2. Если Bk - детерминированная последовательность, то
несложно показать, что F ∗

k (t) = Φ∗
k(t).

Замечание 3. В принципе, могут существовать и другие безарбитраж-
ные цены, но если Bk - детерминированная последовательность и рынок
безарбитражный, то Fk(t) = Φk(t) = F ∗

k (t) = Φ∗
k(t). Действительно, если

предположить, что при некотором n существует множество Ωn ∈ Fn, та-
кое, что P(Ωn) > 0 и для ω ∈ Ωn Φn(t) < Φ∗

n(t), то можно использовать
стратегию, при которой

γ0k = S1
n/Bn, γ1k = −1, γ2k = 1 для k > n и ω ∈ Ωn,

в противном случае полагаем все γik = 0. Эта стратегия самофинанси-
руемая и с положительной вероятностью

Xt = (S1
n/Bn) ·Bt + (−1) · S1

t + 1 · (S1
t − Φ(t)

n ) = Φ∗
n(t)− Φn(t) > 0,
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что противоречит безарбитражности.
Замечание 4. Рассмотрим в качестве первичного актива облигацию со
сроком погашения T > t. Цена облигации в момент времени n равна
Pn(T ) = ẼFnαn+1,T , поэтому, применяя теорему, получим, что безар-
битражные форвардные и фьючерсные цены на облигацию равны со-
ответственно

Φ∗
k(t) = ẼFk

αk+1,T /ẼFk
αk+1,t и F ∗

k (t) = ẼFk
αt+1,T .

1.5 Опцион европейского типа

Опцион - это некоторый контракт, в котором

• оговорены покупатель и продавец контракта;

• продавец контракта имеет определенные в контракте финансовые
обязательства перед покупателем (например, купить или продать
некоторый актив в будущем по определенной цене);

• покупатель имеет право исполнить или не исполнить данный кон-
тракт.

Основными видами опциона являются опцион покупки (call option) и
опцион продажи (put option). Опцион покупки характеризуется ценой
поставки актива (strike price) K и датой исполнения (expiration date)
N . Если в момент времени N цена актива SN > K, то покупателю
(обладателю) опциона выгодно его исполнить. Продавец опциона при
этом может вместо того, чтобы поставлять актив по цене K, выплатить
денежные средства в размере SN − K, а обладатель опциона добавив
к ним денежные средства в размере K, приобрести актив по рыночной
цене. Если же в момент времени N цена актива SN 6 K, обладателю
опциона невыгодно его исполнить и формально продавец опциона вы-
плачивает 0 денежных средств. Объединяя оба эти случая, можно гово-
рить о том, что опцион покупки полностью характеризуется платежной
функцией f = (SN −K)+. Аналогичные рассмотрения показывают, что
платежная функция опциона продажи равна f = (K − SN )

+.
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В настоящее время имеется большое количество различных видов
опционов («экзотические» опционы), платежная функция которых за-
висит от траектории последовательности {Sn}, например, для «азиат-
ского» опциона цена исполнения равна среднему значению по траек-
тории, для опциона «с последействием» - максимальному или мини-
мальному значению. Мы будем предполагать, что платежная функция
f - это FN -измеримая случайная величина. Через f̃ будем обозначать
дисконтированную платежную функцию: f̃ = αNf .

1.5.1 Хеджирование. Цена опциона.

Хеджем (от hedge - ограждать) называется такая стратегия, которая в
каком-то смысле ограждает продавца от потерь, связанных с выплата-
ми по платежной функции. Если определено множество хеджей Π, то
справедливой ценой опциона называется величина C(f) = inf

π∈Π
Xπ

0 .

Определим хедж как стратегию π = (X0, {γn}), при которой Xπ
N > f

п.н. Пусть существует эквивалентная мартингальная мера P̃ и π явля-
ется хеджем, тогда из данного определения и леммы 1.2 следует, что X̃π

n

является мартингалом по мере P̃ и X̃π
0 = ẼX̃π

N > Ẽf̃ . Отсюда получаем,
что C(f) > Ẽf̃ .

Теорема 1.3 В биномиальной модели рынка C(f) = Ẽf̃ .

Доказательство. Достаточно построить хедж с начальным капиталом
Ẽf̃ . Рассмотрим мартингал Mn = Ẽ(f̃ |Fn); он является функцией от
величин S1, . . . , Sn: Mn = mn(S1, . . . , Sn). Кроме того,

Ẽ(Mn|Fn−1) = mn(S1, . . . , Sn(u))p̃n +mn(S1, . . . , Sn(d))(1− p̃n)

= mn−1(S1, . . . , Sn−1),

где p̃n имеет вид (1.10). Отсюда следует, что

mn(S1, . . . , Sn−1, Sn(u))−mn−1

S̃n(u)− S̃n−1

=
mn(S1, . . . , Sn−1, Sn(d))−mn−1

S̃n(d)− S̃n−1

,
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т.е. выражение (Mn −Mn−1)/(S̃n − S̃n−1) не зависит от Sn, а является
функцией только от S1, . . . , Sn−1:

(Mn −Mn−1)/(S̃n − S̃n−1) = µn(S1, . . . , Sn−1).

Последнее равенство перепишем в виде

∆Mn = µn∆S̃n. (1.15)

Заметим, что µn+1 является Fn-измеримой случайной величиной, поэто-
му можно определить стратегию π =

(
Ẽf̃ , {µn+1}

)
, тогда из формулы

(1.15) следует, что X̃π
n =Mn и, следовательно,

Xπ
N = f, (1.16)

т.е. π это хедж и, значит, C(f) = Ẽf̃ .

Замечание 1. Равенство C(f) = Ẽf̃ верно не только для биноми-
альной модели, но и в тех случаях, когда выполняется равенство (1.16).
Безарбитражные модели рынка, в которых (1.16) выполнено для лю-
бой ограниченной f и некоторой стратегии π(f), называются полными.
Для таких моделей, также как и для биномиальной модели, существу-
ет единственная мартингальная мера [4]. Из равенства (1.16) следует в
частности, что для на полном рынке платежная функция имеет пред-
ставление

f̃ = Ef̃ +
N∑
n=1

γn−1∆S̃n. (1.17)

Замечание 2. Представление цены опциона в виде математическо-
го ожидания от платежной функции дает важное для практики соот-
ношение между ценой опциона покупки C и ценой опциона продажи P .
Поскольку

(SN −K)+ = (SN −K) + (SN −K)− = (SN −K) + (K − SN )
+,
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то умножая на коэффициент дисконтирования и беря ожидание от обе-
их частей равенства, получим

C = S0 −KẼαN + P. (1.18)

Это соотношение известно как «put-call parity».

Свойство полноты является довольно сильным ограничением и мо-
дели, которые используются на практике, часто не обладают этим свой-
ством. На неполных рынках хедж можно определить как стратегию,
минимизирующую среднеквадратичное отклонение Ẽ(X̃π

N − f̃)2 по вы-
бранной мартингальной мере. В случае полного рынка данное опреде-
ление дает те же цену и стратегию, что и теорема 1.3.

Будем считать, что Ẽf̃2 <∞ и рассматривать такие стратегии, для
которых X̃π

n является квадратично интегрируемым мартингалом.

Теорема 1.4 Оптимальная по среднеквадратичному критерию стра-
тегия имеет вид

π =
(
Ẽf̃ ,

{
(ẼFn∆S̃n+1f̃)/ẼFn(∆S̃n+1)

2
})

. (1.19)

Доказательство. Обозначим Vn = X̃π
n −Mn, где Mn = ẼFn f̃ . После-

довательность Vn является мартингалом, поэтому

Ẽ(X̃π
N − f̃)2 = ẼV 2

N = V 2
0 +

N∑
i=1

Ẽ(∆Vi)
2.

Слагаемое V0 равно нулю при Xπ
0 = M0 = Ẽf̃ ; математическое ожида-

ние Ẽ(∆Vi)
2 представим в виде

Ẽ(∆Vi)
2 = Ẽ(γi−1∆S̃i −∆Mi)

2

= Ẽ
(
γ2i−1ẼFi(∆S̃i)

2 − 2γi−1ẼFi∆S̃i∆Mi

)
+ Ẽ(∆Mi)

2.

Данное выражение достигает своего минимума при

γi−1 = (ẼFi−1∆S̃i∆Mi)/ẼFi−1(∆S̃i)
2,
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причем, числитель может быть представлен в виде

ẼFi−1∆S̃i∆Mi = ẼFi−1∆S̃i(ẼFi f̃ − ẼFi−1 f̃)

= ẼFi−1∆S̃if̃ − (ẼFi−1∆S̃i)(ẼFi−1 f̃)

= ẼFi−1∆S̃if̃ .

Теорема доказана.

1.5.2 Пример расчета опциона

Рассмотрим следующий биномиальный B-S рынок: пусть текущая цена
некоторого актива на равна S0 = 90; через год цена может либо умень-
шиться до S1(d) = 75, либо увеличиться до S1(u) = 120. Для просто-
ты будем предполагать, что процентная ставка равна нулю. Сосчитаем
цену опциона покупки с ценой исполнения, равной текущей цене, т.е.
K = 90. Мартингальная мера определяется согласно формуле (1.9):

p̃ = P(S1 = S1(u)) =
F0 − S1(d)

S1(u)− S1(d)
=

90− 75

120− 75
= 1/3.

Из теоремы 1.3 следует, что цена опциона равна

C = p̃ [S1(u)−K]+ + (1− p̃)[S1(d)−K]+

= 1/3(120− 90)+ + 2/3(75− 90)+ = 10.

Хеджирующую стратегию определим из формулы (1.15): γ0 = ∆M1/∆S̃1.
Поскольку M1 = f и M0 = C, то

γ0 =
f(S1(u))− C

S1(u)− S0
=

30− 10

120− 90
= 2/3.

Нетрудно видеть, что при любом развитии событий продавец опциона
не имеет ни убытков, ни прибыли. Экономическое значение опциона
можно понять, встав на точку зрения покупателя опциона: вместо пер-
воначального разброса цен 75-120 обладатель опциона имеет перед со-
бой более узкий диапазон: 85-100; таким образом, цена покупки актива
становится более предсказуемой.
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1.5.3 Существенная выборка

Пусть p̃n(x1, . . . , xn−1;xn) - переходные плотности, порожденные мар-
тингальной мерой P̃, f(x1, . . . , xN ) - платежная функция, тогда цена
опциона выражается как N -мерный интеграл

C =

∫
XN

dx1 . . . dxN p̃1(x1) . . . p̃N (x1, . . . , xN−1;xN )f̃(x1, . . . , xN ),

для вычисления которого можно применить метод Монте-Карло.
Пусть pn(x1, . . . , xn−1;xn) - также переходные плотности, обладаю-

щие тем свойством, что p1 . . . pN > 0 при p̃1 . . . p̃N f̃ > 0, тогда можно
определить оценку метода Монте-Карло

Č(p) = f̃
N∏
n=1

p̃n
pn
.

Положим
p∗n = p̃nMn/Mn−1,

где Mn = ẼFn f̃ . Величины p∗n неотрицательны; и в силу того, что по-
следовательность Mn - является мартингалом относительно P̃ , имеем∫

X
p∗n(x1, . . . , xn−1;xn)dxn = 1.

Подставляя данные переходные плотности в выражение для Č(p) и про-
изведя сокращения, получим, что Č(p∗) = C. Таким образом, переход-
ные вероятности p∗n дают нулевую дисперсию (независимо от того, яв-
ляется рынок полным или нет).

1.6 Опцион американского типа

В отличие от опциона европейского типа, опцион американского типа
может быть исполнен в любой момент времени до оговоренного в кон-
тракте срока исполнения, поэтому он описывается не одной платежной
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функцией, а набором платежных функций {fk}, соответствующих каж-
дому моменту времени k в пределах срока действия контракта. Напри-
мер, платежные функции опциона покупки равны (Sk−K)+, а платеж-
ные функции опциона продажи равны (K−Sk)+. В общем случае будем
предполагать, что платежные функции fk являются Fk-измеримыми
случайными величинами.

1.6.1 Цена опциона американского типа

Докажем предварительно некоторые леммы. Напомним, что марков-
ским моментом называется случайная величина τ , такая, что для любо-
го n {τ ≤ n} ∈ Fn. Определим σ-алгебру Fτ = {A : A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn} .

Лемма 1.3 Пусть дана последовательность Fn-измеримых случай-
ных величин ξn, n = 1, . . . , N , тогда

1) величина ξτ - Fτ -измерима;
2) если ξn - мартингал и τ1 ≤ τ2 ≤ N , то

E(ξτ2 |Fτ1) = ξτ1 . (1.20)

Доказательство. Нужно показать, что для любого борелевского мно-
жества B событие {ξτ ∈ B} принадлежит Fτ . Это эквивалентно тому,
что для любого n {ξτ ∈ B} ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn. Но последнее множе-
ство можно представить в виде объединения Fn-измеримых множеств∪
k≤n

{ξk ∈ B} ∩ {τ = k}, откуда и следует первое утверждение.

Для доказательства второго утверждения надо показать, что∫
A

ξτ1dP =

∫
A

ξτ2dP (1.21)

для любого A ∈ Fτ1 . Сначала докажем (1.21) для B ⊂ {τ1 = n}. Имеем∫
B

ξτ1dP =

∫
B

ξndP =

∫
B

ξτ2∧ndP =

∫
B∩{τ26n}

ξτ2dP+

∫
B∩{τ2>n}

ξndP
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=

∫
B∩{τ26n}

ξτ2dP+

∫
B∩{τ2>n}

ξn+1dP =

∫
B

ξτ2∧(n+1)dP = . . . =

∫
B

ξτ2dP.

Для произвольного A ∈ Fτ1 получаем

∫
A

ξτ1dP =
N∑
n=0

∫
A∩{τ1=n}

ξτ1dP =
N∑
n=0

∫
A∩{τ1=n}

ξτ2dP =

∫
A

ξτ1dP.

Лемма доказана.

Лемма 1.4 Определим случайные величины

Ỹ (N)
n = sup

n6τ6N
ẼFn f̃ τ,

Z̃(N)
n =

{
f̃N , n = N,

max(f̃n, ẼFnZ̃
(N)
n+1), n < N,

W̃ (N)
n = ẼFn f̃τn ,

где τn = min
{
i : n 6 i 6 N, Z̃

(N)
i = f̃i

}
.

Имеет место равенство Ỹ (N)
n = Z̃

(N)
n = W̃

(N)
n .

Доказательство. Очевидно, что W̃
(N)
n 6 Ỹ

(N)
n . Покажем, что верно

Ỹ
(N)
n 6 Z̃

(N)
n . Для n = N это следует из равенства Ỹ (N)

N = f̃N . Предполо-
жим, что выполнено неравенство Ỹ (N)

n+1 6 Z̃
(N)
n+1 и возьмем произвольный

момент τ , такой, что n 6 τ 6 N .

ẼFn f̃ τ = 1{τ=n}f̃n + 1{τ>n}ẼFnẼFn+1 f̃τ .

Из индукционного предположения следует, что ẼFn+1fτ 6 Ỹ
(N)
n+1 6 Z̃

(N)
n+1.

Поэтому,

ẼFn f̃ τ 6 1{τ=n}f̃n + 1{τ>n}ẼFnZ̃
(N)
n+1 ≤ max(f̃n, ẼFnZ̃

(N)
n+1) = Z̃(N)

n .
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Беря супремум по τ , получим, что Ỹ (N)
n ≤ Z̃

(N)
n .

Остается показать, что Z̃
(N)
n ≤ W̃

(N)
n . Это неравенство выполнено

для n = N и пусть Z̃(N)
n+1 ≤ W̃

(N)
n+1, тогда

Z̃(N)
n = 1{f̃n=Z̃(N)

n }f̃n + 1{f̃n<Z̃(N)
n }ẼFnZ̃

(N)
n+1.

Используя индукционное предположение, а также то, что {f̃n = Z̃
(N)
n } =

{τn = n}, получим

Z̃(N)
n 6 1{τn=n}f̃n + 1{τn>n}ẼFnW̃

(N)
n+1.

Заметим, что τn = τn+1 на множестве {τn > n}, поэтому

1{τn>n}W̃
(N)
n+1 = 1{τn>n}ẼFn+1 f̃τn+1 = 1{τn>n}ẼFn+1 f̃τn .

Отсюда следует, что

Z̃(N)
n 6 1{τn=n}f̃τn + 1{τn>n}ẼFn f̃τn = ẼFn f̃τn = W̃n.

Лемма доказана.

Отметим, что в момент τ0 максимальный ожидаемый в будущем
платеж становится меньше, чем текущий платеж. Поэтому с точки зре-
ния покупателя опциона τ0 - рациональный момент исполнения этого
опциона. В дальнейшем момент τ0 будем также обозначать τ∗.

Хеджирование на полном рынке. Предположим что рынок пол-
ный. Cтратегию π назовем хеджем, если для любого n 6 N выполнено
Xπ
n > fn и пусть Π - множество хеджей. Справедливая цена C опреде-

ляется как обычно: C = C({fn}) = infπ∈ΠX
π
0 .

Поскольку X̃π
k является мартингалом, то для любых марковских мо-

ментов τ , τ ′, согласно лемме 1.3 имеет место равенство ẼX̃π
τ = ẼX̃π

τ ′ .
Положив τ ′ = 0, получим, что ẼX̃π

τ = X̃π
0 . Пусть теперь π является

хеджем, тогда X̃π
τ > f̃τ . Взяв математическое ожидание в предыду-

щем неравенстве, получим, что Xπ
0 > Ẽf̃τ . Поскольку неравенство вы-

полняется для любого τ , то оно выполняется и для супремума по τ :
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Xπ
0 > supτ6N Ẽf̃τ . Отсюда следует, что

C > sup
τ6N

Ẽf̃τ . (1.22)

Покажем, что на самом деле C = supτ6N Ẽf̃τ .

Теорема 1.5 Предположим, что рынок полный, тогда

C = sup
τ6N

Ẽf̃τ .

Доказательство. Представим Ỹ
(N)
n в виде

Ỹ (N)
n = Ỹ

(N)
0 +

n∑
i=1

(
Ỹ

(N)
i − ẼFi−1 Ỹ

(N)
i

)
−

n∑
i=1

(
Ỹ

(N)
i−1 − ẼFi−1 Ỹ

(N)
i

)
= Mn −An.

Из леммы 1.4 следует, что

Ỹ
(N)
i−1 = max(f̃i, ẼFi−1 Ỹ

(N)
i ) > ẼFi−1 Ỹ

(N)
i , (1.23)

поэтому в последовательности An каждое слагаемое неотрицательно, и
все они Fn−1-измеримы; следовательно, An - неубывающая последова-
тельность и величина An - Fn−1-измерима.

Последовательность Mn представляет собой мартингал; поскольку
Mn = ẼFnMN , то из (1.17) следует, что Mn может быть представлена в
виде Mn =M0+

∑n
i=1 γi−1∆S̃i, причем M0 = Ỹ

(N)
0 = supτ Ẽf̃τ . Рассмот-

рим стратегию π∗ = (M0, {γn}) и покажем, что она является хеджем.
Действительно, поскольку Ỹ (N)

n > f̃n, то

X̃π∗
n = X̃π∗

0 +

n∑
i=1

γi−1∆S̃i =Mn = Ỹ (N)
n +An > Ỹ (N)

n > f̃n.

Это означает, что Xπ∗
n > fn. Таким образом, мы нашли хедж с началь-

ным капиталом supτ Ẽf̃τ . Это означает, что C(f) 6 supτ Ẽf̃τ . Вместе с
неравенством (1.22) это доказывает утверждение теоремы.
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Рассмотрим марковский момент τ∗. При i < τ∗

X̃π∗
i =Mi > Ỹ

(N)
i = ẼFi Ỹ

(N)
i+1 > f̃i.

Из этого неравенства также следует, что

Aτ∗ =

τ∗∑
i=1

(Ỹ
(N)
i−1 − ẼFi−1 Ỹ

(N)
i ) = 0,

X̃π∗
τ∗ = Mτ∗ = Ỹ

(N)
τ∗ +Aτ∗ = Ỹ

(N)
τ∗ = f̃τ∗ .

Таким образом, на полном рынке рациональность исполнения опциона
в момент τ∗ подкрепляется следующим соображением: обладателю оп-
циона нерационально исполнять его в момент i < τ∗, т.к. затратив на
покупку опциона Xπ∗

0 денежных средств, он получит в результате ис-
полнения доход в размере fi, тогда как используя стратегию π∗ с тем же
начальным капиталом, он мог бы получить доход в размере Xπ∗

i > fi.

Хеджирование в среднеквадратичном. Определим хедж, как
стратегию, при которой достигает минимума выражение

Ẽ(X̃π
τ∗ − f̃τ∗)

2.

Введем мартингалы Mn = EFn f̃τ∗ и Vn = X̃π
n−Mn, тогда X̃π

τ∗−f̃τ∗ = Vτ∗

и

ẼV 2
τ∗ = Ẽ(V0 +

τ∗∑
i=1

∆Vi)
2 = V 2

0 +
N∑
i=1

Ẽ(∆Vi)
21{i6τ∗} (1.24)

+ 2V0

N∑
i=1

Ẽ∆Vi1{i6τ∗} + 2

N∑
i=1

N∑
j=i+1

Ẽ∆Vi∆Vj1{j6τ∗}.

Поскольку событие {i 6 τ∗} Fi−1-измеримo, то

Ẽ∆Vi1{i6τ∗} = Ẽ1{i6τ∗}ẼFi−1∆Vi = 0.
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Таким образом, последние две суммы в (1.24) равны нулю и

ẼV 2
τ∗ = (X0 −M0)

2 +

N∑
i=1

Ẽ1{i≤τ∗}ẼFi−1(γi−1∆S̃i −∆Mi)
2 (1.25)

Минимум данного выражения достигается при выборе X0 =M0 = Ẽf̃τ∗

и γi = ẼFi∆S̃i+1f̃τ∗/ẼFi(∆S̃i+1)
2.

1.6.2 Марковский случай

Будем предполагать, что цены Sn образуют марковский процесс, rn
- детерминированная последовательность, платежные функции имеют
вид fn = fk(Sn). Покажем, что в этом случае Ỹ (N)

n (S0, . . . , Sn) = Ỹ
(N)
n (Sn).

Действительно, Ỹ (N)
N = αNfN (SN ). Пусть Ỹ (N)

n+1 = Ỹ
(N)
n+1(Sn+1), т.е. Y (N)

n+1

измерима относительно F>n+1, тогда по свойству марковских процессов

Ỹ (N)
n = max

(
αnfn(Sn), ẼFn Ỹ

(N)
n+1

)
= max

(
αnfn(Sn), Ẽn,Sn Ỹ

(N)
n+1

)
= Ỹ (N)

n (Sn).

Предположим далее, что процесс Sn - однородный, fn(x) = f(x),
rn = r, тогда αn имеет вид αn. В этом случае удобно определить функ-
ции Y (N)

k (x) = αk−N Ỹ
(N)
N−k(x); индекс n означает число шагов до испол-

нения опциона. Из свойств функций Ỹ (N)
k (x) следует, что

Y
(N)
k (x) =

{
f(x), k = 0,

max
(
f(x), αẼxY

(N)
k−1 (S1)

)
, k > 0,

(1.26)

Отсюда следует, что Y (N)
k (x) не зависит от N . Кроме того,

Yk(x) = sup
0≤τ6k

Ẽxα
τf(Sτ ) = Ẽxα

τkf(Sτk),

где τk = min {i : 0 ≤ i ≤ k, Yk−i(Si) = f(Si)} . Мы можем определить
«области остановки» Dk = {x : Yk(x) = f(x)} и области «продолжения
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наблюдений» Ck = X \Dk. Рациональный момент исполнения является
моментом попадания цены в область остановки:

τk = min{i ≤ k : Yk−i(Si) = f(Si)} = min{i ≤ k : Si ∈ Dk−i}.

Отметим, что области остановки становятся шире по мере того, как
число шагов k до момента окончания опциона уменьшается. Действи-
тельно, поскольку Y0(x) = f(x), то Y1(x) = max(f(x), Ẽxf(S1)) > Y0(x)
и далее

Yk+1(x) = max(f(x), ẼxYk(S1)) > max(f(x), ẼxYk−1(S1)) = Yk(x).

Это означает, что Dk+1 = {x : Yk+1(x) = f(x)} ⊂ {x : Yk(x) = f(x)} =
Dk. Ясно, что D0 совпадает со всем пространством состояний D0 = X.

Рассмотрим вопрос о цене стандартных опционов. Ясно, что цена
опционов американского типа Ca(f) не меньше цены соответствующе-
го опциона европейского типа Ce(f), но, оказывается, что имеет место
такой неожиданный результат.

Теорема 1.6 Цена опциона покупки американского типа равна цене
опциона покупки европейского типа.

Доказательство. Положим ξn = αn(Sn−K)+. Используя неравенство
Йенсена, и тот факт, что последовательность αnSn является мартинга-
лом, получим

ẼFnξn+1 > [ẼFnα
n+1(Sn+1 −K)]+ = [ẼFnα

n+1Sn+1 − αn+1K]+

= [αnSn − αnK + αn(1− α)K]+ > αn(Sn −K)+ = ξn.

Из этого неравенства аналогично доказательству равенства (1.20) по-
лучаем что для любых марковских моментов τ и τ1, таких, что τ 6 τ1
выполнено Ẽξτ 6 Ẽξτ1 . Взяв τ1 ≡ N , получим Ẽf̃τ 6 Ẽf̃N = Ce(f). По-
скольку τ - произвольный момент, то Ca(f) = supτ Ẽf̃τ 6 Ce(f). Вместе
с очевидным неравенством Ca(f) > Ce(f) это доказывает утверждение
теоремы.
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В общем случае, для вычисления цены американского опциона стро-
ится некоторое дерево цен первичного актива и цена опциона в узлах
дерева вычисляется по формуле (1.26). Данный алгоритм может быть
очень трудоемким, если Sn - это многомерный вектор, т.к. число воз-
можных узлов быстро растет. Поэтому в данном случае имеет смысл
использовать метод «стохастической сетки», излагаемый далее.

1.6.3 Метод стохастической сетки

Предположим, что цены Sn образуют марковский процесс с переходны-
ми вероятностями pn(x, dy) при переходе из состояния Sn−1 в состояние
Sn; платежная функция опциона имеет вид fn = fn(Sn). Обозначим
f̃n(x) = αnfn(x) и последовательно определим функции Ỹn(x):

ỸN (x) = f̃N (x), Ỹn(x) = max
(
f̃n(x),En,xỸn+1(Sn+1)

)
.

Из предыдущего параграфа следует, что цена опциона имеет вид

C({fn}) = C = sup
τ

Ef̃τ (Sτ ) = Ỹ0(S0).

Построим на каждом шаге n набор случайных точек («сетку») x̄n =
{xn,i}Mi=1 как марковский процесс с переходными вероятностями r̄n(x̄, dȳ)
вида

r̄n(x̄, dȳ) = rn,1(x̄, dy1)...rn,M (x̄, dyM ).

Относительно rn,j(x̄, dy) будем предполагать, что определены плотно-
сти

ρn,j(x̄, x, y) =
pn(x, dy)

rn,j(x̄, dy)
.

Укажем возможный выбор переходных вероятностей.
1) Независимые траектории:

rn,j(x̄, dy) = pn(xj , dy).
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2) Усредненные плотности:

rn,j(x̄, dy) =
1

M

∑
i

p(xi, dy). (1.27)

Далее, для краткости обозначений введем следующие величины:

ρn(x, j) = ρn,j(x̄n−1, x, xn,j), ρn(i, j) = ρn(xn−1,i, j), Ỹn(j) = Ỹn(xn,j).

Построим на сетке случайные величины Y̌n(x): положим Y̌N (x) = f̃(x),

Y̌n(x) = max

f̃n(x), 1

M

M∑
j=1

ρn+1(x, j)Y̌n+1(j)

 ,

где, аналогично предыдущему, положено Y̌n+1(j) = Y̌n+1(xn+1,j).
Если считать, что для каждого n заданы случайные величины jn,

принимающие с равными вероятностями значения 1, . . . ,M и независи-
мые в совокупности и по отношению к другим величинам, то последнее
равенство можно переписать в виде

Y̌n(x) = max
(
f̃n(x),EFN

ρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)
)
.

Теорема 1.7 Величина Y̌0(S0) является оценкой сверху для цены оп-
циона, а именно:

EY̌0(S0) > Ỹ0(S0).

Доказательство. Введем индукционное предположение: для любых n
и x выполнено

EFn Y̌n(x) > Ỹn(x).

Поскольку Y̌N (x) = ỸN (x) = f̃N (x), то предположение верно для n = N .
Докажем неравенство в предположении, что оно верно для n + 1. По
неравенству Йенсена

EFn Y̌n(x) = EFn max
(
f̃n(x), EFN

ρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)
)

> max
(
f̃n(x), EFnρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)

)
= max

(
f̃n(x), EFnρn+1(x, jn+1)EFn+1 Y̌n+1(jn+1)

)
.
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По индукционному предположению EFn+1 Y̌n+1(jn+1) > Ỹn+1(jn+1), по-
этому

EFn Y̌n(x) > max
(
f̃n(x), EFnρn+1(x, jn+1)Ỹn+1(jn+1)

)
= max

(
f̃n(x), En,xỸn+1(Sn+1)

)
= Ỹn(x).

Таким образом, индукционное предположение доказано, откуда при
n = 0 и x = S0, получим утверждение теоремы.

Покажем теперь состоятельность оценки.

Теорема 1.8 Предположим, что для всех x, k,m (k 6 m) выполнено

E[ρk(x, jk)...ρm(jm−1, jm)Ỹm(jm)]
2 <∞, (1.28)

тогда для любых x, n имеет место оценка E(Y̌n(x) − Ỹn(x))
2 6 C/M,

где C - некоторая константа.

Доказательство. Поскольку |max(a, b1) − max(a, b2)| 6 |b1 − b2| для
любых a, b1, b2, то

|Y̌n(x)− Ỹn(x)| 6
∣∣∣EFN

ρn+1(x, jn+1)Y̌n+1(jn+1)−En,xỸn+1(Sn+1)
∣∣∣

6 |∆n(x)|+EFN
ρn+1(x, jn+1)

∣∣∣Y̌n+1(jn+1)− Ỹn+1(jn+1)
∣∣∣ , (1.29)

где
∆n(x) = EFN

ρn+1(x, jn+1)Ỹn+1(jn+1)−En,xỸn+1(Sn+1).

Итерируя неравенство (1.29), получим∣∣∣Y̌n(x)− Ỹn(x)
∣∣∣ 6 |∆n(x)|+ (1.30)

+

N−1∑
k=n+1

EFN
ρn+1(x, jn+1) . . . ρk(jk−1, jk)|∆k(jk)|.
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Обозначим F̃k σ-алгебру, порожденную Fk, величинами j1, . . . jk и собы-
тием. Возведя в квадрат последнее неравенство и беря математическое
ожидание, получим

E
(
Y̌n(x)− Ỹn(x)

)2
6 (N − n)

(
∆2
n(x) + (1.31)

+
N−1∑
k=n+1

Eρ2n+1(x, jn+1) . . . ρ
2
k(jk−1, jk)EF̃k

∆2
k(jk)

)
.

Поскольку EF̃k
∆2
k(jk) является дисперсией суммы M независимых слу-

чайных величин 1
M ρk+1(jk, j)Ỹk+1(j), j = 1, . . . ,M , то

EF̃k
∆2
k(jk) 6

1

M
EF̃k

ρ2k+1(jk, jk+1)Ỹ
2
k+1(jk+1). (1.32)

Подставляя (1.32) в (1.31), получим утверждение теоремы.

Замечание. Неравенство (1.30) для n = 0, x = S0 принимает вид∣∣∣Y̌0(S0)− Ỹ0(S0)
∣∣∣ 6 |∆0(S0)|+ (1.33)

+

N−1∑
k=1

EFN
ρ1(S0, j1) . . . ρk(jk−1, jk)|∆k(jk)|.

В случае, когда rn определяется (1.27), ρ1(S0, j) = 1 для любого j. Да-
лее, EFN

ρ2(j1, j) = 1 также для любого j. Индукцией получаем, что
правая часть в (1.33) равна

∑N−1
k=0 |∆k(jk)| и, следовательно,

E
(
Y̌0(S0)− Ỹ0(S0)

)2
6 N

M

N−1∑
k=0

Eρ2k(1, 1)Ỹ
2
k (1). (1.34)

В свою очередь, последнее математическое ожидание может быть пере-
писано в виде

Eρ2k(1, 1)Ỹ
2
k (1) = Eρ2k(jk−1, 1)Ỹ

2
k (1) = E

p2(jk−1, 1)

r2k,1(x̄k−1, 1)
Ỹ 2
k (1) =

= E

∫ ∞

0
dy

p2(jk−1, y)

rk,1(x̄k−1, y)
Ỹ 2
k (y) =

∫ ∞

0
dyỸ 2

k (y)E

∑
j p

2(xk−1,j , y)∑
j p(xk−1,j , y)

.
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Таким образом, для состоятельности этой оценки достаточно, чтобы
для любого k ∫ ∞

0
dyỸ 2

k (y)E

∑
j p

2(xk−1,j , y)∑
j p(xk−1,j , y)

<∞. (1.35)

Построим теперь оценку снизу для цены опциона. Пусть S = (S0, . . . , SN )
- траектория цен, независимая от сетки. Положим

τ̄ = min{n : f̃n(Sn) = Y̌n(Sn)}.

Возьмем в качестве оценки для C величину Ȳ = f̃τ̄ , (Sτ̄ ). Нетрудно
видеть, что это оценка снизу:

EȲ = Ef̃τ̄ (Sτ̄ ) 6 sup
τ

Ef̃τ (Sτ ) = C.

Покажем, что EȲ → C при M → ∞.

Теорема 1.9 Пусть дополнительно выполнены следующие условия

P
{
f̃n(Sn) = En,Sn Ỹn+1(Sn+1)

}
= 0. (1.36)

и для некоторого ε > 0

Ef̃1+ετ∗ (Sτ∗) <∞, (1.37)

тогда EȲ → C при M → ∞.

Доказательство. Сначала покажем, что

PS(τ̄(S) ̸= τ∗(S)) → 0 п.н. по S.

Зафиксируем траекторию S′ = (S′
1, . . . , S

′
N ),

PS′(τ̄ ̸= τ∗) = PS′(τ̄ < τ∗) +PS′(τ̄ > τ∗)

6
τ∗−1∑
k=0

PS′

(
f̃k(S

′
k) = Y̌k(S

′
k)
)
+ 1{τ∗<N}PS′

(
f̃τ∗(S

′
τ∗) < Y̌τ∗(S

′
τ∗)
)
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=

τ∗−1∑
k=0

PS′

(
f̃k(S

′
k) > EFN

ρk+1(S
′
k, jk+1)Y̌k+1(jk+1)

)
+1{τ∗<N}PS′

(
f̃τ∗(S

′
τ∗) < EFN

ρτ∗+1(S
′
τ∗ , jτ∗+1)Y̌τ∗+1(jτ∗+1)

)
=

τ∗−1∑
k=0

PS′(Ak) +PS′(A∗).

Из (1.36) следует, что существует ε(S′), такая что для любого n

|f̃n(S′
n)−En,S′

n
Ỹn+1(Sn+1)| > ε. (1.38)

Для k < τ∗ выполнено Ek,S′
k
Ỹk+1(Sk+1) > f̃k(S

′
k). Более того, в силу

(1.38)
Ek,S′

k
Ỹk+1(Sk+1) > f̃k(S

′
k) + ε,

поэтому из события Ak следует, что

Ek,S′
k
Ỹk+1(Sk+1) > EFN

ρk+1(S
′
k, jk+1)Y̌k+1(jk+1) + ε.

Из свойств момента τ∗, того, что τ∗ < N , и (1.38) следует, что

f̃τ∗(S
′
τ∗) > Eτ∗,S′

τ∗
Ỹτ∗+1(Sτ∗+1) + ε.

Таким образом, событие A∗ содержится в событии

EFN
ρτ∗+1(S

′
τ∗ , jτ∗+1)Y̌τ∗+1(jτ∗+1) > Eτ∗,S′

τ∗
Ỹτ∗+1(Sτ∗+1) + ε.

Окончательно, имеем оценку

PS′(τ̄ ̸= τ∗) 6

6
N∑
k=0

PS′

(∣∣∣EFN
ρk+1(S

′
k, jk+1)Y̌ (jk+1)−Ek,S′

k
Ỹk(Sk+1)

∣∣∣ > ε
)
.

В силу теоремы 1.8 каждое слагаемое в последней сумме стремится к
нулю и, значит, PS(τ̄ ̸= τ∗) → 0 для п.в. S. Далее, используя неравен-
ство Гельдера, имеем

0 6 C −EȲ = Ef̃τ∗(Sτ∗)−Ef̃τ̄ (Sτ̄ ) = E(f̃τ∗(Sτ∗)− f̃τ̄ (Sτ̄ ))1{τ̄ ̸=τ∗}

6 Ef̃τ∗(Sτ∗)1{τ̄ ̸=τ∗} 6 E
1

1+ε f̃1+ετ∗ (Sτ∗) E
ε

1+εPS(τ̄ ̸= τ∗).
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Первое математическое ожидание конечно вследствии условия (1.37),
второе стремится к нулю по теореме Лебега о предельном переходе под
знаком интеграла. Теорема доказана.
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Глава 2

Модель геометрического
броуновского движения

В работе Ф. Блэка и М. Шоулса [9] была рассмотрена простая диффу-
зионная модель рынка (которая имеет решение в виде геометрического
броуновского движения) и была получена аналитическая формула для
цены европейского опциона покупки. Впоследствии были получены ана-
литические выражения и для цен других опционов. Подробное изложе-
ние этой модели можно найти в работах А. Н. Ширяева [3, 4]; оценка
метода Монте-Карло для опционов американского типа, использующая
стохастическое интегрирование по частям, разработана в статье В. Бал-
ли и др. [12]; состоятельность метода метода стохастической сетки для
данной модели была доказана в работе П. Ботева [22].

Интегрирование по винеровскому процессу изложено в большом ко-
личестве монографий и учебников (см., например, [5, 15, 19, 21]). При-
ведем некоторые определения и результаты, которые используются в
дальнейшем.

Случайный процесс ξt, определенный на промежутке [0, T ], назы-
вается прогрессивно измеримым ([15], гл. 6), если для каждого t 6 T
функция f(s, ω), рассматриваемая на множестве [0, t]×Ω, измерима от-
носительно σ-алгебры Bt×Ft, где Bt - σ-алгебру борелевских множеств
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на [0, t].. Для прогрессивно измеримого процесса ft и марковского мо-
мента τ случайная величина fτ является измеримой.

Интеграл по винеровскому процессу I(t) =
∫ t
0 tfsdws определяется

сначала для ступенчатый случайных функций fs, затем предельным
переходом распространяется на прогрессивно измеримые процессы из
L2(Λt×P), где Λt - лебегова мера на Bt, и, наконец, на такие процессы,
для которых

∫ t
0 f

2
s ds < ∞ п.н.; для любого t существует Ft-измеримый

вариант I(t). Положим
∫ T
t fsdws = I(T )−I(t). Приведем основные свой-

ства стохастического интеграла:
1) EFt

∫ T
t fsdws = 0 п.н.;

2) EFt(
∫ T
t fsdws

∫ T
t gsdws) = EFt

∫ T
t fsgsds п.н.

Процесс ξt на [0, T ] называется процессом Ито, если имеет место
представление ξt = ξ0 +

∫ t
0 asdws +

∫ t
0 bsds, где as, bs - прогрессивно

измеримые процессы и
∫ T
0 a2sds < ∞,

∫ T
0 |bs|ds < ∞ п.н. Часто пред-

ставление для ξt записывается в виде dξt = atdwt + btdt. Процесс ξt
определяет функции at и bt однозначно п.в. по мере ΛT × P. ([19], гл.
3). Если функция g(t, x) имеет непрерывные первую производную g′t
по t, и вторую производную g′′xx по x, причем первые производные по
x g′xограничены, тогда g(t, ξt) является процессом Ито и имеет место
формула Ито ([15], гл. 12):

dg(t, ξt) = g′x(t, ξt)atdwt + [g′t(t, ξt) + btg
′
x(t, ξt) + 0.5a2t g

′′
xx(t, ξt)]dt.

В модели геометрического броуновского движения предполагается,
что банковский счет Bt и цена акции St изменяются согласно уравне-
ниям

dBt/Bt = rdt и dSt/St = µdt+ σdwt, (2.1)

где wt - винеровский процесс. Коэффициент σ называется волатиль-
ностью, а коэффициент µ - ожидаемой доходностью. Решения данных
уравнений имеют вид

Bt = B0e
rt, St = S0e

σwt+µt−0.5σ2t.

38



Эта модель описывает основные свойства реального рынка и позволяет
получить аналитическое решение для многих задач и провести каче-
ственное исследование их свойств.

Аналогично дискретному случаю вводится понятие стратегии (порт-
феля) πt = (βt, γt) и цены портфеля Xπ

t = βtBt+γtSt. Относительно βt,
γt предполагается, что это прогрессивно-измеримые процессы. Будем
говорить, что стратегия является самофинансируемой, если выполня-
ется равенство

Xπ
t = Xπ

0 +

∫ t

0
βtdBt +

∫ t

0
γtdSt,

аналогичное равенству (1.1).

2.1 Мартингальная мера

Будем рассматривать рынок на промежутке [0, T ], и считать, что σ-
алгебры Ft порождены величинами {ws}s≤t. Для произвольной посто-
янной b определим процесс ρt = exp(−bwt − 0.5b2t) и возьмем условное
математическое ожидание

EFsρt = e−bws−0.5b2tEwse
−b(wt−ws).

Для нормальной случайной величины ξ ∈ N (0, σ2) имеет место равен-
ство Eeξ = e0.5 σ

2 , поэтому условное математическое ожидание справа
равно e0.5b2(t−s) и, значит, EFsρt = ρs, т.е. процесс ρt является мартин-
галом. Отсюда, в частности, следует, что Eρt = ρ0 = 1 и мы можем
построить новую меру на FT : dP̃ = ρTdP. Поскольку ρT > 0 P-п.н., то
меры P и P̃ эквивалентны.

Лемма 2.1 Процесс w̃t = wt+bt является винеровским процессом от-
носительно меры P̃.

Доказательство. Докажем сначала общее утверждение о замене меры
в условных математических ожиданиях. Пусть dP̃/dP = ρ, тогда для
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с.в. ξ, такой, что Eρ|ξ| <∞,

ẼFtξ = EFtρξ/EFtρ. (2.2)

Достаточно показать, что для любого Ft-измеримого множества A∫
A
(EFtρ)(ẼFtξ)dP =

∫
A
ρξdP.

Выражение в правой части равно Ẽ1Aξ. Покажем, что выражение в
левой части равно тому же. Действительно, в силу Ft-измеримости ве-
личин 1A и ẼFtξ, левая часть равна

EEFt(ρẼFt1Aξ) = EρẼFt1Aξ = ẼẼFt1Aξ = Ẽ1Aξ.

Таким образом, (2.2) доказано. Для доказательства леммы достаточно
показать, что

P̃Fs

(
w̃t − w̃s√
t− s

< x

)
= Φ(x).

Обозначим для краткости событие в левой части через A и заметим,
что A ∈ Ft, тогда согласно (2.2)

P̃Fs(A) =
1

ρs
EFsρT 1A =

1

ρs
EFs1AEFtρT

Поскольку ρt является мартингалом относительно P, то EFtρT = ρt,
следовательно,

P̃Fs(A) = EFse
−b(wt−ws)−0.5b2(t−s)1{wt−ws+b(t−s)√

t−s
<x}.

Воспользуемся теперь тем, что приращение wt − ws не зависит от Fs и
wt − ws ∈ N(0, t− s):

P̃Fs(A) =

∞∫
−∞

1√
2π(t− s)

e
− y2

2(t−s) e−by−0.5b2(t−s)1{ y+b(t−s)√
t−s

<x}dy

=

∫
y+b(t−s)√

t−s
<x

1√
2π(t− s)

e
− (y+b(t−s))2

2(t−s) dy =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

z2

2 dz = Φ(x).
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Лемма доказана.
Возвращаясь к модели (2.1), обозначим через P̃ меру, относительно

которой этот процесс w̃t = wt +
µ−r
σ t - винеровский. Процесс цен St

представляется через процесс w̃t в виде:

St = S0 exp(σw̃t − 0.5σ2t+ rt),

или в дифференциальной форме

dSt/St = rdt+ σdw̃t.

Дисконтированный процесс цен имеет вид

S̃t = e−rtSt = S0 exp(σw̃t − 0.5σ2t).

Применяя к нему те же рассуждения, что и к процессу ρt, мы видим,
что S̃t является мартингалом относительно P̃.

Для дисконтированной цены X̃t = e−rtXt, используя формулу Ито,
получим dX̃t = γtσS̃tdw̃t = γtdS̃t.

2.2 Опцион европейского вида

Рассмотрим опцион с датой исполнения T и платежной функцией f .
Для определения справедливой цены опциона, воспользуемся следую-
щей теоремой [5]:

Теорема 2.1 Пусть wt - винеровский процесс, Ft - σ-алгебры, порож-
денные величинами {ws}s6t, и дана с.в. ξ ∈ FT , E|ξ| <∞, тогда суще-
ствует процесс αt, такой что

∫ T
0 α2

t dt <∞ п.н. и

E(ξ|Ft) = Eξ +

∫ t

0
αudwu.

Если Eξ2 <∞, то
∫ T
0 Eα2

t dt <∞.
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Согласно этой теореме процесс Ẽ(f̃ |Ft) может быть представлен в виде

Ẽ(f̃ |Ft) = Ẽf̃ +

∫ t

0
αudw̃u.

Определим стратегию π∗ =
(
Ẽf̃ ,

{
αu

σS̃u

})
, тогда

X̃π∗
t = Xπ∗

0 +

∫ t

0
γudS̃u = Ẽf̃ +

∫ t

0
αudw̃u = Ẽ(f̃ |Ft). (2.3)

Отсюда, в частности, следует, что X̃π∗
T = f̃ . Таким образом, рынок яв-

ляется полным в том смысле, что для любой платежной функции f ,
удовлетворяющей условию Ef <∞, можно определить стратегию π, та-
кую что Xπ

T = f . Как и в пункте 1.5.1, мы можем определить множество
хеджей условием Π = {π : Xπ

T > f}, а цену как C = inf{Xπ
0 : π ∈ Π}. Те

же рассуждения, что и в дискретном случае, доказывают, что C = Ẽf̃ .

2.2.1 Стандартные опционы

Применим последнюю формулу для вычисления цены стандартных оп-
ционов. Рассмотрим опцион покупки f = (ST −K)+. Его цена равна

C = Ẽf̃ = e−rT Ẽ(S0e
σw̃T+rT−0.5σ2T −K)+

= e−rT
∞∫

ln K
S0

−rT+0.5σ2T

σ
√

T

(S0e
σ
√
Ty+rT−0.5σ2T −K)

1√
2π
e−

y2

2 dy

= S0

ln
S0
K

+rT−0.5σ2T

σ
√

T∫
−∞

1√
2π
e−

(y−σ
√

T )2

2 dy − e−rTK

ln
S0
K

+rT−0.5σ2T

σ
√

T∫
−∞

1√
2π
e−

y2

2 dy.

Произведя замену в первом интеграле и введя обозначения

y± =
ln S0

K + rT ± 0.5σ2T

σ
√
T

, (2.4)
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получим известную формулу Блэка-Шоулса:

C = S0Φ(y+)− e−rTKΦ(y−). (2.5)

Используя соотношение (1.18), получим формулу цены опциона прода-
жи:

P = e−rtKΦ(−y−)− S0Φ(−y+). (2.6)

Одно из примечательных следствий этих формул состоит в том, что
цена опционов не зависит от ожидаемой доходности µ.

Цену опциона можно рассматривать как функцию от различных па-
раметров C = C(T, S0, σ, ...). Важное значение для практики имеют по-
казатели риска («Greek letters») - производные цены опциона (портфе-
ля опционов) по различным параметрам. Они показывают, насколько
изменится цена при изменении того или иного параметра. Эти произ-
водные имеют специальное обозначение: ∆ = ∂C/∂S0, Γ = ∂2C/∂S2

0 ,
Θ = −∂C/∂T , V = ∂C/∂σ («вега»), и др. Приведем их значения для
опциона покупки:

∆ = Φ(y+), Γ =
φ(y+)

S0σ
√
T
, V = S0

√
Tφ(y+),

Θ = −S0φ(y+)σ
2
√
T

− re−rTKΦ(y−).

При изменении цены акции на dS0 цена опциона изменится на величи-
ну ∆ · dS0 + 0.5Γ(dS0)

2. Если в портфеле имеется один опцион и −∆
акций, то цена портфеля изменится на величину 0.5Γ(dS0)

2. Поскольку
Γ > 0, то мы получаем интересный результат - цена портфеля увеличи-
вается при любом изменении цен; этот факт является основой реальных
торговых стратегий.

Используя приведенные формулы для производных, можно убедит-
ся, что C, как функция первых двух переменных C(T, S), удовлетворяет
уравнению в частных производных

∂C(T, S)

∂T
=

1

2
σ2S2∂

2C(T, S)

∂S2
+ rS

∂C(T, S)

∂S
− rC(T, S) (2.7)

и начальному условию C(0, S) = f(S).
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Теорема 2.2 Хеджирующая стратегия для стандартных опционов
имеет вид γt = ∆(T − t, St).

Найдем сначала выражение для X̃π∗
t . Воспользовавшись тем, что St -

это однородный марковский процесс, получим

X̃π∗
t = ẼFt f̃ = ẼSt,te

−rT f(ST ) = e−rtẼSt,0e
−r(T−t)f(ST−t)

= e−rtC(T − t, St).

Применим формулу Ито по отношению к процессу X̃π∗
t :

dX̃π∗
t = e−rt

(
− ∂C(T − t, St)

∂T
+

1

2
σ2S2∂

2C(T − t, St)

∂S2

+ rSt
∂C(T − t, St)

∂S
− rC(T − t, St)

)
dt+ e−rt

∂C(T − t, St)

∂S
σStdw̃t.

Выражение при dt в силу (2.7) равно нулю, поэтому

dX̃π∗
t = ∆(T − t, St)σS̃tdw̃t.

С другой стороны, dX̃π∗
t = γtdS̃t = γtσS̃tdw̃t. Поскольку процесс Ито

однозначно определяет свои коэффициенты, то γt = ∆(St, T − t) п.н.

2.2.2 Опционы с последействием

Рассмотрим опцион продажи с последействием (look-back put option),
согласно которому обладатель опциона имеет право продать акции по
максимальной за промежуток [0, T ] цене. Очевидно, что платежная функ-
ция данного опциона равна

f = max
t6T

St − ST .

Рассмотрим процесс w̄t = w̃t + λt, где λ = (r − 0.5σ2)/σ, тогда процесс
цен имеет вид St = S0e

σw̄t , причем

max
t6T

St = S0e
σM̄T , M̄T = max

t6T
w̄t.
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Согласно лемме 2.1 процесс w̄t является винеровским относительно ме-
ры dP̄ = ρ̄TdP̃, где

ρ̄T = e−λw̃T−0.5λ2T = e−λw̄T+0.5λ2T .

Цена опциона может быть представлена в виде

C(f) = Ẽf̃ = ẼρT (ρT )
−1e−rT (S0e

σM̄T − S0e
σw̄T )

= S0e
−rT Ēeλw̄T−0.5λ2T (eσM̄T − eσw̄T ).

Совместная плотность распределения винеровского процесса и его мак-
симума в момент времени t имеет вид

p(x, y) = 1{y>x+}

√
2

π

2y − x

t3/2
e−

(2y−x)2

2t . (2.8)

Покажем это. Пусть y - точка на прямой, τy - момент достижения
винеровским процессом wt точки y. Рассмотрим отраженный процесс

wyt =

{
wt, τy > t,
2y − wt, τy ≤ t.

Доказывается [17], что wyt - также винеровский процесс; поэтому

F (x, y) = P(wt < x,Mt < y) = P(wt < x)−P(wyt < x,My
t ≥ y) = P1−P2.

Пусть y > x+, тогда

P2 = P(2y − wt < x,My
t ≥ y) = P(wt > 2y − x) = 1− Φ

(
2y − x√

t

)
.

Заметим, что при y < 0 функция F (x, y) = 0, а при 0 < y < x функция
F (x, y) не зависит от x. Дифференцируя F (x, y) по x и по y, получаем
выражение (2.8) для плотности.

Таким образом,

C(f) = S0e
−rT

∞∫
0

dy

y∫
−∞

dx eλx−
1
2
λ2T (eσy − eσx)

√
2

π

2y − x

T 3/2
e−

(2y−x)2

2T

= S0

[
νσ

r
Φ(ν

√
T ) +

λσ

r
e−rTΦ(− λ

√
T )− 1

]
,
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где ν = (r + 0.5σ2)/σ.

2.2.3 Барьерные опционы

Существуют различные типы барьерных опционов. Во-первых, это мо-
гут быть опционы покупки/продажи (call/put); во вторых, опционы раз-
личаются по признаку, находится ли барьер выше/ниже (up/down) на-
чальной цены; в третьих, будет ли он исполнен/не исполнен (in/out)
при достижении барьера. Приведем пример барьерного опциона «up-
and-out call»: обладатель опциона имеет право купить в момент време-
ни T некоторый актив по цене K, если до этого момента цена опциона
не превысит уровня H. Платежная функция этого опциона имеет вид

f = 1{max
t6T

St<H}(ST −K)+.

Заметим, что платежная функция отлична от нуля только в том слу-
чае если H > S0 и H > K. Кроме того, она не превосходит платеж-
ной функции соответствующего стандартного опциона, следовательно
и цена барьерных опционов меньше цены стандартных опционов, чем и
объясняется их популярность.

Чтобы упростить вычисления, представим платежную функцию в
виде

f = (ST −K)+ − 1{H<ST}(ST −K)− 1{K<ST<H<max
t6T

St}(ST −K)

= f1 − f2 − f3.

Математическое ожидание f̃1 выражается формулой (2.5); рассматри-
вая y± в формуле (2.4) как функцию от K, мат. ожидание f̃2 можно
получить в виде

S0Φ(y+(H))− e−rTKΦ(y−(H)).

Для того чтобы вычислить ожидание f̃3, произведем такую же замену
меры, как и для опционов с последействием:

Ẽf̃3= e−rT Ēeλw̄T− 1
2
λ2T 1{K<S0e

σw̄T<H<S0e
σM̄T }(S0e

σw̄T −K)
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= e−rT

1
σ
ln H

S0∫
1
σ
ln K

S0

dx eλx−
1
2
λ2T (S0e

σx −K)

∞∫
1
σ
ln H

S0

dy

√
2

π

2y − x

T 3/2
e−

(2y−x)2

2T

= S0

(
H

S0

)1+ 2r
σ2

[Φ(z+)− Φ(u+)]−Ke−rT
(
H

S0

)−1+ 2r
σ2

[Φ(z−)− Φ(u−)],

где

z± =
ln S0

H − (r ± 0.5σ2)T

σ
√
T

, u± =
ln S0K

H2 − (r ± 0.5σ2)T

σ
√
T

.

2.3 Опцион американского типа

Как мы видели, в модели геометрического броуновского движения цены
многих опционов европейского типа считаются аналитически. Но для
опциона американского типа, точных формул для цены нет. Уже отме-
чалось, что в случае одномерного базового актива можно построить од-
номерную регулярную сетку, аппроксимирующую траектории St, и вы-
числять цену по формулам (1.26). Если же платежная функция зависит
от нескольких базовых активов, то можно применить либо общий метод
стохастической сетки (п.1.6.3), либо специфический для данной модели
метод «стохастического интегрирования по частям» (п.2.3.2). Рассмат-
риваемые ниже вычислительные схемы формулируются для простоты
изложения для одномерного случая, но обобщение на многомерный слу-
чай не вызывает затруднений.

Укажем основные вероятностные характеристики процесса. Будем
считать, что St = S0 exp(σwt+λt). Аналогично формуле (1.13) находим,
что плотность распределения величины Su равна:

pu(x) =
1√
2πu

e−
(ln(x/S0)−λu)2

2σ2u
1

xσ
.

Поскольку St = Sue
σ(wt−wu)+λ(t−u), то переходная плотность p(u, x; t, y)

47



вычисляется аналогично:

p(u, x; t, y) =
1√

2π(t− u)
e
− (ln(y/x)−λ(t−u))2

2σ2(t−u)
1

yσ
.

Мы будем рассматривать рынок в дискретные моменты времени
tk = k∆t, где ∆t = T/N . Переходные плотности p(x, y) последователь-
ности цен Stk задаются естественным образом: p(x, y) = p(0, x;∆t, y).
Дисконтированные платежные функции, как и в параграфе 1.6.3, бу-
дем обозначать f̃k(x).

2.3.1 Метод стохастической сетки

В этом параграфе мы проверим выполняются ли условия теоремы 1.8
для модели Блэка-Шоулса.

Оценка с усредненной плотностью. Рассмотрим оценку с пере-
ходной плотностью

rk,i(x̄k−1, y) =
1

M

∑
j

p(xk−1,j , y).

Для состоятельности этой оценки, согласно неравенству (1.35), доста-
точно показать, что∫ ∞

0
dyỸ 2

k (y)E

∑
j p

2(xk−1,j , y)∑
j p(xk−1,j , y)

<∞. (2.9)

Представим плотность p(xk−1,j , y) в виде

p(xk−1,j , y) =
1√
2π∆t

e−
1
2
(ξk−1,j−v)2 1

yσ
,

где

ξk−1,j =
ln(xk−1,j/S0)− λ(k − 1)∆t

σ
√
∆t

, v =
ln(y/S0)− λk∆t

σ
√
∆t

. (2.10)
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Несложно показать, что относительно Fn−1 случайные величины ξn,i
независимы и одинаково распределены с плотностью

pξn,1(z|Fn−1) =
1

M

∑
j

1√
2π
e−

(z−ξn−1,j)
2

2 . (2.11)

Интеграл в (2.9) можно переписать в виде∫ ∞

0
dvỸ 2

k (y(v))
1√
2π

E

∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2)∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2/2)

, (2.12)

где y(v) = S0e
vσ

√
∆t+λk∆t.

Оценим математическое ожидание под знаком интеграла в (2.12).

Лемма 2.2 Пусть ηi, i = 1, . . . ,M , - неотрицательные, независимые,
одинаково распределенные величины, ζi = η1+εi , ε > 0, η̄ = 1

M

∑
j ηj,

ζ̄ = 1
M

∑
j ζj, тогда

E
ζ̄

η̄
6 3

Eζ

Eη
.

Доказательство. Нетрудно проверить, что верно следующее равен-
ство

E
ζ̄

η̄
=

Eζ

Eη
− 1

Eη
E
ζ̄

η̄
(η̄ −Eη),

откуда следует оценка

E
ζ̄

η̄
6 Eζ

Eη
+

1

Eη
E
ζ̄

η̄
|η̄ −Eη| . (2.13)

Из неравенства
∑

j η
1+ε
j 6 (

∑
j ηj)

1+ε следует, что

ζ̄

η̄
=

(∑
j ζj

) 1
1+ε∑

j ηj

(∑
j

ζj

) ε
1+ε 6

(∑
j

η1+εj

) ε
1+ε

. (2.14)
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Используя последнюю оценку, а затем неравенство Гельдера, имеем

E
ζ̄

η̄
|η̄ −Eη| 6 E

(∑
j

η1+εj

) ε
1+ε |η̄ −Eη| (2.15)

6 E
ε

1+ε

(∑
j

η1+εj

)
E

1
1+ε |η̄ −Eη|1+ε .

Далее воспользуемся теоремой ([18], c.79).

Теорема 2.3 Пусть X1, . . . , Xn - независимые случайные величины с
математическими ожиданиями, равными нулю, и конечными абсо-
лютными моментами порядка p (1 6 p 6 2). Тогда

E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

6
(
2− 1

n

) n∑
k=1

E|Xk|p.

Используя эту теорему, можем оценить (2.15) величиной

M
ε

1+εE
ε

1+ε η1+ε
2

M
ε

1+ε

E
1

1+ε η1+ε = 2Eζ.

Подставляя полученные оценки в (2.13), получаем утверждение леммы.

Применяя лемму (с ε = 1) к математическому ожиданию в (2.12),
получаем, что

E

∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2)∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2/2)

6 3E
EFk−2

exp(−(ξk−1,1 − v)2)

EFk−2
exp(−(ξk−1,1 − v)2/2)

. (2.16)

Вычислим математическое ожидание EFn−1 exp(−(ξn,1−v)2/m). Соглас-
но (2.11) оно равно

EFn−1e
−

(ξn,1−v)2

m =

√
πm

M

∑
j

∞∫
−∞

1√
2π(m/2)

e
− (z−v)2

2(m/2)
1√
2π
e−

(z−ξn−1,j)
2

2 dz
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=

√
πm

M

∑
j

1√
2π(m/2 + 1)

e
−

(ξn−1,j−v)2

2(m/2+1)

=

√
m

m+ 2

1

M

∑
j

exp(−((ξn−1,j − v)2)/(m+ 2)).

Применяя полученную формулу, можем переписать правую часть (2.16)
в виде

3

√
2

3
E

∑
j exp(−(ξk−2,j − v)2/3)∑
j exp(−(ξk−2,j − v)2/4)

.

К полученному выражению опять можно применить лемму (при ε =
1/3) и т.д. В результате получаем, что

E

∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2)∑
j exp(−(ξk−1,j − v)2/2)

6 Ck
exp(−v2/(2k − 1))

exp(−v2/2k)
= Cke

− v2

2k(2k−1) .

Пусть опцион таков, что для Ỹk(x) выполнена оценка Ỹk(x) 6 C(xm+1),
тогда интеграл (2.11) оценивается сверху величиной

C

∫ ∞

−∞
eCve

− v2

2k(2k−1) dv <∞.

Таким образом, оценка опциона по усредненной плотности является со-
стоятельной. Отметим, что последнему условию удовлетворяют стан-
дартные опционы.

Оценка по независимым траекториям. В этом случае переходная
плотность имеет вид rn,i(x̄n−1, y) = p(xn−1,i, y); отметим, что при этом
ρ1 ≡ 1.

EY̌ 2
0 (S0) > E [ρ2(j1, j2)f(x2,j2)]

2 > 1

M2
E[ρ2(1, 2)f(x2,2)]

2 = (2.17)

=
1

M2

∫
R3

p2(x1,1, x2,2)

p(x1,2, x2,2)
f(x2,2)p(S0, x1,1)p(S0, x1,2)dx1,1dx1,2dx2,2.
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Переходя от переменных xn,i к переменным ξn,i (см.(2.10)), получим под
знаком интеграла экспоненту с показателем

−(ξ1,1 − ξ2,2)
2 +

1

2
(ξ1,2 − ξ2,2)

2 − 1

2
ξ21,1 −

1

2
ξ21,2 =

= −

(√
3

2
ξ1,1 −

√
2

3
ξ2,2

)2

− 2ξ21,2 +

(√
1

6
ξ2,2 −

√
6

4
ξ1,2

)2

.

Если cуществуют ε > 0 и K, такие, что f(x) > ε при x > K или при
x < 1/K, то интеграл в (2.17) расходится и, следовательно, дисперсия
оценки бесконечна.

2.3.2 Метод стохастического интегрирования по частям

Следуя [13], введем определение стохастического интегрирования по ча-
стям. Пусть даны две случайные величины F , G; будем говорить, что
для этих величин верна формула интегрирования по частям, если су-
ществует случайная величина H(F ;G), такая что

Eφ′(F )G = Eφ(F )H(F ;G). (2.18)

для любой гладкой функции φ, у которой производная принадлежит
L1(R). Множество таких функций будем обозначать C1

1 .

Сформулируем лемму, позволяющую вычислять условные матема-
тические ожидания.

Лемма 2.3 Пусть F и G - две случайные величины c плотностями
pF (x) и pG(x), а также совместной плотностью pFG(x, y), для кото-
рых существуют H(F ; 1) и H(F ;G), тогда

E(G | F = x) =
Eθ(F − x)H(F ;G)

Eθ(F − x)H(F ; 1)
, (2.19)

где θ(x) = 0, при x < 0 и θ(x) = 1 при x > 0.
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Доказательство. Пусть последовательность непрерывных функций ωn(x)
из L1(R) сходится к δ-функции, тогда

E(G | F = x) =

∞∫
−∞

y
pFG(x, y)

pF (x)
dy = lim

n

∫
yωn(z − x)pFG(z, y)dydz∫

ωn(z − x)pF (z)dz

= lim
n

EGωn(F − x)

Eωn(F − x)
.

Введем функции θn(x) =
∫ x
−∞ ωn(y)dy, тогда θ′n(x) = ωn(x) и θn(x) стре-

мится к θ(x) п.в. Применяя интегрирование по частям и переходя к
пределу, получаем

E(G | F = x) = lim
n

Eθ′n(F − x)G

Eθ′n(F − x)

= lim
n

Eθn(F − x)H(F ;G)

Eθn(F − x)H(F ; 1)
=

Eθ(F − x)H(F ;G)

Eθ(F − x)H(F ; 1)
.

Возвращаясь к нашей модели, предположим, что g(x) 6 C(xm+1) и
проверим, что существует H(Su; g(St)). Плотность совместного распре-
деления случайных величин Su и St равна

pu,t(x, y) = pu(x)p(u, x; t, y) (2.20)

и
∫∞
0 dy p(u, x; t, y) g(y) 6 C(xm + 1). Пусть φ ∈ C1

1 , тогда

Eφ′(Su)g(St) =

∫ ∞

0
dxφ′(x)pu(x)

∫ ∞

0
dy p(u, x; t, y)g(y)

= −
∫ ∞

0
dxφ(x)

∫ ∞

0
dy g(y)

∂

∂x
pu,t(x, y)

= −Eφ(Su)g(St)
∂

∂x
ln pu,t(Su, St).

Положим
πu,t(x, y) = − ∂

∂x
ln pu,t(x, y). (2.21)
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и вычислим πu,t = πu,t(Su, St).

d

dx
ln pu(x) = − ln(x/S0)− λu

σ2ux
− 1

x
,

d

dx
ln p(u, x; t, y) =

ln(y/x)− λ(t− u)

σ2(t− u)x
.

Отсюда имеем

− ∂

∂x
ln pu,t(Su, St) = − ∂

∂x
ln pu(Su)−

∂

∂x
ln p(u, Su; t, St) =

=
σwu
σ2uSu

+
1

Su
− σ(wt − wu)

Suσ2(t− u)
.

Таким образом,

πu,t =
(t− u)(σu+ wu)− u(wt − wu)

u(t− u)σSu
. (2.22)

и
Eφ′(Su)g(St) = Eφ(Su)g(St)πu,t. (2.23)

Предположим, что g(x) 6 C(xm + 1), тогда E|g(St)πu,t| < ∞ и если
взять φ ≡ 1, то из (2.23) следует, что

Eg(St)πu,t = 0. (2.24)

Если в формулу (2.23) подставить g(x) ≡ 1, то получится что вы-
полняется интегрирование по частям в виде

Eφ′(Su) = Eφ(Su)πu,t.

Таким образом, условное математическое ожидание можно вычислять,
используя одинаковые веса для числителя и знаменателя, то есть

E(g(St) | Su = x) =
Eg(St)θ(Su − x)πu,t

Eθ(Su − x)πu,t
. (2.25)
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Сформулируем теперь схему вычисления цены американского опци-
она, использующий формулу (2.25). Моделируем M независимых тра-
екторий Si и полагаем Y̌N (i) = f̃N (S

i
tN
). Далее, для n = N − 1, . . . , 0,

полагаем tn = n∆t,

Y̌n(i) = max

(
f̃n(S

i
tn),

∑
j ̸=i Y̌n+1(j) θ(S

j
tn − Sitn)πtn,tn+1(S

j
tn , S

j
tn+1

)∑
j ̸=i θ(S

j
tn − Sitn)πtn,tn+1(S

j
tn , S

j
tn+1

)

)
.

(2.26)
Заметим, что в отличии от схемы Броуди-Глассермана, оценка услов-

ного математического ожидания здесь является, вообще говоря, сме-
щенной. Как показывают вычисления, дисперсия в данной схеме мо-
жет быть достаточно большой, поэтому рассмотрим некоторые способы
уменьшения дисперсии.

Функции локализации. Пусть Ψ(x) - функция распределения c плот-
ностью ψ = Ψ′. Используя (2.23), получаем

Eψ(Su − x)g(St) = Eg(St)Ψ(Su − x)πu,t.

Следовательно,

Eg(St)θ(Su − x)πu,t = Eg(St)[ψ(Su − x) + (θ −Ψ)(Su − x)πu,t],

Таким образом, для нахождения условного математического ожидания
можно воспользоваться формулой

E(g(St) | Su = x) =
E(g(St)[ψ(Su−x)+(θ−Ψ)(Su−x)πu,t])

E[ψ(Su−x)+(θ−Ψ)(Su−x)πu,t] . (2.27)

Подберем ψ таким образом, чтобы минимизировать величину

I(ψ) =

∫ ∞

−∞
Eg2(St)[ψ(Xu − α) + (θ −Ψ)(Su − α)πu,t]

2dα (2.28)

= Eg2(St)

∫ ∞

−∞
[ψ(β) + (θ −Ψ)(β)πu,t]

2dβ. (2.29)
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Заметим, что

I(ψ) 6 2Eg2(St) ·
∫ ∞

−∞
ψ2(β)dβ + 2Eg2(St)π

2
u,t ·

∫ ∞

−∞
(θ −Ψ)2(β)dβ.

Таким образом, для конечности функционала достаточно чтобы функ-
ции ψ и θ −Ψ принадлежали L2(R). Дополнительно потребуем, чтобы
ψ ∈ C1. Множество функций ψ, удовлетворяющих всем перечисленным
условиям, обозначим L.

Теорема 2.4 inf
ψ∈L

I(ψ) достигается при ψ(x) = µ
2 e

−µ|x|, где µ равно

µ =

(
Eg2(St)π

2
u,t

Eg2(St)

)1/2

. (2.30)

Доказательство. Рассмотрим вариацию функционала I(ψ). Пусть функ-
ция h ∈ C1(R)

∩
L1(R)

∩
L2(R), тогда вариация функционала I(ψ) в

направлении h равна

∂

∂ε
I(ψ+εh)

∣∣∣
ε=0

= 2Eg2(St)

∞∫
−∞

[h(β)−H(β)πu,t][ψ(β)+(θ−Ψ)(β)πu,t]dβ,

где H(x) =
∫ x
−∞ h(β)dβ. Учитывая (2.24), последнее выражение можно

переписать в виде

2Eg2(St)

∞∫
−∞

[h(β)ψ(β)−H(β)(θ −Ψ)(β)(πu,t)
2]dβ.

Применим формулу интегрирования по частям в первом слагаемом:

∞∫
−∞

h(β)ψ(β)dβ = H(β)ψ(β)
∣∣∣+∞

−∞
−

∞∫
−∞

H(β)ψ′(β)dβ.
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Поскольку ψ(±∞) = 0, то получаем, что

∂

∂ε
I(ψ + εh)

∣∣∣
ε=0

= −2

∫ ∞

−∞
dβH(β)Eg2(Xt)[ψ

′(β) + (θ −Ψ)(β)π2u,t].

Для того чтобы вариация обращалась в 0 для почти любой интегриру-
емой функции h, необходимо и достаточно чтобы

Eg2(Xt)[ψ
′(β) + (θ −Ψ)(β)π2u,t] = 0

для почти всех β. Таким образом, мы приходим к дифференциальному
уравнению

Ψ′′(β)− µ2Ψ(β) + µ2θ(β) = 0, (2.31)

где µ определяется (2.30).
При β < 0 уравнение (2.31) преобразуется к виду Ψ′′(β)−µ2Ψ(β) = 0.

Общее решение такого уравнения имеет форму

Ψ(β) = c1e
µβ + c2e

−µβ.

C учетом того, что ψ(−∞) = 0, получаем, что c2 = 0. При β > 0
уравнение (2.31) приобретает вид

Ψ′′(β)− µ2Ψ(β) + µ2 = 0.

Общее решение этого уравнения Ψ(β) = c3e
µβ + c4e

−µβ + 1. Опять, с
учетом того что, ψ(∞) = 0, получаем c3 = 0. Из условий непрерывности
в нуле функций Ψ и ψ {

c1 = c4 + 1,
c1 = −c4,

откуда c4 = −1/2, c1 = 1/2.
Вторая производная от I всегда неотрицательна:

∂2

∂ε2
I(ψ + εh)

∣∣∣
ε=0

=

∫ ∞

−∞
g2(Xt)E[h(β)−H(β)πu,t]

2dβ > 0;

и, следовательно, функция ψ∗ задает минимум функционала I.
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Аналитическое интегрирование. Модификация схемы (2.26) со-
стоит в том, что мы представляем математические ожидания в формуле
(2.25) в виде

Eg(St)θ(Su − x)πu,t = Eg(St)qu,t(x, St),

где
qu,t(x, y) = E(θ(Su − x)πu,t | St = y). (2.32)

Согласно формуле (2.21), πu,t(z, y) = −∂ ln pu,t(z, y)/∂z. Подставляя это
выражение в (2.32), получим

qu,t(x, y) = − 1

pt(y)

∫ ∞

x
dz
∂pu,t(z, y)

∂z
= pu,t(x, y)/pt(y).

Формула (2.25) для вычисления условного математического ожида-
ния в данном случае принимает вид

E(g(St)|Su = x) =
Equ,t(x, St) g(St)

Equ,t(x, St)
, (2.33)

а формула (2.26) для вычисления цены опциона:

Y̌n(i) = max

(
f̃n(S

i
tn),

∑
j ̸=i qtn,tn+1(S

i
tn , S

j
tn+1

) Y̌n+1(j)∑
j ̸=i qtn,tn+1(S

i
tn , S

j
tn+1

)

)
. (2.34)

Замечание. Если положить

ρu,t(x, y) = qu,t(x, y)/Equ,t(x, St) = p(x, y)/pt(y),

то можно преобразовать формулы (2.33), (2.34) к виду:

E(g(St)|Su = x) = Eρu,t(x, St) g(St),

Y̌n(i) = max

f̃n(Sitn), 1

M

∑
j

ρn+1(i, j) Y̌n+1(j)

 .

Однако, как нетрудно видеть, получившаяся оценка - это «оценка по
независимым траекториям» в методе стохастической сетки, а она имеет
бесконечную дисперсию.
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Глава 3

Диффузионные модели

3.1 Модели акций

Модель геометрического броуновского движения является удобной для
анализа, но она не описывает некоторых особенностей реального рын-
ка. Одна из таких особенностей состоит в поведении так называемой
«предполагаемой волатильности» (implied volatility). Рассмотрим этот
эффект; предположим, что C̃(T,K) - это наблюдаемая на рынке цена
опциона покупки с датой исполнения T и ценой исполнения K. Под-
ставим это значения в левую часть формулы (2.5) и рассмотрим полу-
ченное выражение как уравнение для неизвестного параметра σ. Пусть
σ̃(T,K) - решение рассматриваемого уравнения; именно оно и назы-
вается предполагаемой волатильностью. Если модель геометрического
броуновского движения верна, то для различных параметров T , K мы
должны получать одинаковые значения σ̃(T,K). В действительности
этого не происходит - значения σ̃(T,K) могут значительно различаться
при различных значениях параметров.

3.1.1 Модель локальных волатильностей

Объяснить этот эффект можно с помощью различных моделей, одна
из которых это модель локальных волатильностей. В этой модели ди-
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намика цен акций описывается диффузионным процессом вида

dSt
St

= σ(t, St)dwt + µ(t, St)dt.

«Локальными волатильностями» в данном случае называется функция
σ(t, x). При условии, что коэффициенты σ и µ являются ограничен-
ными липшицевыми функциями, данное уравнение имеет единственное
решение.

Вывод общей формулы для цены опциона и хеджирующей страте-
гии в данной модели принципиально не отличается от того, который
был произведен для модели геометрического броуновского движения.
В данной модели мы можем воспользоваться теоремой [19], аналогич-
ной утверждению (2.1):

Теорема 3.1 Пусть b(t, ω) - прогрессивно-измеримый процесс, такой,
что

E exp

(
1

2

∫ T

0
b2(t, ω)dt

)
<∞,

тогда для для процесса

ρT = exp

(
−
∫ T

0
b(t, ω)dwt −

1

2

∫ T

0
b2(t, ω)dt

)
выполнено EρT = 1 и процесс w̃t = wt +

∫ t
0 b(s, ω)ds является винеров-

ским относительно меры P̃: dP̃ = ρTdP.

Мы также определяем функцию b(t, x) = (µ(t, x) − r)/σ(t, x), новую
меру

dP̃ = e−
∫ T
0 b(u,Su)dwu−0.5

∫ T
0 b2(u,Su)dudP

и процесс w̃t = wt+
∫ t
0 b(u, Su)du. Процесс цен выражается через него в

виде
dSt/St = r dt+ σ(t, St) dw̃t, (3.1)
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Нетрудно видеть, что дисконтированный процесс цен S̃t удовлетво-
ряет уравнению

dS̃t/S̃t = σ(ertS̃t, t) dw̃t. (3.2)

и, следовательно, является мартингалом относительно меры P̃.
Также, как и в предыдущих параграфах, показывается, что цена

опциона равна C(f) = Ẽf̃ и, значит, не зависит от параметра µ.
Если рассматривать C как функцию от T и S, то она удовлетворяет

[19] уравнению, аналогичному уравнению (2.7):

∂C(T, S)

∂T
=

1

2
σ2(T, S)S2∂

2C(T, S)

∂S2
+ rS

∂C(T, S)

∂S
− rC(T, S). (3.3)

Покажем, что верно и обратное утверждение. Пусть процесс xt удовле-
творяет уравнению dxt = a(xt)dwt+b(xt)dt, а φ(t, x) является решением
уравнения

∂φ(t, x)

∂t
=

1

2
a2(x)

∂2φ(t, x)

∂x2
+ b(x)

∂φ(t, x)

∂x
+ c(x)φ(t, x) + h(t, x) (3.4)

с начальным условием φ(0, x) = f(x); тогда φ может быть представлена
в виде

φ(t, x) = Exe
∫ t
0 c(xu)duf(xt) +Ex

∫ t

0
e
∫ s
0 c(ξu)duh(t− s, xs)ds. (3.5)

Действительно, рассмотрим процесс ys = e
∫ s
0 c(xu)duφ(t−s, xs). Согласно

формуле Ито, этот процесс имеет стохастический дифференциал

dys = e
∫ s
0 c(xu)du

[
−∂φ(t− s, xs)

∂t
+

1

2
a2(xs)

∂2φ(t− s, xs)

∂x2

+ b(xs)
∂φ(t− s, xs)

∂x
+ c(xs)φ(t− s, xs)

]
ds

+ e
∫ s
0 c(xu)dub(xs)

∂φ(t− s, ξs)

∂x
dws

= e
∫ s
0 c(xu)du

[
−h(t− s, xs)ds+ b(xs)

∂φ(t− s, xs)

∂x
dws

]
.
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Интегрируя от 0 до t и беря математическое ожидание, получим

Ex(yt − y0) = −Ex

∫ t

0
e
∫ s
0 c(xu)duh(ξs, t− s)ds.

Учитыавая, что yt = e
∫ t
0 c(xu)duf(xt) и y0 = φ(t, x), получаем (3.5).

Покажем, как в данной модели можно определить локальные во-
латильности по известным ценам стандартных опционов. Эта задача
имеет важное значение, как калибровочная задача для определения па-
раметров модели. После того как функция σ определена, можно вычис-
лять цены более сложных («экзотических») опционов.

3.1.2 Вычисление локальных волатильностей.
Гладкие функции.

Обозначим через p(t, x;T, y) переходные вероятности процесса St отно-
сительно меры P̃. Эти вероятности удовлетворяют обратному и прямо-
му уравнениям Колмогорова [15].

−∂p
∂t

=
1

2
x2σ2(t, x)

∂2p

∂x2
+ rx

∂p

∂x
= Lp,

∂p

∂T
=

1

2

∂2

∂y2
[y2σ2(T, y)p]− ∂

∂y
[ry p] = L∗p.

Рассмотрим функцию Λ(t, x;T, y) = e−r(T−t)p(t, x;T, y) («Arrow-Debreu
prices»). Она удовлетворяет уравнениям

−∂Λ
∂t

= LΛ− rΛ,
∂Λ

∂T
= L∗Λ− rΛ.

Через эту функцию цена опциона покупки с ценой исполнения K и
датой исполнения T выражается в виде

C(t, x;T,K) = Ẽx,tf̃(ST ,K) =

∫ ∞

−∞
Λ(t, x;T, y)f(y,K) dy,
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где f(y,K) = (y − K)+. Рассматривая f как обобщенную функцию,
имеем

∂f/∂y = −∂f/∂K = 1{y>K}, ∂2f/∂y2 = ∂2f/∂K2 = δ(y −K). (3.6)

Из последнего равенства следует, что

∂2C

∂K2
= Λ(t, x;T,K). (3.7)

Вычислим производную ∂C/∂T :

∂C

∂T
=

∫ ∞

−∞
dy
∂Λ(t, x;T, y)

∂T
f(y,K) =

∫ ∞

−∞
dy L∗Λf −

∫ ∞

−∞
dy rΛf.

Интегрируя по частям, и предполагая, что соответствующие пределы
на бесконечности равны нулю, имеем

∂C

∂T
=

1

2

∫ ∞

−∞
dy y2σ2(T, y)Λ

∂2f

∂y2
+

∫ ∞

−∞
dy ryΛ

∂f

∂y
− rC. (3.8)

Учитывая (3.6) и (3.7), получим, что первое слагаемое в (3.8) равно

1

2

∫ ∞

−∞
dy y2σ2(T, y)Λ

∂2f

∂y2
=

1

2
K2σ2(T,K)Λ(t, x;T,K) =

1

2
K2σ2(T,K)

∂2C

∂K2
.

Второе слагаемое в (3.8) можно представить в виде∫ ∞

−∞
dy ryΛ

∂f

∂y
= r

∫ ∞

K
dy (y −K)Λ + rK

∫ ∞

K
dyΛ

= rC − rK

∫ ∞

K
dyΛ

∂f

∂K
= rC − rK

∂C

∂K
.

Объединяя полученные выражения, получаем следующее уравнение для
C:

∂C

∂T
=

1

2
K2σ2(T,K)

∂2C

∂K2
− rK

∂C

∂K
,
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откуда локальные волатильности выражаются в виде

σ2(T,K) =
∂C
∂T + rK ∂C

∂K
1
2K

2 ∂2C
∂K2

.

Данной формулой можно воспользоваться, если имеется гладкая ап-
проксимация цен C(T,K).

3.1.3 Дискретный случай.

Зафиксируем некоторое дерево с узлами Sn(i), i = −n, . . . , n. Предполо-
жим, что из узла Sn(i) процесс может перейти только в узлы Sn+1(i−1),
Sn+1(i), Sn+1(i + 1) с вероятностями pn+1(i, j); остальные вероятности
мы положим равными нулю. Обозначим через p(n)(i) вероятность по-
пасть из состояния S0 в состояние Sn(i) за n шагов. Для этих вероят-
ностей имеет место формула

p(n+1)(j) =
∑
i

p(n)(k)pn+1(k, j). (3.9)

Цена опциона с датой исполнения tn+1 и платежной функцией f(Sn+1,K)
выражается в виде

C(tn+1,K) = e−rtn+1

n∑
j=−n

p(n+1)(j)f(Sn+1(j),K) (3.10)

= e−r∆t
∑
j

j∑
k=j−2

λ(n)(k)pn(k, j)[Sn+1(j)−K]+,

где λ(n)(k) = e−rtnpn(k).
Предполагая, что все переходные вероятности до шага n включи-

тельно известны, вычислим pn+1(i, j) для j = i− 1, i, i+1. Нам нужно
указать три уравнения, которым удовлетворят эти вероятности. Пер-
вое из них - это уравнение нормировки:

∑
j pn+1(i, j) = 1. Условие (1.6)
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мартингальности процесса дает нам уравнение

i+1∑
j=i−1

pn+1(i, j)Sn+1(j) = Fn(i).

где Fn(i) = er∆tSn(i). Полагая в (3.10) K = Sn+1(i), получим

er∆tC(tn+1, Sn+1(i)) = λ(n)(i)pn(i, i+ 1)[Sn+1(i+ 1)− Sn+1(i)]

+
∑
k=i+1

λ(n)(k)[Fn(j)− Sn+1(i)].

Заметим, что в данном уравнении только одно неизвестное pn(i, i+ 1).

3.1.4 Модель стохастической волатильности

В данной модели рынок описывается двумя диффузионными процесса-
ми

dSt/St = σ(yt, St)dw
(1)
t + rdt, (3.11)

dyt = a(yt)dw
(2)
t + b(yt)dt, (3.12)

где w(1), w(2) - винеровские процессы, с коэффициентом корреляции ρ.
Можно считать, что

w
(2)
t = w

(1)
t ρ+ w

(3)
t

√
1− ρ2,

где w(3) - винеровский процесс независимый от w(1). Часто предполага-
ется, что процесс yt имеет стационарное распределение.

Предположим, что уравнение (3.12) имеет решение, такое что для
процесса σt = σ(yt) выполнено условие

E exp

(
1

2

∫ T

0
σ2t dt

)
<∞,

тогда нетрудно видеть, что процесс St может быть представлен в виде

St = S0 exp

(∫ t

0
σsdw

(1)
s − 1

2

∫ t

0
σ2sds+ rt

)
.
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Укажем, хеджирующую стратегию π = (X0, {γt}), оптимальную по
среднеквадратичному критерию, то есть стратегию решающую следу-
ющую оптимизационную задачу

min
π

E(X̃π
T − f̃(ST ))

2.

Положим C(u, x, y) = Ex,ye
−ruf(Su) и рассмотрим процесс

ψt = E(e−rT f(ST )|Ft) = e−rtC(T − t, St, yt).

Применяя к нему формулу Ито и учитывая, что ψt - мартингал, полу-
чим

dψt = e−rt
∂C

∂x
Stσ(yt)dw

(1)
t + e−rt

∂C

∂y
a(yt)dw

(2)
t .

Проинтегрируем это выражение от 0 до T :

f̃(ST ) = C(T, S0, y0) +

∫ T

0

∂C

∂x
dS̃t +

∫ T

0
e−rt

∂C

∂y
a dw

(2)
t .

Рассмотрим некоторую стратегию π = (X0, {γt}); из предыдущей фор-
мулы имеем

E(X̃π
T−f̃(ST ))2=E

(
X0 +

∫ T

0
γtdS̃t − C −

∫ T

0

∂C

∂x
dS̃t −

∫ T

0
e−rt

∂C

∂y
adw

(2)
t

)2

.

Обозначим

γ∗t =
∂C(T − t, St, yt)

∂x
+ ρ

a(yt)

σ(yt)St

∂C(T − t, St, yt)

∂y
,

тогда

E(X̃T − f̃(ST ))
2 =

= E

(
X0 − C +

∫ T

0
(γt − γ∗t )σS̃tdw

(1)
t −

∫ T

0
e−rt

∂C

∂y
a
√

1− ρ2dw
(3)
t

)2

= (X0 − C)2 +

∫ T

0
dt E(γt − γ∗t )

2σ2S̃2
t +

∫ T

0
dt E

(
e−rt

∂C

∂y
a

)2

(1− ρ2).

Ясно, что минимум данного выражения достигается при X0 = C и γt =
γ∗t . Таким образом, доказана следующая теорема.
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Теорема 3.2 Оптимальная хеджирующая по критерию среднеквадра-
тичного отклонения стратегия имеет вид:

X0 = C, γt =
∂C(T − t, St, yt)

∂x
+ ρ

a(yt)

σ(yt)St

∂C(T − t, St, yt)

∂y
.

При ρ2 = 1 хеджирование является полным, т.е. XT = f(ST ).

Рассмотрим вопрос о вычислении цен стандартных опционов. Про-
цесс цен может быть представлен в виде St = S0 exp(xt + rt), где

dxt = σ(yt)dw
(1)
t − 1

2
σ2(yt)dt, x0 = 0.

Мы можем определить новую меру dP̄ = exT dP, через которую цена
покупки выражается следующим образом:

C = e−rTE(S0e
xT+rT −K)+

= S0P̄(xT > ln(K/F ))− e−rTKP(xT > ln(K/F ))

= S0P1 − e−rTKP2,

где F = erTS0. Получим уравнение для P1 (для P2 оно может быть
получена аналогично). Процесс

w̄t = w
(1)
t −

∫ t

0
σ(yu)du

является винеровским по мере P̄ и через него процессы xt и yt выража-
ются в виде

dxt = σ dw̄t +
1

2
σ2dt,

dyt = a dw̃t + (aσρ+ b)dt,

где w̃t = ρw̄t+
√

1− ρ2w
(3)
t . Рассмотрим характеристическую функцию

φ(t, x, y, η) = E(eiηxt |x0 = x, y0 = y). Она удовлетворяет уравнению

∂φ

∂t
=

1

2
σ2(y)

∂2φ

∂x2
+

1

2
a2(y)

∂2φ

∂y2
+ ρσ(y)a(y)

∂2φ

∂x∂y

+
1

2
σ2(y)

∂φ

∂x
+ (b(y) + ρa(y)σ(y))

∂φ

∂y
.

67



и начальному условию φ(0, x, y, η) = eiηx. Функция φ может быть пред-
ставлена в виде

φ(t, x, y, η) = eiηxE(eiηxt |x0 = 0, y0 = y) = eiηxφ̃(t, y, η).

Следовательно, φ̃ удовлетворяет уравнению

∂φ̃

∂t
= −1

2
σ2(y)η2φ̃+

1

2
a2(y)

∂2φ̃

∂y2
+ ρσ(y)a(y)ηi

∂φ̃

∂y

+
1

2
σ2(y)ηiφ̃+ (b(y) + ρa(y)σ(y))

∂φ̃

∂y
(3.13)

и начальному условию φ(0, y, η) = 1.
Для некоторых моделей стохастической волатильности это уравне-

ние можно решить аналитически; далее можно применить теорему об-
ращения (см., например [16]).

Теорема 3.3 Пусть φ(η) характеристическая функция распределения
F (z). Тогда

F (z) =
1

2
+

1

2π

∫ ∞

0

eiηzφ(−η)− e−iηzφ(η)

iη
dη.

Отсюда P1 можно выразить в виде

P1 =
1

2
+

1

2π

∫ ∞

0
dη

e−iη ln(K/F )φ̃(T, y0, η)− eiη ln(K/F )φ̃(T, y0,−η)
iη

.

Модель Хестона. Приведем одну из конкретных моделей стохастиче-
ской волатильности, в которой уравнение (3.13) имеет аналитическое
решение.

Положим σ(y) =
√
y, a(y) = α

√
y, b(y) = β(y∗ − y), где α, β и

y∗ - некоторые константы. Таким образом, процесс yt удовлетворяет
уравнению

dyt = α
√
ytdwt + β(y∗ − yt). (3.14)

68



Уравнение (3.13) в модели Хестона преобразуется к виду

∂φ̃

∂t
= −1

2
yη2φ̃+

1

2
α2y

∂2φ̃

∂y2
+ ραyηi

∂φ̃

∂y
+

1

2
yηiφ̃+ (β(y − y∗) + ραy)

∂φ̃

∂y
.

Будем искать решение этого уравнения в виде φ̃ = eG(t)+H(t)y, где
G(0) = 0, H(0) = 0. Подставляя это выражение в уравнение и прирав-
нивая к нулю множители при степенях yi, i = 0, 1, получаем уравнения

G′ = −βy∗H,

H ′ = −1

2
η2 +

1

2
α2H2 + ραηiH +

1

2
ηi+ (β + ρα)H

=
1

2
α2(H − r1)(H − r2),

где r1,2 - нули многочлена относительно H в последнем уравнении. Эти
уравнения имеют решения

H(t) = r1r2
1− ebt

r2 − r1ebt
,

G(t) = −βy∗
[
r1t+

r1
b
ln

r2 − r1
r2 − r1ebt

+
r2
b
ln
r2 − r1e

bt

r2 − r1

]
,

где b = 0.5α2(r1 − r2).

Решение уравнение (3.14) можно указать в явном виде, в предполо-
жении, что n = 4βy∗/α2 - целое число. Для i = 1, . . . , n положим

x
(i)
t = x0e

−0.5βt + 0.5α

∫ t

0
e0.5β(s−t)dw(i)

s ,

где w(i) - независимые винеровские процессы. Отметим, что x(i)t удовле-
творяют уравнению

dx
(i)
t = −0.5βx

(i)
t dt+ 0.5αdw

(i)
t .
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Применяя формулу Ито к процессу yt =
∑n

i=1

(
x
(i)
t

)2
, получим

dyt =

n∑
i=1

(
−β(x(i)t )2 +

1

4
α2

)
dt+

n∑
i=1

αx
(i)
t dw

(i)
t

=
(
−βyt +

n

4
α2
)
dt+ α

√
yt

n∑
i=1

x
(i)
t√
yt
dw

(i)
t .

Поскольку процесс

wt =

n∑
i=1

∫ t

0

x
(i)
s√
ys
dw(i)

s

является мартингалом и для него выполнено равенство Ew2
t = t, то

([5], теорема 4.1) wt-винеровский процесс и, значит, yt удовлетворяет
уравнению (3.14).

Плотность стационарного распределения p(y) процесса yt удовлетво-
ряет уравнению

1

2

d2

dy2
(α2yp(y))− d

dy
(β(y∗ − y))p(y)) = 0. (3.15)

Нетрудно убедится, что решением этого уравнения является функция

p(y) = cyγy
∗−1e−γy,

где γ = 2β/α2, а c - константа нормировки:

c−1 =

∫ ∞

0
yγy

∗−1e−γydy = γ−γy
∗
∫ ∞

0
z−γy

∗−1e−zdz = γ−γy
∗
Γ(γy∗).

Отметим, что в стационарном режиме процесс колеблется вокруг зна-
чения y∗, действительно,∫ ∞

0
yp(y)dy = c

∫ ∞

0
yγy

∗
e−γydy = cγ−γy

∗−1

∫ ∞

0
z−γy

∗
e−zdz

=
1

γΓ(γy∗)
Γ(γy∗ + 1) = y∗.
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3.2 Модели облигаций

Модели процентных ставок подробно изложены в монографии Р. Рибо-
нато [11]. Основными наблюдаемыми величинами на рынке являются
цены облигаций P (t, T ), где t - текущий момент, T - срок погашения.
Будем предполагать (см. (1.8)), что цены облигаций могут быть выра-
жены через процесс текущей процентной ставки ru формулой

P (t, T ) = EFte
−

∫ T
t rudu.

Через цены облигаций определяются и другие величины, часто исполь-
зуемые на практике: кривая процентных ставок R(t, T ), форвардные
процентные ставки f(t, T ); они вычисляются по формулам

R(t, T ) = − 1

T
lnP (t, T ), f(t, T ) = − d

dT
lnP (t, T ),

так что
P (t, T ) = e−TR(t,T ) = e−

∫ T
t f(t,u)du.

Одна из задач финансовой математики состоит в построении таких мо-
делей текущей процентной ставки, которые позволяли бы воспроизво-
дить наблюдаемые на рынке величины. Часто для процесса rt использу-
ются те же модели, что и для процесса стохастической волатильности;
например, процесс волатильности в модели Хестона известен в теории
процентных ставок как модель Кокса-Ингерсолла-Росса.

3.2.1 Модель Халла-Уайта

В этой модели предполагается, что процесс процентной ставки удовле-
творяет уравнению

drs = αdws + β(θ(s)− rs)ds,

где θ - это неизвестная, но не случайная, функция. В случае, когда θ(s)
является константой, данная модель известна как модель Васичека; в
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этом случае можно в явном виде выразить P (t, T ) через параметры мо-
дели, однако этих параметров оказывается недостаточно, чтобы описать
наблюдаемое поведение P как функции от T.

Функция θ(s) подбирается таким образом, чтобы наблюдаемая кри-
вая процентных ставок и кривая, полученная по этой модели, совпада-
ли. Явный вид процесса rs задается формулой

rs = rte
−β(s−t) + β

∫ s

t
θ(u)e−β(s−u)du+ α

∫ s

t
e−β(s−u)dwu.

Для определения функции θ(t) воспользуемся уравнением

e−
∫ T
t f(s)ds = Ert

e−
∫ T
t rsds. (3.16)

Обозначая θ1(s) = rte
−β(s−t) + β

∫ s
t θ(u)e

−β(s−u)du, получаем∫ T

t
rsds =

∫ T

t
θ1(s)ds+ α

∫ T

t
dwu

∫ T

u
dse−β(s−u).

Таким образом,
∫ T
t rsds является нормально распределенной случайной

величиной и, значит, мы можем воспользоваться равенством, верным
для ξ ∈ N(a, σ2): Eeξ = ea+0.5σ2 , из которого следует, что∫ T

t
f(s)ds = E

∫ T

t
rsds− 0.5D

∫ T

t
rsds. (3.17)

Обозначим

g(T ) = 0.5D

∫ T

t
rsds =

α2

2β2

∫ T

t
du
(
1− e−β(T−u)

)2
.

Продифференцировав дважды по T выражение (3.17), получим:

f ′(T ) = −βf(T ) + βθ(T )− βg′(T )− g′′(T ).

Откуда следует, что

θ(T ) = f(T ) +
1

β
f ′(T ) + g′(T ) +

1

β
g′′(T ). (3.18)
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Формула (3.18) указывает на принципиальную возможность для дан-
ной модели воспроизвести кривую процентных ставок. Для целей прак-
тического применения данной модели Халлом и Уайтом была предло-
жена дискретная схема вычисления распределений процесса rt. Сна-
чала заменим параметр θ на другой, более удобный в данной схеме.
Определим процесс xt через уравнение dxt = αdwt − βxtdt и положим
αt = rt− xt. Нетрудно видеть, что процесс γt удовлетворяет уравнению
dγt = a[θ(t) − γt]dt и значит γt не является случайным процессом, а
детерминированной функцией γ(t), связанной с функцией θ(t) обыкно-
венным дифференциальным уравнением γ′(t) = β[θ(t)− γ(t)].

Рассмотрим дискретную сетку с шагом ∆t по времени и шагом δ по
пространственной переменной. Соотношение между шагом по време-
ни и шагом по пространству выберем из следующих соображений. Как
известно, E(α∆wt)

2 = α2∆t, E(α∆wt)
4 = 3α4(∆t)2. Если мы прибли-

жаем случайную величину α∆wt случайной величиной, принимающей
значения −δ, 0, δ с вероятностями p, q, p, то 2-ой и 4-ый моменты у этой
величины будут равны 2δ2p и 2pδ4. Приравнивая соответствующие мо-
менты, получим соотношение δ =

√
3∆tα.

Будем считать, что задана однородная марковская цепь xm, которая
из состояния jδ может перейти в состояния (j−1)δ, jδ, (j+1)δ с вероят-
ностями pd, pm и pu соответственно. Вероятности перехода определим
также из соображений аппроксимации моментов:

E(∆xm|xm = jδ) = −βjδ∆t = (pu − pd)δ,

E((∆xm)
2|xm = jδ) = α2∆t+ (βjδ∆t)2 = (pu + pd)δ

2.

Добавляя условие нормировки, получаем систему уравнений для на-
хождения переходных вероятностей. Однако условие неотрицательно-
сти вероятностей выполняется только для ограниченного количества
узлов j. Это связано с тем, что процесс xt имеет снос к нулю тем боль-
ший, чем дальше от нуля находятся значения процесса. Для того, что-
бы преодолеть эту сложность, Халл и Уайт предложили для далеких
от нуля узлов использовать схему, в которой возможен переход только
в узлы, расположенные ближе к нулю. Так, например, при больших j
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возможен только переход из узла j в узлы с номерами j, j − 1, j − 2.
При этом система уравнений изменится следующим образом:

E(∆xm|xm = jδ) = −βjδ∆t = (2pd + pm)δ,

E((∆xm)
2|xm = jδ) = α2∆t+ (βjδ∆t)2 = (4pd + pm)δ

2.

Эта система также имеет положительное решение только для ограни-
ченного количества узлов. Однако можно указать такие значения j, при
которых и первая и вторая системы имеют положительные решения,
например, j можно положить равным jmax = ⌊0.184a∆t ⌋ (см.[10]). Анало-
гичную систему можно написать и для jmin = −jmax. Если для j, таких
что |j| < jmax применять первую схему, а в узлах jmax, jmin - граничные
схемы, то максимальное значение, которое может принять марковская
цепь xm, равно jmaxδ. Итак, на каждом шагеm мы можем вычислить ве-
роятности перехода p(m)

x,y цепи xm из состояния x в состояние y. Выведем
формулу для последовательности αm, которая является приближением
функции α(t). Цена облигации с погашением на m-ом шаге имеет вид:

P (m) =
∑

x1,...,xm

p(1)x0,x1 . . . p
(m)
xm−1,xme

−(r0+...+rm−1)∆t =
∑
xm

Λ(m)
xm .

Воспользуемся тем, что rm = xm + αm

P (m+1) =
∑
xm+1

Λ(m+1)
xm+1

=
∑

xm,xm+1

Λ(m)
xm p(m+1)

xm,xm+1
e−rm∆t

= e−γm∆t
∑
xm

Λ(m)
xm e−∆txm .

Отсюда получаем формулу для γm:

γm =
1

∆t
ln

∑
xm

Λ
(m)
xm e−∆txm

P (m+1)
.

3.2.2 Модель Хита-Джарроу-Мортона

В модели Халла-Уайта функция θ считалась детерминированной (так-
же как цены облигаций, форвардные процентные ставки и т.д.) Это
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предположение оправдано, если момент наблюдений фиксирован, но
при переходе к другому моменту времени мы будем иметь дело уже
с другими ценами облигаций и значит с другой функцией θ.

Модель HJM описывает динамику цен облигаций, как диффузион-
ного процесса, зависящего от параметра T . Одним из следствий такой
модели является то, что, в отличие от предыдущих моделей, процесс
текущей процентной ставки rt, вообще говоря, не является диффузи-
онным процессом, коэффициент сноса для этого процесса зависит от
предшествующей траектории.

Предположим, что цены облигаций удовлетворяют уравнению

dP (t, T )

P (t, T )
= µ(t, T )dt+ σ(t, T )dwt.

Эта модель похожа на модель цены акции, но в отличие от цен ак-
ций, коэффициент сноса в данной модели не может быть произволь-
ным. Поскольку в среднем цена облигация растет на величину rt, то
для любого T µ(t, T ) = rt. Кроме того, предположим, что σ(t, T ) - Ft
измеримый процесс и при любом t является гладкой по T функцией.
Применим формулу Ито для процесса lnP (t, T ):

d lnP (t, T ) =
dP (t, T )

P (t, T )
− P 2(t, T )σ2(t, T )

2P 2(t, T )
dt

= (rt − 0.5σ2(t, T ))dt+ σ(t, T )dwt.

Рассмотрим данное уравнение при различных значениях T1 и T2 па-
раметра T и вычтем одно из другого. Выразив P (t, T ) через f(t, T ),
получим

−
∫ T2

T1

df(t, s)ds = −1

2
[σ2(t, T2)− σ2(t, T1)]dt+ (σ(t, T2)− σ(t, T1))dwt.

Разделив на T2 − T1 и перейдя к пределу при T1, T2 → T , получим,
что f(t, T ) удовлетворяет уравнению

df(t, T ) = σ′T (t, T )σ(t, T )dt− σ′T (t, T )dwt.
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Проинтегрируем данное уравнение от 0 до T :

f(T, T )− f(0, T ) =

∫ T

0
σ′T (t, T )σ(t, T )dt−

∫ T

0
σ′T (t, T )dwt.

Отсюда получаем явное выражение для процесса rt:

rt = f(0, t) +

∫ t

0
σ′t(τ, t)σ(τ, t)dτ −

∫ t

0
σ′t(τ, t)dwτ .

3.3 Моделирование диффузионных процессов.

Данный параграф следует, в основном, работе [20]. Предположим, что
нам надо промоделировать диффузионный процесс вида

dxs = a(xs)dws + b(xs)ds, 0 6 s 6 T. (3.19)

Будем предполагать, что функции a(x) и b(x) являются глобально Лип-
шицевыми:

|a(x)− a(y)|+ |b(x)− b(y)| 6 C|x− y|. (3.20)

Отсюда, в частности, следует, что

|a(x)|+ |b(x)| 6 C(1 + |x|). (3.21)

Известно [15], что в этом случае существует единственное решение урав-
нения (3.19). Докажем некоторые свойства xt. Сначала покажем, что
для некоторой константы C при t 6 T

Exx
2m
t 6 C(x2m + 1). (3.22)

Мы получим эту оценку как следствие более общего утверждения.

Лемма 3.1 Пусть процесс xt имеет представление,

xt = x0 +

∫ t

0
asdws +

∫ t

0
bsds,
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где процессы at и bt удовлетворяют неравенствам

|at|, |bt| 6 C(sup
s6t

|xs|+ 1),

тогда выполнено (3.22).

Доказательство. Применяя формулу Ито к процессу xmt , получим

xms = xm0 +

∫ s

0
am(u)dwu +

∫ s

0
bm(u)du, (3.23)

причем |am(u)|, |bm(u)| 6 C(ρmu + 1), где ρu = sups6u |xs|. Пусть τ -
марковский момент; возводя (3.23) в квадрат и беря супремум по s 6 τ ,
получим оценку

ρ2mτ 6 3

[
x2m0 + sup

s6τ

(∫ s

0
am(u)dwu

)2

+ sup
s6τ

(∫ s

0
bm(u)du

)2
]

(3.24)

Положим τN = sup{s 6 T : |x̃s| 6 N} и возьмем в качестве τ = t ∧ τN .
Беря математическое ожидание в (3.24), получим

Exρ
2m
t∧τ

N
63

x2m+Ex sup
s6t

 s∧τ
N∫

0

am(u)dwu


2

+Ex sup
s6t

 s∧τ
N∫

0

bm(u)du


2 .

Второе слагаемое в правой части оценим, используя неравенство для
мартингалов (см., например, [5]):

E sup
s6t

M2
s 6 4EM2

t , (3.25)

где Mt - квадратично-интегрируемый мартингал с непрерывными спра-
ва траекториями.

Поскольку |am(u)| ≤ C при u ≤ τN , то
s∫
0

1{u6τ
N
}am(u)dwu удовле-

творяет этим условиям и, следовательно,

Ex sup
s6t

(∫ τ
N
∧s

0
am(u)dwu

)2

≤ 4Ex

(∫ τ
N
∧t

0
am(u)dwu

)2

= 4Ex

∫ τ
N
∧t

0
a2m(u)du 6 C

(
1 +

∫ t

0
Exρ

2m
u du

)
.
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В третьем слагаемом воспользуемся неравенством Гельдера:(∫ τ
N
∧s

0
bm(u)du

)2

6 T

∫ t

0
1{u6τ

N
}b

2
m(u)du 6 C

(
1 +

∫ t

0
ρ2mu du

)
.

Обозначим y(N)(t) = Exρ
2m
t∧τN , тогда

y(N)(t) 6 C(x2m + 1) + C

∫ t

0
y(N)(u)du.

Поскольку y(N)(t) - ограниченная функция, то итерируя данное нера-
венство, мы получим сходящийся ряд

y(N)(t) 6 C(x2m + 1)
∞∑
k

1

k!
(Ct)k.

Заметим, что константа C в данном неравенстве зависит от функций a
и b, но не зависит от N и, поэтому, переходя к пределу при N → ∞,
получим утверждение леммы.

Несложно показать, что при s, t 6 T имеет место также следующая
оценка

E(xt − xs)
2 6 C|t− s|. (3.26)

Действительно,

E(xt − xs)
2 = E

[∫ t

s
a(xu)dwu

]2
+

∫ t

s
b(xu)du

6 2E

[∫ t

s
a2(xu)dwu

]2
+ 2E

[∫ t

s
b(xu)du

]2
6 2

∫ t

s
Ea2(xu)du+ 2(t− s)

∫ t

s
Eb2(xu)du.

В силу неравенств (3.21) и (3.22) математические ожидания Ea2(xu) и
Eb2(xu) конечны и мы получаем оценку (3.26).
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3.3.1 Оценка погрешности

Разделим отрезок [0, T ] на n отрезков длиной ∆ = T/n и обозначим
tk = k∆.

Метод Эйлера. Определим процесс

x̃t = x̃tk + a(x̃tk)(wt − wtk) + b(x̃tk)(t− tk). (3.27)

Теорема 3.4 При перечисленных выше условиях имеет место оценка

E sup
t∈[0,T ]

|xt − x̃t|2 6 C/n.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству следующей,
более сложной теоремы, поэтому мы его опускаем.

Метод более высокого порядка точности. Предположим до-
полнительно, что a(x) и b(x) дифференцируемые функции и определим
процесс x̃t следующим образом:

x̃t = x̃tk + a(x̃tk)(wt − wtk) + b(x̃tk)(t− tk) (3.28)

+
1

2
a′(x̃tk)a(x̃tk)

[
(wt − wtk)

2 − (t− tk)
]

+ b′(x̃tk)a(x̃tk)(wt − wtk)(t− tk).

Теорема 3.5 Предположим, что функции a(x) и b(x) дважды диффе-
ренцируемы и |a′(x)| 6 C, |b′(x)| 6 C, |a′′(x)a(x)| 6 C, |b′′(x)a(x)| 6 C,
тогда

E sup
t∈[0,T ]

(x̃t − xt)
2 6 C/n2.

Доказательство. Используя формулу Ито для процесса x̃t, найдем что
на промежутке tk 6 t 6 tk+1 процесс удовлетворяет уравнению:

dx̃t = ãtdwt + b̃tdt, (3.29)

где обозначено

ãt = ã(x̃tk , wt) = a(x̃tk) + a′(x̃tk)a(x̃tk)(wt − wtk) + b′(x̃tk)a(x̃tk)(t− tk),

b̃t = b̃(x̃tk , wt) = b(x̃tk) + b′(x̃tk)a(x̃tk)(wt − wtk).
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Обозначим εt = xt − x̃t. Процесс εt удовлетворяет уравнению

dεt = aε(t)dwt + bε(t)dt, (3.30)

где коэффициенты aε(t) и bε(t) имеют вид:

aε(t) = a(xt)− ã(x̃tk , wt),

bε(t) = b(xt)− b̃(x̃tk , wt).

Оценим математические ожидания Ea2ε(t) и Eb2ε(t). Представим aε(t) в
виде

aε(t) = [a(xt)− ã(xtk , wt)] + [ã(xtk , wt)− ã(x̃tk , wt)] = a1(t) + a2(t),

тогда Ea2ε(t) 6 2Ea21(t) + 2Ea22(t). Процесс a1(t) имеет следующий сто-
хастический дифференциал

da1(t) = [a′(xt)a(xt)− a′(xtk)a(xtk)]dwt

+ [a′(xt)b(xt) + 0.5 a′′(xt)a
2(xt)− b′(xtk)a(xtk)]dt

= a11(t)dwt + a12(t)dt.

Поскольку a1(tk) = 0, мы получаем для Ea21(t) оценку

Ea21(t) 6 2

∫ t

tk

Ea211(u)du+ 2∆

∫ t

tk

Ea212(u)du.

Обозначим µ(x) = a′(x)a(x). Эта функция имеет ограниченную произ-
водную, поэтому

|a11(u)| = |µ(xu)− µ(xtk)| 6 C|xu − xtk |.

Отсюда следует, что Ea211(u) 6 CE(xu−xtk)2 6 C|u−tk|. В силу условий
теоремы a212(u) 6 C(1 + x2u) и, значит Ea212(u) 6 C. Таким образом,
Ea21(t) 6 C∆2.

Оценим теперь Ea2(t). Функция λ(x) = b′(x)a(x) также имеет огра-
ниченную производную. Поскольку

a2(t) = a(xtk)−a(x̃tk)+(µ(xtk)−µ(x̃tk))(wt−wtk)+(λ(xtk)−λ(x̃tk))(t−tk),
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то имеет место следующая оценка

Ea22(t) 6 C
(
E[a(xtk)− a(x̃tk)]

2 +E[µ(xtk)− µ(x̃tk)]
2(t− tk)

+ E[λ(xtk)− λ(x̃tk)]
2(t− tk)

2
)
6 CEε2(tk).

Окончательно имеем оценку для Ea2ε(t):

Ea2ε(t) 6 C(∆2 +Eε2(tk)) (3.31)

Повторяя практически дословно предыдущие рассуждения, получим
аналогичную оценку

Eb2ε(t) 6 C(∆2 +Eε2(tk)). (3.32)

Проинтегрируем выражение (3.30):

εt = εtk +

∫ t

tk

aε(s)dws +

∫ t

tk

bε(s)ds = εtk +A+B.

Возведя в квадрат и взяв математическое ожидание, получим

Eε2t = Eε2tk +EA2 +EB2 + 2EεtkA+ 2EεtkB + 2EAB.

Для оценки EA2 и EB2, воспользуемся неравенствами (3.31) и (3.32):

EA2 6
∫ t

tk

Ea2ε(s)ds 6 ∆C(∆2 +Eε2(tk)) = C∆3 + C∆Eε2(tk),

EB2 6 ∆

∫ t

tk

Eb2ε(s)ds 6 ∆2C(∆2 +Eε2(tk)) = C∆4 + C∆2Eε2(tk).

Далее, EAB 6 EA2 +EB2 6 C[∆3 +∆Eε2(tk)]. Из свойств стохастиче-
ского интеграла следует, что EεtkA = EεtkEFtk

A = 0. Оценим теперь
EεtkB. Обозначим

B1 =

∫ t

tk

(b(xu)− b̃(xtk , wu))du, B2 =

∫ t

tk

(̃b(xtk , wu)− b̃(x̃tk , wu))du.
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Заметим, что

|EFtk
B2| = |b(xtk)− b(x̃tk)|(t− tk) 6 C∆|εtk |,

значит, |EεtkB2| 6 C∆Eε2tk . Остается оценить EεtkB1.

|EFtk
B1| =

∣∣∣∣∫ t

tk

EFtk
[b(xs)− b(xtk)]ds

∣∣∣∣
6

∫ t

tk

ds

∫ s

tk

duEtk,xtk |b
′(xu)a(xu) + 0.5 b′′(xu)a

2(xu)|

6 C∆2(|xtk |+ 1).

Мы воспользовались условиями теоремы и неравенством (3.22).

|EεtkB1| 6 C∆2 E1/2ε2tk E1/2(1 + |xtk |)
2 6 C(∆3)1/2(∆Eε2tk)

1/2

6 C(∆3 +∆Eε2tk).

Таким образом, имеем оценку Eε2t 6 (1+C∆)Eε2tk+C∆
3, откуда следует,

что
Eε2t 6 C∆2. (3.33)

Применяя это неравенство (3.25), а также оценки (3.31), (3.32) и (3.33),
имеем

E sup
t∈[0,T ]

ε2t 6 2E sup
t∈[0,T ]

(∫ t

0
aε(s)dws

)2

+ 2E sup
t∈[0,T ]

(∫ t

0
bε(s)ds

)2

6 8

∫ T

0
Ea2ε(s)ds+ 2T

∫ T

0
Eb2ε(s)ds 6 C(∆2 +max

k
Eε(tk)) 6 C∆2.

Теорема доказана.

3.3.2 Погрешность при вычислении функционалов

Функционал вида u(T, x) = Exf(xT ) мы оцениваем некоторой случай-
ной величиной ûn, такой что Eûn = Exf(x̃

(n)
T ). Здесь добавлен индекс n
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в обозначение процесса x̃, чтобы подчеркнуть зависимость процесса от
n. Среднеквадратичная погрешность состоит из двух частей - система-
тической и стохастической:

E(ûn − u(T, x))2 =
(
Exf(x̃

(n)
T )− u(T, x)

)2
+E(ûn −Eûn)

2.

Вторым слагаемым мы займемся в следующем параграфе, а сейчас рас-
смотрим первое слагаемое. Предварительно докажем следующую лем-
му.

Лемма 3.2 Пусть φ(t, x) удовлетворяет уравнению (3.4) и пусть все
функции - a, b, c, f , h - имеют производные по x порядка n, причем
все производные функций a, b, c - ограничены, функция c также огра-
ничена, функции f и h(t, ·) и их производные имеют полиномиальный
рост по x (h - равномерно по t 6 T ):

|f (k)(x)|, |∂kh(t, x)/∂xk| 6 C1(1 + x2m1), k 6 n,

тогда функция φ и ее производные по x также имеют полиномиаль-
ный рост: |∂kφ(t, x)/∂xk| 6 C2(1 + x2m2), при t 6 T , k 6 n.

Доказательство. Применяя лемму 3.1 к (3.5), получим, что φ имеет
полиномиальный рост по x. Формальное дифференцирование уравне-
ния (3.4) приводит к уравнению (относительно φ̃ = ∂φ/∂x)

∂φ̃

∂t
=

1

2
a2(x)

∂2φ̃

∂x2
+ b̃(x)

∂φ̃

∂x
+ c̃(x)φ̃+ h̃(t, x)

и начальному условию φ̃(0, x) = f ′(x), где b̃(x) = b(x) + a(x)a′(x),
c̃(x) = b′(x) + c(x), h̃(t, x) = h′(t, x) + c′(x)φ(t, x). В силу наложен-
ных условий, это уравнение имеет решение φ̃ (см. [19], c.237). Кроме
того, c̃ - ограничена, f̃ и h̃ имеют полиномиальный рост по x, следо-
вательно, еще раз применяя лемму 3.1, получаем, что φ̃ также имеет
полиномиальный рост по x равномерно по t 6 T . Нетрудно убедить-
ся, что φ(t, x0) +

∫ x
x0
φ̃(t, y)dy, является решением уравнения (3.4), т.е.
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φ̃ действительно является производной от φ. Действуя по индукции,
получаем утверждение леммы.

Возвращаясь к процессу xt из (3.19) и функции u(T, x) = Exf(xT ),
обозначим v(t, x) = u(T − t, x) и введем оператор L(y):

L(y)v(t, x) = ∂v(t, x)

∂t
+

1

2
a2(y)

∂2v(t, x)

∂x2
+ b(y)

∂v(t, x)

∂x
,

в котором y рассматривается как параметр. Функция v(t, x) удовлетво-
ряет уравнению

L(x)v(t, x) = 0, (3.34)

поэтому L(y)v(t, x) можно представить в виде

L(y)v(t, x) = 1

2
[a2(y)− a2(x)]

∂2v(t, x)

∂x2
+ [b(y)− b(x)]

∂v(t, x)

∂x
.

Предполагая v достаточно гладким, перепишем выражение L2(y)v(t, x)
в виде

L2(y)v(t, x) =

4∑
i=1

∂iv(t, x)

∂xi

∑
j

αij(y)βij(x),

где функции αij и βij могут быть представлена в виде полиномов от a
и b и их производных до порядка 2 включительно; например, при i = 4∑

j

αij(y)βij(x) =
1

4
a4(y)− 1

2
a2(y)a2(x) +

1

4
a4(x).

Поскольку для схем (3.27) и (3.28) результат получается тот же,
рассмотрим более простую схему (3.27).

Теорема 3.6 Пусть коэффициенты a, b имеют ограниченные произ-
водные до порядка 4 включительно, функция f - имеет производные
4-го порядка с полиномиальным ростом, тогда

|Exf(x̃(n)T )−Exf(xT )| 6 C/n. (3.35)
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Доказательство. Систематическая погрешность может быть представ-
лена в виде

Exf(x̃T )−Exf(xT ) = Exv(T, x̃T )− v(0, x)

=
n−1∑
k=0

Ex
(
v(tk+1, x̃tk+1

)− v(tk, x̃tk)
)
.

Дважды применяя формулу Ито и учитывая (3.34), получим

Ex
[
v(tk+1, x̃tk+1

)− v(tk, x̃tk)
]
=

∫ tk+1

tk

dtExL(x̃tk)v(t, x̃t)

=

∫ tk+1

tk

dtEx[L(x̃tk)v(t, x̃t)− L(x̃tk)v(tk, x̃tk)]

=

∫ tk+1

tk

dt

∫ t

tk

dsExL2(x̃tk)v(s, x̃s). (3.36)

Далее,

L2(x̃tk)v(s, x̃s) =

4∑
i=1

∂iv(t, x̃s)

∂xi

∑
j

αij(x̃tk)βij(x̃s).

Функции, αij и βij имеют полиномиальный рост. Согласно лемме 3.2,
производные ∂iv/∂xi также имеют полиномиальный рост. Применяя
лемму 3.1 к процессу x̃t, получим, что для некоторых C и m

ExL2(x̃tk)v(s, x̃s) =

4∑
i=1

∑
j

Exαij(x̃tk)Ex̃tkβij(x̃s)
∂iv(s, x̃s)

∂xi

6 CEx(x̃
2m
tk

+ 1) 6 C(x2m + 1).

Подставляя данную оценку в равенство (3.36), получим утверждение
теоремы.

Теорема 3.7 Пусть коэффициенты a и b имеют ограниченные произ-
водные до порядка 8 включительно, функция f - имеет производные
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8-го порядка с полиномиальным ростом, тогда существует величина
Ψ, такая что

Exf(x̃
(n)
T ) = u(T, x) +

1

n
Ψ+O

(
1

n2

)
. (3.37)

Доказательство. Положим ψ(t, x) = L2(x)v(t, x) и преобразуем выра-
жение ExL2(x̃tk)v(s, x̃s) к виду

ExL2(x̃tk)v(s, x̃s) = Ex[L2(x̃tk)v(s, x̃s)− L2(x̃tk)v(tk, x̃tk)]

+ Ex[ψ(tk, x̃tk)− ψ(tk, xtk)]

+ Exψ(tk, xtk).

Покажем, что первые два слагаемые имеют порядок 1/n, тогда под-
ставляя их в (3.36), получим величины порядка 1/n2. Первое слагаемое
равно ∫ s

tk

ExL3(x̃tk)v(t, x̃t)dt

и для доказательства конечности математического ожидания под зна-
ком интеграла можно применить те же рассуждения, что и в предыду-
щей теореме. Функция ψ вместе со своими производными до 4-го по-
рядка имеет полиномиальный рост и поэтому по предыдущей теореме
второе слагаемое не превосходит C/n. Подставляя третье слагаемое в
(3.36), получаем

Exψ(tk, xtk)(tk+1 − tk)
2/2 =

T

2n
Exψ(tk, xtk)(tk+1 − tk) =

=
T

2n

∫ tk+1

tk

dtExψ(t, xt)−
T

2n

∫ tk+1

tk

dt[Exψ(t, xt)−Exψ(tk, xtk)]

В последнем выражении первое слагаемое определяет вид константы Ψ
из (3.35):

Ψ =
T

2

∫ T

0
dtExψ(t, xt).

86



Во втором слагаемом применим формулу Ито, тогда оно примет вид

T

2n

∫ tk+1

tk

dt

∫ t

tk

dsExL(xs)ψ(s, xs).

Поскольку

ψ(t, x) =

4∑
i=1

∂iv(t, x)

∂xi

∑
j

αij(x)βij(x),

то применение к ψ оператора L приведет к функции полиномиального
роста, а, значит, ExL(xs)ψ(s, xs) < C. Теорема доказана.

Следствие. Отметим, что Ψ зависит, вообще говоря, от x и T , но
существенно то, что Ψ не зависит от n. Это обстоятельство позволяет
построить оценку с систематической погрешностью на порядок меньше,
чем у исходной оценки, а именно оценка

ẑn = 2û2n − ûn,

имеет погрешность порядка n−2, в то время как у оценки ûn порядок
погрешности всего лишь n−1.

3.3.3 Оценки с минимальной дисперсией

Как правило, платежная функция зависит от ряда параметров (цена
исполнения K, уровень барьера H и т.д.), причем причем интерес для
вычислений представляет не один конкретный опцион, а целый набор
опционов. При этом важно уметь вычислять эти опционы таким обра-
зом, чтобы суммарная дисперсия была бы мала. Рассмотрим эту задачу
для диффузионного процесса.

Пусть процесс xt имеет стохастический дифференциал

dxt = atdwt + btdt.

Предположим, что fθ(x(·)) - функционалы на траекториях процесса xt,
θ - некоторый параметр, который принимает значения из некоторого
множества Θ; будем предполагать, что Ef2θ 6 C.
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Построим оценки метода существенной выборки для Cθ = Efθ.
Рассмотрим с.в.

ρT = exp

(∫ T

0
ζtdwt −

1

2

∫ T

0
ζ2t dt

)
,

где ζt удовлетворяет условиям теоремы 3.1.1. Мы можем определить ве-
роятностную меру P̃: dP̃ = ρTdP; через Ẽ обозначим ожидание по мере
P̃. Отметим, что процесс w̃t = wt −

∫ t
0 ζsds является винеровским отно-

сительно меры P̃, а стохастический дифференциал процесса xt может
быть выражен в виде

dxt = atdw̃t + (bt + atζt)dt.

Рассмотрим оценки вида C̃θ = fθ/ρ. Очевидно, что ẼC̃θ = Cθ. Пусть на
Θ задана вероятностная мера Q(dθ), которая определяет вес дисперсии
в точке θ. Рассмотрим задачу минимизации по ζ взвешенной дисперсии∫

Θ
Ẽ(C̃θ − Cθ)

2Q(dθ)

Очевидно, что задача сводится к минимизации взвешенного второго
момента

∫
Θ ẼC̃2

θQ(dθ). Обозначим G̃ =
(∫

Θ f
2
θQ(dθ)

) 1
2 , тогда∫

Θ
ẼC̃2

θQ(dθ) = Ẽ
(
G̃/ρ

)2
. (3.38)

Рассмотрим мартингал µ̃t = EFtG̃. Поскольку выполнены условия тео-
ремы 2.1, то существует процесс α̃t, такой что

µ̃t = µ̃0 +

∫ t

0
α̃sdws, E

∫ T

0
α̃2
t (ω)dt <∞.

Положим ζ̃t = α̃t/µ̃t, тогда

ρ̃T = exp

(∫ T

0
ζ̃tdwt −

1

2

∫ T

0
ζ̃2t dt

)
= exp

(∫ T

0

α̃t
µ̃t
dwt −

1

2

∫ T

0

(
α̃t
µ̃s

)2

dt

)

= exp

(∫ T

0
d ln µ̃t

)
= µ̃T /µ̃0.
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Мы воспользовались тем, что согласно формуле Ито

d ln µ̃t =
α̃t
µ̃t
dwt −

1

2

α̃2
t

µ̃2t
dt.

Поскольку µ̃T = G̃, получаем Ẽ
(
Ĝ/ρ̃

)2
= µ̃20. С другой стороны, для

любого процесса ζt

Ẽ
(
G̃/ρ

)2
> Ẽ2

(
G̃/ρ

)
= µ̃20.

Рассмотрим теперь выделение главной части. В этом случае мы
рассматриваем оценки вида

C̄θ = fθ +

∫ T

0
zs dws,

где zs - процесс, такой, что E
∫ T
0 z2sds < ∞. Очевидно, что C̄θ - несме-

щенная оценка для Cθ: EC̄θ = Cθ; задача состоит в том, чтобы найти
процесс zt, минимизирующий

∫
ΘEC̄2

θQ(dθ). Положим Ḡ =
∫
Θ fθQ(dθ),

тогда ∫
Θ
EC̄2

θQ(dθ) = EG̃2 + 2EḠ

∫ T

0
zs dws +E

∫ T

0
z2s ds

= EG̃2 −EḠ2 +E

(
Ḡ+

∫ T

0
zsdws

)2

.

Обозначим µ̄t = EFtḠ. Опять используя теорему 2.1, получаем, что
существует процесс ᾱt, такой, что

µ̄t = µ̄0 +

∫ t

0
ᾱsdws, E

∫ T

0
ᾱ2
sds <∞.

Если положить zt = −ᾱt, то

E

(
Ḡ+

∫ T

0
zs dws

)2

= E

(
Ḡ−

∫ T

0
αs dws

)2

= E(Ḡ+ µ̄0 − µ̄T ) = µ̄20.
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Замечание. Если мераQ сосредоточена в одной точке, то минимальная
дисперсия оптимальной оценки равна нулю, как в случае существенной
выборки, так и в случае выделения главной части.

Рассмотрим пример применения указанных оценок. Пусть рынок
определяется уравнениями

dSt/St = σ(t, St)dwt + rdt, dBt = rBtdt.

Рассмотрим опцион с платежной функцией вида

fK = hK

(
1

T

∫ T

0
Stdt

)
, (3.39)

где hK(x) равно (x −K)+ для опциона покупки и равно (K − x)+ для
опциона продажи. Опцион такого типа называется азиатским. Цена оп-
циона равна CK = Ee−rT fK .Функционал G̃, определенный выше, имеет
в данном случае вид G̃ = e−rT H̃(YT ), где

Yt =
1

T

∫ t

0
Sudu, H̃(x) =

(∫
Θ
h2K(x)Q(dK)

) 1
2

.

Рассматривая (St, Yt) как a двумерный диффузионный процесс, полу-
чаем

µ̃t = E(G̃|Ft) = e−rtE

(
e−r(T−t)H̃

(
Yt +

1

T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣Ft) (3.40)

= e−rtE

(
e−r(T−t)H̃

(
Yt +

1

T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣St, Yt) = e−rtũ (t, St, Yt) ,

где

ũ(t, x, y) = E

(
e−r(T−t)H̃

(
y +

1

T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣St = x

)
. (3.41)

Предположим, что что ũ(t, x, y) достаточно гладкая функция, тогда
применяя формулу Ито для ũ(t, St, Yt), получим представление мартин-
гала µ̃t в виде

dµ̃t = e−rtσ(t, St)Stũ
′
x (t, St, Yt) dwt. (3.42)
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Таким образом, мы получили представление для ζt:

ζt = σ(t, St)St
ũ′x

(
t, St,

1
T

∫ t
0 Sudu

)
ũ
(
t, St,

1
T

∫ t
0 Sudu

) .
Чтобы использовать эту формулу для вычислений, аппроксимируем
функцию ũ следующим образом: рассмотрим процесс S̃t с постоянной
волатильностью и постоянной процентной ставкой (т.е. модель геомет-
рического броуновского движения) и заменим H̃(x) кусочно-линейной
аппроксимацией. Это позволяет получить аналитическое выражение
для ζt.

Выделение главной части. Аналогично предыдущему получаем,
что процесс zt задается выражением

zt = −e−rtσ(t, St)Stū′x
(
t, St,

1

T

∫ t

0
Sudu

)
,

где

ū(t, x, y) = E

(
e−r(T−t)H̄

(
y +

1

T

∫ T

t
Sudu

)∣∣∣∣St = x

)
,

H̄(x) =

∫
Θ
hK(x)Q(dK).
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Глава 4

Модели со скачками.

Одним из очевидных недостатков диффузионной модели является то,
что траектории процесса цен являются непрерывными, хотя реальные
траектории достаточно часто имеют скачки.

4.1 Пуассоновский процесс

Если процесс цен имеет скачки, то возникает некоторая техническая
сложность, которую мы рассмотрим на следующем примере.

Пусть процесс Bt, описывающий банковский счет, постоянен, а про-
цесс цен акций равен St = λt − Nt, где Nt = N

(λ)
t - пуассоновский

процесс интенсивности λ, σ-алгебры Ft порождены случайными вели-
чинами {Su}u≤t. Обычно полагают, что базовый процесс (в нашем слу-
чае - процесс цен) непрерывен справа и имеет пределы слева (т.о., Nt

-количество скачков до момента t включительно). Это делает σ-алгебру
Ft богаче и, как следствие, моменты скачков в этом случае являются
марковскими моментами.

Для прогрессивно-измеримого процесса γt интегралы вида
∫ t
0 γudNu

определим потраекторно, рассматривая для каждого ω Nu(ω) как функ-
цию ограниченной вариации, а область инегрирования включает пра-
вый конец интервала (0, t]. Таким образом, если обозначить через τk -
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момент k-го скачка, то∫ t

0
γudSu =

∫ t

0
γuλdu−

Nt∑
k=1

γτk . (4.1)

Цену самофинансируемого портфеля определим обычным образом:

Xt = X0 +

∫ t

0
γudSu +

∫ t

0
βudBu.

Заметим, что в рассматриваемой модели St (как и S̃t) является мар-
тингалом. Поэтому естественно было бы ожидать, что такой рынок
является безарбитражным. Однако, если мы предположим, что един-
ственное ограничение на γt является Ft-измеримость, то в этом слу-
чае можно рассмотреть стратегию γt = 1, если t < τ1 и γt = 0, если
τ1 ≤ t, где τ1 - момент первого скачка. Очевидно, что стратегия γt -
Ft-измерима, и, кроме того, XT = λmin(T, τ); таким образом, данный
рынок является арбитражным.

Чтобы исключить арбитражность такого рода, введем ограничение
на стратегии. Определим σ-алгебру P на [0, T ] × Ω, как σ-алгебру, по-
рожденную всеми Ft-согласованными, непрерывными слева процесса-
ми; P называется предсказуемой σ-алгеброй, а процессы, измеримые
относительно P - предсказуемыми процессами. Потребуем, чтобы стра-
тегии были предсказуемыми процессами; кроме того, потребуем, чтобы
стратегии были таковы, что Xt является мартингалом. Покажем, что
этому условию удовлетворяют, по крайней мере, ограниченные стра-
тегии. В этом случае интегрируемость Xt обеспечена; покажем, что
EFsXt = Xs.

EFs(Xt −Xs) =

∫ t

s
EFsγuλdu−EFs

Nt∑
k=Ns+1

γτk .

Поскольку траектория S определяется последовательностью τk, то мы
можем считать, что γt - является функцией от t и τk, таких что τk < t,
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т.е. γt = γ(τ1, . . . , τk; t), при τk < t ≤ τk+1, в частности, γτk = γ(τ1, . . . , τk−1; τk).

EFs

Nt∑
k=Ns+1

γτk =

= e−λ(t−s)
∞∑
n=0

λn
∫

s<t1<...<tn<t

dt1 . . . dtn

n∑
k=1

γ(τ1, . . . , τns , t1, . . . , tk−1; tk)

= e−λ(t−s)
∞∑
n=0

n∑
k=1

λn
∫

s<t1<...<tk<t

dt1 . . . dtkγ(. . . ; tk)
(t− tk)

n−k

(n− k)!

=

∞∑
k=1

λk
∫

s<t1<...<tk<t

dt1 . . . dtkγ(. . . ; tk)e
−λ(tk−s)

= λ

∫ t

s
dtke

−λ(tk−s)
∞∑
k=0

λk
∫

s<t1<...<tk

dt1 . . . dtk−1γ(. . . ; tk)

=

∫ t

s
EFsγuλdu.

Отметим, что, если бы γt = γ(τ1, . . . , τk; t) при τk ≤ t < τk+1, то тогда
γτk = γ(τ1, . . . , τk; τk) и последнее равенство в предыдущих выкладках
не имело бы места.

Поскольку Xt - мартингал, то безарбитражность рынка доказыва-
ется стандартным образом.

Покажем, что этот рынок полный. Пусть f - некоторая платежная
функция. Можно считать, что f является функцией от τ1, . . . , τN

T
. Для

k ≥ 0 и t1 < . . . < tk ≤ t определим функцию

C(t1, . . . , tk, t) = e−λ(T−t)
∞∑
n=k

λn−k
∫

t<tk+1<...<tn<T

dtk+1 . . . dtnf(t1, . . . , tn).

Вычислим производную по t:

∂C(t1, . . . , tk, t)

∂t
= λ[C(t1, . . . tk, t)− C(t1, . . . tk, t, t)]. (4.2)
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Положим γt = λ−1∂C(τ1, . . . , τk, t)/∂t, где k = max{i : τi < t}, тогда
согласно (4.2)∫ τk+1

τk

γtλdt = C(τ1, . . . , τk, τk+1)− C(τ1, . . . , τk, τk). (4.3)

Из (4.1), (4.3) и равенства C(τ1, . . . , τN
T
, T ) = f(τ1, . . . , τN

T
) следует, что

∫ T

0
γtdSt = f(τ1, . . . , τN

T
)− C(∅, 0),

т.е. стратегия (C(∅, 0), {γt}) является хеджем, а рынок - полным.

4.2 Диффузия со скачками

Пусть заданы винеровский процесс wt, независимый от него пуассонов-
ский процесс Nt и последовательность случайных величин αi, равно-
мерно распределенных на [0, 1], независимых в совокупности и от про-
цессов wt, Nt. Положим Ñt =

∑Nt
i=1 αi и будем считать, что σ-алгебры

Ft порождены процессами Ñt, wt. Можно определить интеграл по про-
цессу Ñt аналогично тому, как определялся интеграл по процессу Nt.
Однако можно дать более общее определение интеграла - как инте-
грала по мере в R+ × [0, 1], сосредоточенной в точках {(τi, αi)}. Поло-
жим J([0, t] × A) =

∑N
i=1 1A(αi). Пусть заданы предсказуемые процес-

сы ct(α) = ct(α, ω), являющиеся измеримыми функциями относительно
произведения σ-алгебр B([0, T ]) × B([0, 1]) × FT то выражение для ин-
теграла по мере J имеет простой вид:

ζt =

∫ t

0

∫ 1

0
cu(α)J(du, dα) =

Nt∑
i=1

cτi(αi).

Отметим, что мы рассматриваем достаточно частный случай; общая
теория интегрирования по случайным мерам изложена, например, в [6],
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[19]. Если задан предсказуемый процесс γt, то интеграл
∫ t
0 γudζu опре-

деляется как ∫ t

0
γudζu =

∫ t

0

∫ 1

0
γucu(α)J(du, dα).

Введем еще одну меру µ(dt, dα) = J(dt, dα) − λ dt dα. Поскольку для
любого множества A

E(J([0, t], A)|Fs) = J([0, s], A) + λ(t− s)Λ(A),

где Λ - лебегова мера, то процесс µt(A) = µ([0, t], A) является мартин-
галом, а сама мера µ называется мартингальной.

Пусть процессы ct(α) удовлетворяют условию

E

∫ T

0
dt

∫ 1

0
dα c2(t, α) <∞.

Доказывается (см. [19]), что процесс ζt =
∫ t
0

∫ 1
0 cu(α)µ(du, dα) на [0, T ]

является квадратично-интегрируемым мартингалом и

Eζ2t = E

∫ t

0
λdu

∫ 1

0
dα c2u(α).

Далее пусть заданы прогрессивно-измеримые процессы at, bt, такие,
что E

∫ T
0 (|bt|+ a2t )dt <∞. Мы можем построить процесс

xt = x0 +

∫ t

0
audwu +

∫ t

0
budu+

∫ t

0

∫ 1

0
cu(α)J(du, dα).

Для краткости предыдущую формулу будем записывать в виде

dxt = atdwt + btdt+

∫ 1

0
ct(α)J(dt, dα).

Отметим, что при bt = −
∫ 1
0 c(t, α)λdα процесс zt является мартингалом;

в этом случае

Ex2t = x20 +E

∫ t

0
du

(
a2u + λ

∫ 1

0
dα c2(u, α)

)
.
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Для процесса xt и функции f(t, x) ∈ C1,2 имеет место обобщенная
формула Ито ([19], с. 143).

df(t, xt) =

[
∂f(t, xt−)

∂t
+ bt

∂f(t, xt−)

∂x
+

1

2
a2t
∂2f(t, xt−)

∂x2

]
dt (4.4)

+ at
∂f(t, xt−)

∂x
dwt +

∫ 1

0
[f(t, xt− + c(t, α))− f(t, xt−)]J(dt, dα).

Отметим, что последнее слагаемое может быть записано в более на-
глядном виде - как f(t, xt) − f(t, xt−). Рассмотрим в качестве примера
процесс yt = ext , тогда

dyt/yt− = (bt + 0.5a2t )dt+ atdwt +

∫ 1

0
[ec(t,α) − 1]J(dt, dα). (4.5)

Предположим, что заданы функции a(t, x), b(t, x) и c(t, x, α), тогда
мы можем рассмотреть уравнение

dxt = a(t, xt)dwt + b(t, xt)dt+

∫ 1

0
c(t, xt−, α)J(dt, dα) (4.6)

Если входящие в него функции являются глобально липшицевыми по
x, то данное уравнение имеет единственное решение ([19], с. 186).

Далее мы построим процесс цен, который представляет из себя диф-
фузию с коэффициентами σ(t, x); с интенсивностьюm(t, x) (m(t, x) < λ)
в точке (t, x) проиcходит скачок; относительная величина скачка имеет
распределение F (t, x; dy), т.е. в точке (t, x) цена может изменится на
величину xy. Чтобы после скачка цена оставалась положительной, бу-
дем предполагать, что распределения F (t, x; dy) были сосредоточены на
(−1,∞), кроме того, предположим, что

∫
R y

2F (t, x; dy) < C. Поскольку
распределения F (t, x; dy) нормированы, то m и F определяются мерами
ν(t, x; dy) = m(t, x)F (t, x; dy). Введем функцию распределения

F̃ (t, x; y) = (m(t, x)/λ)F (t, x; y) + (1−m(t, x)/λ)1R+(y).
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и обозначим ψ(t, x, α) решение уравнения F̃ (t, x; y) = α, так что∫ 1

0
ψ(t, x, α)λdα =

∫
R
yν(t, x; dy).

Из условий на F следует, что ψ(t, x, α) > −1.
Рассмотрим уравнение вида

dSt/St− = ρ(t, St)dt+ σ(t, St)dwt +

∫ 1

0
ψ(t, St−, α)J(dt, dα). (4.7)

При липшицевости и ограниченности коэффициентов данное уравнение
имеет единственное решение.

Введем процесс

xt = lnS0 +

∫ t

0
σ(u, Su)dwu +

∫ t

0

[
ρ(u, Su)−

1

2
σ2(u, Su)

]
du

+

∫ t

0

∫ 1

0
ln(1 + ψ(t, Su−, α))J(du, dα).

Из (4.5) следует, что yt = ext удовлетворяет уравнению (4.7). Таким
образом, процесс St может быть представлен в виде

St = S0 exp

(∫ t

0
σ(u, Su)dwu +

∫ t

0

[
ρ(u, Su)du− 1

2
σ2(u, Su)

]
du

)
×

Nt∏
i=1

(1 + ψ(τi, Sτi−, αi)). (4.8)

Пусть Bt = B0e
rt; будем считать, что

ρ(t, x) = r −
∫ 1

0
ψ(t, x, α)λdα = r −

∫
R
yν(t, x; dy),

тогда дисконтированные цены S̃t являются мартингалом и

dS̃t/S̃t− = σ(t, St)dwt +

∫ 1

0
ψ(t, St−, α)µ(dt, dα). (4.9)
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Пусть задана платежная функция f = f(ST ). Рассмотрим хеджиро-
вание в среднеквадратичном, при котором нужно найти стратегию π,
минимизирующую

E(X̃T − f̃)2 (4.10)

Положим C(t, x) = E(e−r(T−t)f |St = x); предположим, что эта функция
принадлежит C1,2. Применим формулу Ито для мартингала

Ỹt = E(f̃ |Ft) = e−rtC(t, St) = C̃(t, St),

в результате чего получим

ỸT = Ỹ0 +

∫ T

0

∂C(t, St−)

∂x
S̃t−σ(t, St−)dwt (4.11)

+

∫ T

0

∫ 1

0
[C̃(t, St−(1 + ψ(t, St−, α))− C̃(t, St−)]µ(dt, dα).

С другой стороны, пусть γt - предсказуемый процесс, тогда дисконти-
рованная цена портфеля равна

X̃T = X0 +

∫ T

0
γtdS̃t (4.12)

= X0 +

∫ T

0
γtS̃t−σ(t, St−)dwt +

∫ T

0

∫ 1

0
γtS̃t−ψ(t, St−, α)µ(dt, dα).

Вычитая (4.11) из (4.12) и учитывая, что ỸT = f̃ , Y0 = Ef̃ , получаем
погрешность хеджирования

X̃T − f̃ = X0 −Ef̃ +

∫ T

0

[
γt −

∂C(St−, t)

∂x

]
S̃t−σ(t, St−)dwt

+

∫ T

0

∫ 1

0
[γtS̃tψ(t, St−, α)− C̃(t, St−(1 + ψ(t, St−, α))) +

+C̃(t, St−)]µ(dt, dα).
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Возведем в квадрат и возьмем математическое ожидание:

E(X̃T − f̃)2 = (X0 −Ef̃)2 +E

∫ T

0
dt

[
γt −

∂C(St−, t)

∂x

]2
S̃2
t−σ

2(t, St−)

+ E

∫ T

0
dt

∫ 1

0
[γtS̃tψ(t, St−, α)− C̃(t, St−(1 + ψ(t, St−, α))

+C̃(St−, t)]
2λdα.

Под знаком интеграла находятся положительные функции, которые яв-
ляются квадратичными многочленами от γt. Следовательно, мы можем
получить минимум для E(X̃T − f̃)2, если найдем стратегию γt, мини-
мизирующую подинтегральное выражение для каждого t. Взяв произ-
водную по γt, и приравняв ее к нулю, получим уравнение[

γt −
∂C(t, St−)

∂x

]
σ2(t, St−)S̃

2
t−

+

∫ ∞

−1
ν(t, St−; dy)[γtS̃t−y − C̃(t, St−(1 + y)) + C̃(St−, t)]S̃t−y = 0.

Отсюда находим выражение для γt. Таким образом доказана теорема.

Теорема 4.1 Оптимальная по среднеквадратичному критерию стра-
тегия имеет вид X0 = C(T, S0), γt = ∆(t, St−), где

∆(t, x) =
σ2(t, x)∂C(t,x)

∂x + 1
x

∫
ν(t, x; dy)y[C(t, x(1 + y))− C(t, x)]

σ2(t, x) +
∫
ν(t, x; dy)y2

.

4.3 Уменьшение дисперсии

Рассмотрим процесс xt, заданный (4.6); аналогично параграфу 3.3.3 по-
строим оценки метода существенной выборки для Cθ = Efθ(x(.)).
Пусть заданы предсказуемые процессы ζt и ηt(α), такие, что

η(t, α) > −1, ζ2t +

∫ 1

0
η2t (α)dα 6 D(t),
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где D(t) - неслучайная интегрируемая на [0, T ] функция. Рассмотрим
процесс

ρt = ρt(ζ, η) = exp

(∫ t

0
ζudwu −

∫ t

0
du

[
0.5ζ2u +

∫ 1

0
ηu(α)λdα

])
×

×
Nt∏
i=1

(1 + ητi(αi)).

Этот процесс имеет стохастический дифференциал

dρt/ρt− = ζtdwt +

∫ 1

0
η(t, α)µ(dt, dα).

При перечисленных выше условиях ρT - интегрируемая с.в. и, значит,
мартингал. Мы можем определить новую меру dP̃ = ρTdP и построить
оценки C̃θ = fθ/ρ, которые являются несмещенными: ẼC̃θ = Cθ. Наша
задача - минимизировать ∫

Θ
ẼC̃2

θQ(dθ) (4.13)

по ζt и ηt(α). Для мартингала µ̃t, определенного в параграфе 3.3.3, имеет
место представление ([21], стр. 68)

µ̃t = µ̃0 +

∫ t

0
α̃udwu +

∫ t

0

∫ 1

0
β̃u(α)µ(du, dα), (4.14)

где α̃t, β̃u(α) - предсказуемые процессы. Покажем, что минимум (4.13)
достигается при

ζt = ζ̃t = α̃t/µ̃t, ηt(α) = η̃t(α) = β̃t(α)/µ̃t−.

Действительно,

ln µ̃T = ln µ̃0 +

∫ T

0

α̃t
µ̃t
dwt −

1

2

∫ T

0
dt
α̃2
t

µ̃2t
−
∫ T

0
λdt

1

µ̃t

∫ 1

0
dαβ̃t(α)
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+

∫ T

0

∫ 1

0
[ln(µu− + β̃u(α))− ln(µ̃u−)]J(du, dα)

= ln µ̃0 +

∫ T

0
ζ̃tdwt −

1

2

∫ T

0
ζ̃2t dt−

∫ T

0
λdt

∫ 1

0
dαη̃t(α)

+

∫ T

0
ln(1 + η̃t(α))J(dt, dα) = ln µ̃0 + ln ρT (ζ̃, η̃).

Таким образом, ρT = µ̃T /µ̃0. Также как в параграфе 3.3.3 отсюда сле-
дует оптимальность ζ̃, η̃.

Рассмотрим пример. Пусть рынок определяется уравнением (4.9), а
опцион - платежной функцией (3.39), тогда для мартингала µ̃t имеет
место формула (3.40). Применяя обобщенную формулу Ито, получаем,
что в представлении (4.14) процессы α̃t и β̃t(α) имеют вид:

α̃t = e−rtũ′x (t, St, Yt)σ(t, St)St,

β̃t(α) = e−rt[ũ(t, St−(1 + ψ(t, St−, α)), Yt)− ũ(t, St−, Yt)].
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