
Введение 1

Часть I Параметрически разделимые алгоритмы
(С.М. Ермаков)
Введение

Хорошо известно, что эффективное использование современных суперкомпьютеров налагает
определенные требования на выбор алгоритмов решения задач. Разумеется, возможен под-
ход, при котором любой алгоритм подвергается анализу, осуществляемому программистом
или транслятором, и имеющиеся параллельные структуры используются при вычислениях.
Такой подход, однако, в большинстве случаев приводит к недостаточно эффективному ис-
пользованию оборудования. При этом часто оказывается, что алгоритм, обладающий худшими
свойствами с точки зрения последовательных вычислительных структур Дж. фон Неймана,
оказывается более эффективным при использовании многопроцессорной техники. Очевидно,
представляет интерес изучение “плохих” (в указанном выше смысле) алгоритмов, способных
эффективно загрузить многопроцессорное оборудование, и разработка новых алгоритмов та-
кого сорта. При этом, очевидно, наиболее интересны “не очень плохие” алгоритмы.

Далее мы рассмотрим один из классов алгоритмов, способных эффективно загрузить си-
стему с распределенной памятью, состоящую из центрального (управляющего) процессора и k
процессоров, обладающих автономной памятью. Кластеры и облака могут служить примера-
ми таких систем. Предполагается, что время обмена между процессорами существенно больше
(на несколько порядков) времени выполнения операций каждым процессором. В связи с этим
последним предположением заметим следующее.

Пусть оптимальный последовательный (требующий минимального среднего числа опера-
ций) алгоритм решения некоторой задачи требует времени T0. В качестве альтернативы мы
можем использовать алгоритм, требующий для исполнения в последовательном варианте вре-
мени T , T > T0, и привлечь k процессоров, каждый из которых будет занят время T/k. При
этом потребуется дополнительное время t на обмен информацией в процессе решения задачи,
t может быть значительным.

Очевидным требованием является выполнение неравенства

T0 >
T

k
+ t,

то есть альтернативный алгоритм должен обладать свойством

T 6 k(T0 − t). (1)

Ясно, что должно быть t < T0. В противном случае многопроцессорность не улучшает дело.
Мы видим также, что рост k и уменьшение t позволяет привлечь к решению задачи широкий
круг алгоритмов со свойствами, далекими от оптимальности в традиционном смысле. Алго-
ритмы могут быть “плохими”, но иметь параллельную структуру.

К числу алгоритмов с параллельной структурой и редкими обменами между процессорами
относятся параметрически разделимые ПР-алгоритмы [1].

ПР-алгоритм состоит из трёх частей, выполняемых последовательно

B1 → A(θ)→ B2,

и обладает следующими свойствами:

1) Алгоритм A(θ) зависит от параметра θ (имеет θ в качестве входных данных). θ прини-
мает значения из дискретного множества Θ достаточно общей природы.

2) Выполнение алгоритмов A(θi), θi ∈ Θ, i = 1, . . . ,K может быть поручено k-независимым
процессорам.
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3) Алгоритм B1 сообщает задания алгоритму A, а B2 вычисляет решение исходной задачи,
имея результаты, полученные A(θi), i = 1, . . . ,K.

Если времена выполнения алгоритмов A(θi) при различных i разнятся незначительно, то
ПР-алгоритм называется однородным.

В качестве одного из простейших примеров ПР-алгоритмов можно сослаться на ВВР-
алгоритмы [2]. Алгоритм такого типа вычисляет (например) независимо каждый из разрядов
числа π. Здесь Θ = N — множество натуральных чисел. Вычислительная система из k процес-
соров вычисляет k разрядов или k групп разрядов независимо, результаты поступают в один
из процессоров (обмен), и формируется приближенное с заданной точностью значение числа
π.

Многие алгоритмы вычислительной математики являются ПР-алгоритмами. Так, если вы-
числение значений f(X), где X ∈ D ⊂ Rs связано со значительными трудностями, то алго-

ритм построения интерполяционного многочлена P (X) =
n∑
i=1

li(X)f(Xi), li(X) — многочлены,

Xi ∈ D, и вычисления интеграла с помощью кубатурной суммы

Kn[f ] =
n∑
i=1

Aif(Xi) (2)

являются ПР-алгоритмами, где совокупность точек Xi составляют параметрическое множе-
ство Θ.

Очевидно, изучение ПР-алгоритмов представляет значительный интерес в свете основных
тенденций развития современной вычислительной техники. Таковыми являются — создание
компьютеров с параллельной структурой на базе большого числа процессоров, использование
дополнительных вычислительных устройств типа SIMD(видеокарты, например) и другие.

Далее мы рассмотрим некоторые типы (ПР)-алгоритмов, тесно связанные с методами
численного интегрирования. Оказывается, что класс таких алгоритмов очень широк. Это, в
первую очередь, алгоритмы решения задач, приводимых в к вычислению интегралов по тра-
екториям. Представление решения в виде интеграла часто требует специальных исследований.
Поскольку математические ожидания случайных величин являются интегралами по вероят-
ностным мерам, аппарат теории вероятностей находит естественное применение в этих иссле-
дованиях. Вычислительным аппаратом являются метод Монте-Карло и кубатурные формулы
для интегрирования функций малой гладкости.

В первую очередь нами обсуждается метод Монте-Карло. Метод широко используется для
решения задач, имеющих вероятностную трактовку. В соответствии с развиваемой нами кон-
цепцией мы приводим новые результаты относительно расширения сферы его применения —
вычисления интегралов в смысле обобщенного главного значения, уменьшения дисперсии в
знакопеременном случае и др. Значительное место уделяется вопросам стохастической устой-
чивости, её роли при распараллеливании алгоритмов решения нелинейных задач, возможности
использования детерминированных последовательностей (квази Монте-Карло).

В качестве приложений рассмотрены алгоритмы решения разностных аналогов уравне-
ний Навье-Стокса, задачи с подвижной границей для расчёта цены американского опциона,
алгоритмы решения некоторых экстремальных задач (построение D-оптимальных планов ре-
грессионных экспериментов). Вторая часть монографии посвящена вероятностным методам
решения краевых задач математической физики.



Глава 1

Моделирование распределений

1.1 Параметрическое множество метода Монте-Карло
Как мы уже отмечали, параметрическим множеством метода Монте-Карло является
совокупность псевдослучайных чисел

(как правило, физические датчики случайных чисел при решении задач вычисли-
тельной математики не используются). Элементы множества могут быть вычислены с
помощью одной из рекуррентных процедур. Наиболее исследованной является проце-
дура вида

Zn+1 ≡MZn + C, (mod P ), αn =
Zn
P
, n = 0, 1, 2, . . . , (1.1.1)

где M , C и Z0 — заданные целые положительные числа.
Последовательность Zn очевидным образом периодична. Если L — длина периода,

то это означает, что
Z0 ≡MZL + C, (mod P ).

Параметрическое множество, таким образом, состоит из L+1 числа α0, . . . , αL−1. Числа
αn являются рациональными P -ичными дробями.

Понятно, что последовательность (1.1.1) вполне детерминирована, но при P → ∞
оказывается, что она становится для почти всех α0 последовательностью дробных долей
показательной функции

αn+1 = {Mαn + C}, (1.1.2)
а эта последовательность обладает рядом свойств, присущих реализациям равномерно
распределённых на отрезке (0, 1) случайных величин. Здесь {a} обозначает дробную
долю числа a, а C и все αn являются вещественными числами.

Напомним, что для независимых реализаций случайной величины ε1, ε2, . . . , εn, рав-
номерно распределённых на промежутке [0, 1], имеют место равенства

1

N

N−1∑
l=0

f(Yl)
P=1
=⇒
N→∞

1∫
Ds

f(X) dX, X = (x1, . . . , xs), Yl =
(
εsl+1, . . . , ε(s+1)l

)
, (1.1.3)

f — любая измеримая функция s переменных, Ds — единичный гиперкуб, s = 1, 2, . . .
— любое, и сходимость к пределу происходит с вероятностью 1.

Также имеет место частный случай Центральной предельной теоремы

lim
N→∞

P
(√N
σ

∣∣∣ 1∫
o

f(X) dX − 1

N

N∑
l=0

f(Yl)
∣∣∣ < y

)
=

√
2

π

y∫
0

e−
u2

2 du. (1.1.4)
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Очевидно, мы не можем найти детерминированную последовательность α1, α2, . . . , αn,
удовлетворяющую аналогичным соотношениям. Достаточно заметить, что измеримая
f может быть не определена на множестве меры нуль, а всякая счётная последователь-
ность имеет лебегову меру нуль. То есть наверняка существует f , для которой (1.1.3)
не выполнимо при любом выборе α1, . . . , αn.

Обоснование вероятностных свойств последовательности (1.1.1) возможно с помо-
щью метрических теорем теории чисел. Мы воспользуемся теоремой [3], которая гласит.

Теорема 1 Пусть a1, a2, . . . — последовательность различных целых чисел, x ∈ (0, 1)
и

εn = {anx}, n = 1, 2, . . . , (1.1.5)

тогда для любой интегрируемой по Риману на [0, 1] функции f(x) и почти всех x
из (0, 1) справедливо равенство

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(εn) =

1∫
0

f(x) dx (1.1.6)

�.

Последовательности, для которых выполняется (1.1.6), называют равномерно рас-
пределёнными в смысле Вейля.

Также справедлива теорема [4].

Теорема 2 ( Лемма Сю) Пусть x ∈ (0, 1),

αn = {Mnx}, n = 0, 1, . . . , (1.1.7)

f(X), X = (x1, . . . , xs) — интегрируемая по Риману в единичном гиперкубе Ds

функция и

ϕM(x) = f
(
x, {Mx}, . . . , {M s−1x}

)
,

тогда

lim
M→∞

1∫
0

ϕM(x) dx =

∫
Ds

f(X) dX (1.1.8)

�.

(1.1.7) называют последовательностью дробных долей показательной функции.
Составим из элементов последовательности (1.1.7) векторы

Yl =
(
αsl+1, . . . , α(s+1)l

)
. (1.1.9)

Из (1.1.6) и (1.1.8) легко получить следующее утверждение [5].
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Теорема 3 Для любого конечного s и f(X), интегрируемой по Риману в Ds (и почти
всех x из (0, 1)), справедливо предельное равенство

lim
M→∞

[
lim
N→∞

1

N

N∑
l=1

f(Yl)
]

=

∫
Ds

f(X) dX (1.1.10)

�.

Таким образом, последовательность (1.1.9) асимптотически равномерно распреде-
лена в смысле Вейля при любом s. Формулы (1.1.5) сходны с (1.1.1) и являются их
предельным вариантом при P → ∞. Однако, при конечном P , когда α0 — рациональ-
ная дробь, существуют функции f , для которых (1.1.10) не выполняется.

Действительно, пусть P = 2m, α = ᾱ рационально и f(x) = f̃(X) = exp 2πi(k1x1 +
k2x2 + · · ·+ksxs), где k1, . . . , ks — заданные числа, не равные нулю одновременно. Инте-
грал в правой части равенства (1.1.3) для этой f равен нулю, а l-тое слагаемое суммы
в левой части есть

f̃(ᾱsl+1, . . . , ᾱ(s+1)l) =
= exp 2πi(k1M

sl+1 + k2M
sl+2 + · · ·+ ksM

(s+1)l)α0 =
= exp 2πiM sl+1(k1 + k2M + · · ·+ ksM

s−l)Z0

P
,
(
здесь ᾱn+1 = {Mᾱn}

) (1.1.11)

и, если окажется, что

k1 + k2M + · · ·+ ksM
s−l ≡ 0 (mod P ), (1.1.12)

то сумма 1
N

N∑
l=1

f(Yl) будет равна единице.

При каждом конечном P легко указать такие наборы (k1, . . . , ks), что сравнение
(1.1.12) будет иметь место, но с ростом P класс “плохих” функций будет сужаться.

Обозначим K = {~k : ‖~k‖ 6 L}, где ~k = (k1, . . . , ks) удовлетворяет (1.1.11), ‖~k‖
обозначает некоторую норму ~k, L — заданная константа. Множество K есть множество
тригонометрических многочленов степени L от s переменных.

Справедлива следующая лемма.

Лемма 1 Для заданного L > 0 существуют такие M и P , что множество K пусто.

Доказательство:
Сравнение

k1 + k2M + . . .+ ksM
s−1 ≡ 0 (mod P ),

равносильно множеству равенств

k1 + k2M + . . .+ ksM
s−1 = lP, l = 0,±1,±2, . . . (1.1.13)

В силу эквивалентности норм конечномерных векторов существует константа L′ > 0,
такая что max

i
|ki| ≤ L

′ , и при достаточно большихM значение многочлена относитель-

но M в левой части (1.1.13) определяется членом ksM
s−1. Таким образом, при l = 0

найдется такое M0 > 0, что при M > M0 многочлен не будет менять знак. С дру-
гой стороны, этот член ограничен величиной L′M s−1, и при заданном s найдется такое
достаточно большое P = P (M), что многочлен

ksM
s−1 + . . .+ k2M + k1 − lP
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не имеет вещественных корней при любом значении l = ±1, . . . (напомним, что все |ki|
ограничены!). Лемма доказана.

Таким образом, для любого фиксированного s существуют столь большие L, M и
P , M < P , что равенство (1.1.10) выполняется для любой непрерывной функции f(X).
Последнее утверждение следует из теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывных
функций тригонометрическими многочленами.

Это означает также, что совместные распределения последовательностей векторов
(ᾱsl+1, . . . , ᾱ(s+1)l), l = 0, 1, . . . становятся близкими к распределениям дробных долей
показательной функции при соответствующем M и некоторых начальных значениях
Z0, обеспечивающих максимальность периода последовательности (1.1.1). Подробнее
об этом сказано в [6].

Из сказанного следует важность изучения поведения последовательностей дробных
долей показательной функции при больших M .

Равенство (1.1.10) является детерминистским аналогом Закона больших чисел. В [7]
был также указан аналог Центральной предельной теоремы для дробных долей пока-
зательной функции. Имеет место

Теорема 4 Для любой интегрируемой по Риману в Ds f(X) имеет место равенство

lim
M→∞

(
lim
N→∞

mes
{
α0 :

∣∣∣ 1
N

N∑
l=1

f(Xl)−
∫
Ds

f(X) dX
∣∣∣ · √Nσf < y

})
=

=
√

2
π

y∫
0

e−
u2

2 du,

(1.1.14)

где σf =
[ ∫
Ds

f 2(X) dX −
( ∫
Ds

f(X) dX
)2]1/2

.

Доказательство:
Доказательство основано на теореме 3.
Рассмотрим остаток (погрешность)

RN(f, α0) =

∫
Ds

f(X) dX − 1

N

N∑
l=1

f(Yl(ε)) =
1

N

N∑
l=1

f̃(Yl(ε)),

где f̃(X) =
∫
Ds

f(X) dX − f(X), и изучим предельное поведение RN(f, α0) при N →∞,

M → ∞. Заметим, что mes {x : RN(f, x) < y} есть функция распределения случайной
величины RN(f, x) при равномерно распределённом на (0, 1) случайном x. Тогда мо-
менты RN(f, x) равны

Ip

(
RN(f, ε)

)
= 1

Np

1∫
0

( N∑
l=1

f̃(Yl(ε))
)p
dε =

=
∑

m1+m2+···+mk=p

Ck
N

p!
m1!···mk!

1∫
0

f̃m1(Yl1ε) . . . f̃
mk(Ylkε) dε,

(1.1.15)

где l1 6= l2 6= . . . 6= lk, 0 < ir 6 N , r = 1, . . . , k (обобщенная формула бинома).
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На основании (1.1.10) имеем

lim
M→∞

Ip

(
RN(f, α0)

)
=

∑
m1+···+mk=P

Ck
N

p!
m1!···mk!

∫
Ds

f̃m1(X) dX · · ·
∫
Ds

f̃mk(X) dX =

= E
(

1
N

N∑
l=1

f(~αl)
)p
,

где ~αl — независимые реализации s-мерного вектора с равномерно распределёнными и
независимыми в Ds компонентами. Но при наших предположениях относительно f

lim
N→∞

P
( 1√

Nσf

∣∣∣ N∑
l=1

f(~αl)
∣∣∣ < y

)
=

√
2

π

y∫
0

e−
u2

2 du,

σ2
f =

∫
Ds

f̃ 2(X) dX =

∫
Ds

f̃ 2(X) dX −
(∫
Ds

f̃(X) dX
)2

.

Таким образом, при больших M < p мультипликативный датчик порождает после-
довательность, близкую в указанном выше смысле (близость распределений) к после-
довательностям независимых равномерно распределённых случайных величин.

Литература по выбору приемлемых значенийM при данных P весьма обширна. Мы
сошлёмся лишь на монографии [8] и [9].

Далее мы рассмотрим в необходимом для наших целей объёме вопросы моделирова-
ния случайных величин с заданным законом распределения. Эффект конечности M и
P не будет анализироваться. Нужно отметить, что анализ этого эффекта практически
не исследовался.

1.2 Моделирование неравномерных распределений
Мультипликативный датчик (псевдо) случайных чисел порождает последовательности,
близкие по своим свойствам к последовательностям независимых реализаций равномер-
но распределённых случайных чисел. Мы видели, что некоторые, и именно какие, свой-
ства имеют место. Известно, что проверка последовательностей такого рода с помощью
статистических тестов также даёт удовлетворительные результаты.

В настоящее время построены и частично исследованы другие датчики ([10] и [11])
с очень большим периодом, но период мультипликативного датчика при P > 264 и
соответствующим образом выбранном M удовлетворителен для прикладных целей.

Таким образом обосновывается подход к численному интегрированию широкого клас-
са интегрируемых по Риману функций. При этом одна и та же последовательность об-
служивает любую размерность s области интегрирования в виде единичного гиперкуба
с погрешностью O( 1√

N
). Это одна из сторон метода Монте-Карло. Другая, не менее

важная, сторона состоит в возможности получать ответ в виде распределения (шка-
лы). Во многих случаях алгоритм получения распределения оказывается значительно
менее трудоёмким, чем алгоритм получения ответа в виде числа или таблицы чисел со
значительным числом значащих цифр.

Данный раздел будет посвящён отдельным вопросам моделирования распределений
в предположении, что имеется качественный алгоритм моделирования равномерно ра-
пределённых случайных величин. При этом мы остановимся лишь на некоторых прин-
ципиально важных вопросах. Проблемы влияния конечности числа разрядов и выбора
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числа M на качество моделирования отдельных распределений мало изучены и нами
практически не рассматриваются, если не считать обсуждения влияния равномерности
распределения на методы отбора. Во всех случаях предполагается, что приближённая в
смысле предыдущего s реализация α случайной величины, равномерно распределённой
на промежутке [0, 1], может быть получена в виде r-ичной дроби с необходимым числом
разрядов.

Моделирование дискретных распределений. Следующая лемма устанавливает связь
между равномерным непрерывным и дискретным распределением.

Лемма 2 Для того, чтобы случайная величина α, имеющая представление в виде
r-ичной дроби

α =
∞∑
j=1

εj
rj
, 0 6 εj < r

была равномерно распределённой на промежутке [0, 1], необходимо и достаточно, что-
бы εj были независимыми в совокупности случайными величинами с распределением

P (εj = l) = 1/r, R = 0, . . . , r − 1,

Доказательство:
Обозначим ∆(r, k) =

(
k
r
, k+1

r

]
, k = 0, 1, . . . , r − 1 и рассмотрим поведение ε1. По-

скольку α ∈ ∆(r, k) с равной вероятностью, то это и обозначает, что ε1 не зависит от
остальных εl. Предположим теперь, что наше утверждение доказано для совокупности
ε1, . . . , εL, L > 1. Чтобы доказать его для L+1, достаточно перейти к системе счисления
по основанию rL+1 и повторить рассуждения, проведённые ранее для ε1.

Достаточность. Пусть теперь εk независимы в совокупности и P (εk = l) = 1/r,
l = 0, . . . , r − 1. Покажем, что

P (α < x) =


0, x 6 0
x, x ∈ [0, 1]
1, x > 1

.

Пусть x =
∞∑
j=1

xj/r
j+1 — r-ичное представление числа x, при 0 6 x 6 1. В силу незави-

симости εk имеем

P (α < x) =
∞∑
j=1

P (εj/r
j ∈ δj), где δj =

( j−1∑
l=1

xl
/
rl,

j∑
l=1

xl
/
rl
)
.

Очевидно

P (εj/r
j ∈ δj) = xi/r

j иP (α < x) =
∞∑
j=1

xj/r
j = x.

Отметим, что результат легко обобщается на случай представления числа α в сме-
шанной системе счисления.

Лемма позволяет рассматривать последовательность случайных испытаний с конеч-
ным числом исходов в качестве последовательности значащих цифр случайной величи-
ны, равномерно распределённой на [0, 1] в соответствующей системе счисления. Также
позволяет моделировать равномерное распределение на множестве n объектов путём
использования операции выделения целой части числа nα.
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Основные принципы моделирования случайной величины ξ, распределение которой
задано таблицей (n конечно)

k 1 2 . . . n

P (ξ = k) p1 p2 . . . pn
,

хорошо известны. Мы остановимся на этом вопросе кратко с целью выяснения некото-
рых общих тенденций моделирования распределений.

Первая группа методов основана на проверке неравенства

j−1∑
i=1

pi 6 α <

j∑
i=1

pi. (1.2.1)

Если это неравенство выполняется, то j есть нужное значение ξ. Суммы Sj =
j∑
i=1

pi,

S0 = 0, могут быть вычислены заранее или последовательно вычисляться для j =
1, 2, . . . до выполнения неравенства. В первом случае возможно использование бисек-
ции, и трудоёмкость алгоритма оценивается величиной log2 n. Во втором трудоёмкость
зависит от нумерации pi и их конкретных значений и должна оцениваться в каждом
конкретном случае. В худшем случае среднее число операций может достичь величины
n+1

2
.
Формула (1.2.1) определяет одно значение ξ по одной реализации α. Алгоритм с

меньшей трудоёмкостью может быть построен, если реализация ξ будет находиться
по двум или более реализациям α. Действительно, если область S площади |S| > 1
будет содержать фигуры Si, имеющие площади p1, p2, . . . , pn соответственно, так что
n∑
i=1

pi = 1, и мы будем “бросать” внутрь S точку β, β′, равномерно распределённую в S,
то возможны следующие исходы:

a) β, β′ попадает в одну из Si (вероятность события pi);

б) β, β′ не попадает ни в одну из Si (вероятность события q = |S| − 1).

В случае а) мы полагаем ξ = i. В случае б) считаем, что произошло “непредусмот-
ренное” событие и его нужно пропустить (метод отбора).

Очевидно, эффективность такого алгоритма тем выше, чем меньше q (формально
эффективность определяют как 1

/
|S|), и хотелось бы иметь алгоритм моделирования

такой, чтобы каждое испытание было полезным. Можно попытаться расположить в
единичном квадрате фигуры Si с площадью pi так, чтобы они полностью заполнили
квадрат, и тогда каждая пробная точка, “брошенная” в квадрат, будет давать нужную
реализацию, но сам алгоритм определения номера фигуры Si может оказаться доста-
точно сложным, и всё обстоит не так просто.

Наиболее эффективный алгоритм, позволяющий избежать холостых проб, принад-
лежит Уокеру [12]. Конструкция покрытия единичного квадрата прямоугольниками с
площадью pi состоит в следующем. При n = 2 алгоритм очевиден. Достаточно отложить
на одной из сторон отрезок длины p1, как это сделано на рисунке.

При n > 2

a) Находим i0, для которого pi0 <
1
n
. Такое i0 существует, если не все pi = 1/n (в

последнем случае задача тривиальна).
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б) Находим pj0 , i0 6= j0 такое, что pi0 +pj0 > 1/n. Такое j0 существует. Если для всех
j 6= i0, pi0 + pj < 1/n, то ∑

j 6=i0
(pi0 + pj) <

n−1
n
< 1, но∑

j 6=i0
(pi0 + pj) = (n− 1)pi0 +

∑
j 6=i0

pj =

= (n− 1)pi0 + 1− pi0 = 1 + (n− 2)pi0 > 1.

в) Первую полосу квадрата заполняем прямоугольниками (1/n× pi0) + (1/n× 1/n−
pi0). Таким образом, pi0 оказывается полностью использованным, и для покрытия
остальной части остаются прямоугольники со сторонами(

pi0 + pj0 − 1/n, и все pi, кроме pi0 и pj0
)
× 1/n.

Обозначив pi0 + pj0 − 1/n = p′1 и остальные p′2, . . . , p′n−1, мы вернулись к исходной

ситуации, но
n−1∑
i=1

p′i = 1 − 1/n, а у исходного квадрата должна быть исключена

первая полоса. Изменяя масштаб вдоль оси x, мы можем найти нужные i1 и j1

для покрытия 2-ой полосы и так далее. Каждый шаг уменьшает n на единицу.
Случай n = 2 обсуждался выше (очевиден), найдены (i0, j0) . . . (in−1, jn−1).

Если покрытие сконструировано, то алгоритм моделирования исходного распреде-
ления состоит в следующем:

1) Выбираем α–равномерно распределённую псевдослучайную величину и полагаем
k = bnαc.

2) Выбираем α′. Если α′ 6 pik , то ξ = ik. В противном случае ξ = jk.

Таким образом, после соответствующей подготовки, имея две независимые реализации
равномерно распределённой случайной величины α и α′, мы находим реализацию ξ
за O(1) операций. Подготовка, однако, может в общем случае потребовать до O(n2)
операций.

О случае бесконечного n будет упомянуто позже.
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В непрерывном случае, как известно, если случайная величина ξ задана своей функ-
цией распределения F (x), задача моделирования принципиально решается с помощью

формулы обращения ξ = F−1(α) или
ξ∫
−∞

ϕ(x) dx = α, где ϕ(x) — плотность распределе-

ния. Для условных функций распределения случайного вектора Ξ = (ξ1, . . . , ξs) задача
моделирования также решается с помощью цепочки формул обращения. Реализация
Ξ выражается через вектор (α1, . . . , αs), составленный из независимых реализаций слу-
чайных величин, равномерно распределённых на (0, 1]. Как правило, однако, алгоритмы
вычисления реализаций случайной величины с помощью формул обращения излишне
сложны. Упрощение возможно за счёт увеличения размерности (использования боль-
шего числа равномерно распределённых случайных величин).

Основными методами, использующими этот приём, являются метод отбора и метод
композиции. Остановимся кратко на этих методах, считая, что моделируемый случай-
ный вектор Ξ задан своей плотностью ϕ(x1, . . . , xs).

Лемма 3 Если D ⊂ Rs+1, D =
{

0 6 xs+1 6 cϕ(x1, . . . , xs)
}
, c > 0, то для того,

чтобы точка (Ξ, ξs+1), Ξ = (ξ1, . . . , ξs) была равномерно распределена в области D,
необходимо и достаточно, чтобы вектор Ξ был распределён с плотностью ϕ(x) и
условное распределение ξs+1 при фиксированном Ξ было равномерным на промежутке
[0, ϕ(Ξ)].

Доказательство сразу становится очевидным, если учесть, что плотность ψ(x1, . . . , xs+1)
распределения (Ξ, ξs+1) в D постоянна (равна 1). Тогда плотность распределения Ξ
есть

∫
ψ(x1, . . . , xs, xs+1) dxs+1 = ϕ(X), а условная плотность распределения ξs+1 при

фиксированном Ξ есть константа (подробнее см. [6]).
На основе этой леммы конструируются следующие алгоритмы.

A. Моделирование равномерного распределения в областиD=
{

06xs+16f(x1, . . . , xs)
}
,

где f — интегрируемая в Rs функция . Если C =
( ∫
Rs

f(X) dX
)−1 — констан-

та нормировки, то алгоритм полностью определяется леммой в предположении,
что существует удобный алгоритм моделирования Ξ с плотностью Cf(x), затем
моделируется равномерное распределение на [0, f(Ξ)]. Требуется не менее s + 1
случайных чисел.

Б. ЕслиD ограничена и может быть помещена в (s+1)-мерный параллелепипед с рёб-
рами, параллельными координатным осям, то точка, равномерно распределённая
в D, может быть получена методом отбора. Получаем точку внутри параллеле-
пипеда с равномерно распределёнными координатами (β1, . . . , βs+1). Поверяем её
принадлежность D. Если “да”, то эта точка и является нужной реализацией, если
“нет”, то вычисляется новая реализация, равномерно распределённого случайного
вектора в параллелепипеде.

Из леммы следует также, что отобранные (β1, . . . , βs) распределены с плотностью
Cf(X).

В. Метод мажорант. Если моделирование плотности ϕ(X) очень трудоёмкая задача,
но мы умеем хорошо моделировать плотность ψ(X), причём ϕ(X) 6 Cψ(X), то
алгоритм A) позволяет строить равномерное распределение в области D=

{
0 6

Xs+1 6 Cψ(X)
}
. Если среди точек, равномерно распределённых в D, отобрать
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точки (βi1, . . . , β
i
s+1), i = 1, 2, . . ., попадающие в D′ =

{
0 6 Xs+1 6 ϕ(X)

}
, то

(βi1, . . . , β
i
s) будут векторами, распределёнными с плотностью ϕ(X). Окончательно

алгоритм, использующий A), выглядит следующим образом:

В1. Находим реализацию Ξ плотности ψ(X).

В2. Проверяем условие ϕ(Ξ)
/
Cψ(Ξ) < α, где α — реализация равномерно рас-

пределённой случайной величины.

В3. Если “да”, то Ξ — нужная реализация, если “нет”, то B1).

Замечание о дискретных распределениях. Метод мажорант очевидным об-
разом применим к дискретным распределениям (в том числе при n = ∞), если они
представлены в виде набора плоских фигур площади pi (увеличение размерности). Ма-
жорантой может быть любая Cψ(X).

Метод композиции в простейшей форме предполагает представление плотности в
виде (смеси)

ϕ(X) =
n∑
i=1

piϕi(X), pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,

ϕi(X) являются плотностями. Моделирование сосотоит из двух этапов.

А) Моделирование распределения p1, . . . , pn. Определяем i = i0.

Б) Моделирование плотности ϕi0(X). Находим реализацию Ξ. В более общей форме
предполагается представление ϕ(X) в виде ϕ(X) =

∫
p(X, y) dF (y), где p(X, y) —

плотность по X при любом фиксированном y, а F (y) — функция распределения.

Легко видеть, что метод композиции также предполагает увеличение размерности
в понятном смысле. Приведённые приёмы позволяют строить алгоритмы, существенно
менее трудоёмкие по сравнению с формулами обращения. Однако для ряда задач мо-
делирования плотностей, многомерных в особенности, перечисленных приёмов может
быть недостаточно.

Во-первых, вычисление константы нормировки при больших s может быть очень
трудной задачей.

Во-вторых, если даже эта константа известна, бывает трудно подобрать мажоранту,
обеспечивающую приемлемую эффективность алгоритма моделирования.

Адаптивный метод подбора мажоранты. Обсудим сначала вопрос о ситуации, возни-
кающей при ошибке в выборе мажоранты. Если мы выберем константу C неоправданно
большой, то это, строго говоря, ошибкой не будет, но сильно уменьшит эффективность
алгоритма. Ошибка имеет место в случае, указанном на рисунке.



1.2 Моделирование неравномерных распределений 13

Обозначим
X =

{
X : ϕ(X) > Cψ(X)

}
,

Y =
{
X : ϕ(X) 6 Cψ(X)

}
и построим следующую адаптивную процедуру выбора C = Ct. Выбираем C0, которое,
по-нашему мнению, удовлетворяет условию мажорирования, и X0 из области опреде-
ления ϕ(X) (ϕ(X0) 6= 0). Далее, если имеется Xt, t = 0, 1, . . ., полагаем Ct+1 = ϕ(Xt)

ψ(Xt)
,

находим X ′, распределённую с плотностью ϕ(X), и вычисляем величину

ω =
ψ(Xt)ϕ(X ′)

ψ(X ′)ϕ(Xt)
=

ϕ(X ′)

Ctψ(X ′)
.

Если ω < 1, то с вероятностью ω полагаем Xt+1 = X ′

и с вероятностью 1− a полагаем Xt+1 = Xt.
Если ω > 1, то полагаем Xt+1 = X ′.

Алгоритм “исправляет” константу нормировки, и при некотором T , достаточно боль-
шом для всех t > T , XT будут независимыми реализациями случайного вектора, рас-
пределённого с плотностью ϕ(X).

Этот простой динамический алгоритм мало эффективен, поскольку изменяется кон-
станта, но не форма мажоранты. Ниже описан сходный по форме и широко использу-
емый алгоритм Метрополиса-Хастингса [13], [14]. Алгоритм служит основой так на-
зываемого метода Монте-Карло на марковских цепях, которому посвящена обширная
литература (например, [15]).

Формальное описание метода.

1. ВыбираемX0 и некую переходную плотность ψ(X, Y ), удовлетворяющую условию

ψ(X, Y ) > 0, еслиψ(Y, X) > 0.

2. Если известно Xt, t = 0, 1, . . ., то моделируем ψ(Xt, X
′), находим X ′.

3. Вычисляем

ω =
ϕ(X ′)

ϕ(Xt)

ψ(X ′, Xt)

ψ(Xt, X ′)
.

4. Если ω > 1, то Xt+1 = X ′.

5. Если ω < 1, то с вероятностью ω Xt+1 = X ′, а с вероятностью 1 − ω Xt+1 = Xt

(без изменений).

Очевидно, случайный процесс с Xt с дискретным временем t = 0, 1, . . . является
марковским. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5 Если случайный процесс, описываемый в предшествующих n01 − n05, яв-
ляется эргодическим, то его стационарное распределение имеет плотность ϕ(X).

Доказательство:
Отметим следующее.
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a) Если цепь Маркова с переходной плотностью p(X, Y ) для некоторой функции
ϕ(X) удовлетворяет соотношению

p(X, Y )ϕ(Y ) = p(Y,X)ϕ(X) (1.2.2)

для всех X и Y (уравнение детального баланса), то ϕ(X) является плотностью
стационарного распределения для p(X, Y ). Действительно, интегрирование (1.2.2)
по Y даёт

∫
p(X, Y )ϕ(Y ) dY = ϕ(X), поскольку

∫
p(Y,X) dY = 1.

б) Переходная плотность случайного процесса 1)-5) есть

A(X, Y ) = ψ(X, Y ) ·min

(
1,
ϕ(Y )ψ(Y,X)

ϕ(X)ψ(X, Y )

)
,

что следует из описания процесса.

в) Но
ϕ(X)A(X, Y ) = ϕ(X)ψ(X, Y ) ·min

(
1, ϕ(Y )ψ(Y,X)

ϕ(X)ψ(X,Y )

)
=

= min (ϕ(X)ψ(X, Y ), ϕ(Y )ψ(Y,X)) .

Последнее выражение не изменяется при замене X на Y . Отсюда

A(X, Y )ϕ(Y ) = A(Y,X)ϕ(X),

что и доказывает, с учётом n0a) нашу теорему.
Метод Метрополиса-Хастингса относится к числу адаптивных и обладает высокой

степенью универсальности. Он может быть особенно эффективным при моделировании
многомерных плотностей, для которых трудно подобрать мажоранту.

Отдельный интерес может представлять специальный выбор плотности ψ(X, Y ).
Так, если ψ(X, Y ) = f1(X)f2(Y ), где f1 и f2 — плотности, то f2 является стационар-
ным распределением процесса с переходной плотностью ψ(X, Y ), а величина ω есть

ω =
ϕ(X ′)

ϕ(Xt)

f1(X ′)f2(Xt)

f1(Xt)f2(X ′)
.

Очевидно, мы имеем достаточно простое обобщение метода мажорант.
В общем случае вопросы обоснования эргодичности и ускорения сходимости к стаци-

онарному распределению, а также выбора переходной плотности, породили обширную
литературу.

1.3 Примеры
Строго говоря, речь идёт об одном примере, связанном с интересными приложения-
ми. Ряд других примеров содержит 2-ая часть книги. Таким примером, использую-
щим методы моделирования, описанных в §1.2, является метод решения одной из важ-
ных экспериментальных задач планирования эксперимента, которая состоит в нахож-
дении глобального экстремума функции большого числа переменных. Методы случай-
ного поиска глобального экстремума функции широко применяются и описаны в ли-
тературе. Заметим только, что возможность эффективного моделирования плотности
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ϕ(X) = Cf(X), (f(X) > 0 (C — константа нормировки), может существенно облегчить
задачу определения глобального максимума функции f(X). Искомая точка максиму-
ма является модой распределения с плотностью ϕ(X), и можно использовать методы
оценки моды, например, [16], [17].

В рассматриваемом случае речь идёт о распределении ∆2, плотность которого по

отношению к заданной вероятностной мере µn(dQ) =
n⊗
i=1

µ(dXi), Xi ∈ D есть

∆2
m,n = C det

∥∥∥∥ n∑
j=1

ϕi(Xj)ϕk(Xj)

∥∥∥∥m
i,j=1

, (1.3.1)

где ϕi(Xj) линейно независимы по отношению к мере µ в области D, D ⊂ Rs функции.
∆2
m,n является функцией ns переменных, а точки её экстремума имеют важное значе-

ние в теории планирования эксперимента и носят название точного D-оптимального
плана регрессионного эксперимента. Кроме того, реализации случайного вектора с ∆2-
распределением могут использоваться для повышения эффективности метода Монте-
Карло при вычислении многократных интегралов.

Использование ∆2-распределения требует его моделирования, а это, как правило,
непростая задача. Самым простым представляется метод отбора. Он требует, однако,
при каждом испытании вычисления определителя, а эффективность в общем случае
определяется оценкой максимума ∆2(Q). При этом, неравенство Адамара дает грубую
оценку.

Случай, когда X есть отрезок, а функции ϕi , i = 1, . . . , n – многочлены одной пере-
менной изучался в работе [19]. В этом случае

∆2
n,m(Q) = c

∏
i<j

(xi − xj)2. (1.3.2)

Константа c служит очевидной оценкой сверху для ∆2(Q), но при n > 2 довольно гру-
бой. В этом простейшем случае до n = 12 вычисления по методу отбора были достаточно
эффективными.

Что касается других функций ϕi, i = 1, . . . , n и больших значениях n, то до недав-
него времени считалось, что моделирование ∆2-распределения – задача безнадежно
трудная.

Далее, в случае n = m и ортонормированных (что не умаляет общности) по отноше-
нию к µ функций, мы покажем, как различные методы моделирования могут повысить
эффективность алгоритма.

В нашем случае ∆2
m,n имеет вид

∆2
m,n = pn(X1, . . . , Xn) =

(
det
∥∥ϕi(Xk)

∥∥n
i,k=1

)2
1

n!
.

Справедливы следующие леммы.

Лемма 4 (Разложение Лапласа) Пусть D – определитель n-ого порядка. Фиксируем
любые m его строк i1, . . . , im, m < n. Тогда

D =
∑

(j1,...,jm)∈(1,...,n)

Mi1,...,im;j1,...,jmM
′

i1,...,im;j1,...,jm
,

гдеMi1,...,im;j1,...,jm – минор D, получающийся при пересечении строк с номерами i1, . . . , im
и столбцов с номерами j1, . . . , jm, аM

′
i1,...,im;j1,...,jm

– алгебраическое дополнениеMi1,...,im;j1,...,jm.
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Утверждение леммы верно, если вместо m строк фиксировать m столбцов.

Лемма 5 Пусть функции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn образуют ортонормированную систему в про-
странстве L2(X,µ), где X — измеримое множество, а µ — мера Лебега. Обозначим

pn(x1, . . . , xn) =
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(x1) . . . ϕ1(xn)

... . . . ...
ϕn(x1) . . . ϕn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣
2

,

a
pn−k(x1, . . . , xn−k) =

∫
X

pn(x1, . . . , xn)dxn−k+1 . . . dxn.

Тогда

pn−k(x1, . . . , xn−k) =
k!

n!

∑
1≤i1<...<in−k≤n

∣∣∣∣∣∣∣
ϕi1(x1) . . . ϕi1(xn−k)

... . . . ...
ϕin−k(x1) . . . ϕin−k(xn−k)

∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Доказательство:
Воспользуемся разложением Лапласа для определителя pn(x1 . . . xn), фиксируя пер-

вых n− k его столбцов:

pn(x1 . . . xn) =
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(x1) . . . ϕ1(xn)

... . . . ...
ϕn(x1) . . . ϕn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣
2

=

=
1

n!

 ∑
1≤i1<...<in−k≤n

∣∣∣∣∣∣∣
ϕi1(x1) . . . ϕi1(xn−k)

... . . . ...
ϕin−k(x1) . . . ϕin−k(xn−k)

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
ϕj1(xn−k+1) . . . ϕj1(xn)

... . . . ...
ϕjk(xn−k+1) . . . ϕjk(xn)

∣∣∣∣∣∣∣


2

,

где j1, . . . , jk – дополнение набора индексов {i1 . . . in−k} до {1, 2, . . . n}.

Обозначим

∣∣∣∣∣∣∣
ϕi1(x1) . . . ϕi1(xn−k)

... . . . ...
ϕin−k(x1) . . . ϕin−k(xn−k)

∣∣∣∣∣∣∣ =: ∆i1...in−k .

Имеем

pn−k(x1, . . . , xn−k) =

∫
X

pn(x1, . . . , xn)dxn−k+1 . . . dxn =

=
1

n!

∫
X

 ∑
1≤i1<...<in−k≤n

∆i1...in−k

∣∣∣∣∣∣∣
ϕj1(xn−k+1) . . . ϕj1(xn)

... . . . ...
ϕjk(xn−k+1) . . . ϕjk(xn)

∣∣∣∣∣∣∣


2

dxn−k+1 . . . dxn =

=
1

n!

∫
X

 ∑
1≤i1<...<in−k≤n

∆i1...in−k

(
k∑
l=1

(−1)n+lϕjl(xn)∆
′

j1...jl−1jl+1...jk

)2

dxn−k+1 . . . dxn,
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где ∆
′
j1...jl−1jl+1...jk

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕj1(xn−k+1) . . . ϕj1(xn)
... . . . ...

ϕjl−1
(xn−k+1) . . . ϕjl−1

(xn)
ϕjl+1

(xn−k+1) . . . ϕjl+1
(xn)

... . . . ...
ϕjk(xn−k+1) . . . ϕjk(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Проинтегрируем сначала по xn. Возведем в квадрат подынтегральное выражение и
воспользуемся тем, что функции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn образуют ортонормированную систему
в пространстве L2(X). Благодаря этому попарные произведения в подынтегральном
выражении, содержащие множители ϕi(xn)ϕj(xn) , i 6= j, обратятся в ноль. Более того,
определитель ∆i1...in−k под знаком внешней суммы не зависит от xn. Поэтому его можно
вынести за знак интеграла.

Наборов (j1, . . . , jk) C
k
n штук. Каждому из них соответствует k слагаемых, состоя-

щих из членов с элементами (s1, . . . , sk−1) ⊂ (j1, . . . , jk) в подынтегральном выражении.
Следовательно, общее количество членов становится равным kCk

n. Из них ровно Ck
n раз-

личных. Таким образом, пользуясь ортогональностью функций ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn в L2(X),
получим

pn−k(x1, . . . , xn−k) = k
n!
·

∫
X

∑1≤i1<...<in−k≤n ∆i1...in−k

∣∣∣∣∣∣∣
ϕs1(xn−k+1) . . . ϕs1(xn−1)

... . . . ...
ϕsk−1

(xn−k+1) . . . ϕsk−1
(xn−1)

∣∣∣∣∣∣∣


2

dxn−k+1 . . . dxn−1.

Интегрируя по остальным переменным и пользуясь аналогичными рассуждениями при-
ходим к утверждению леммы.

Укажем теперь вид условных плотностей pk(xk|x1 . . . xk−1), k = 1, . . . , n.

Следствие 1 Для условных плотностей pk(xk|x1 . . . xk−1), k = 1, . . . , n справедливы
формулы

pk(xk|x1 . . . xk−1) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

∆2
i1...ik

(n− k + 1)
∑

1≤j1<...<jk−1≤n ∆2
j1...jk−1

,

где

∆2
l1...ls

=

∣∣∣∣∣∣∣
ϕl1(x1) . . . ϕl1(xs)

... . . . ...
ϕls(x1) . . . ϕls(xs)

∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Доказательство:
Действительно, для любого k = 1 . . . n имеем:

pk(xk|x1 . . . xk−1) =
pk(x1 . . . xk)

pk−1(x1 . . . xk−1)
.

Осталось лишь воспользоваться леммой 5.
Согласно следствию 1 условные плотности pk(xk|x1 . . . xk−1), k = 1, . . . , n предста-

вимы в виде линейной комбинации определителей k-ого порядка. Однако это еще не
композиция распределений, поскольку
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∫
X

∆2
i1...ik

dxk =
∑

(m1<...<mk−1)⊂(i1...ik)

∆2
m1...mk−1

.

Вводя нормировку в соответствии с этим соотношением мы получим представление
условных плотностей в виде смеси:

pk(xk|x1 . . . xk−1) =

=
∑

1≤i1<...<ik≤n

∑
(m1<...<mk−1)⊂(i1...ik)

∆2
m1...mk−1

(n−k+1)
∑

1≤j1<...<jk−1≤n
∆2
j1...jk−1

∆2
i1...ik∑

(m1<...<mk−1)⊂(i1...ik)

∆2
m1...mk−1

.

Далее мы можем использовать вместо “простого” метода, в котором используется
оценка максимального значения определителя и в качестве мажоранты используется
константа (это значение), — использовать комбинации различных методов, а именно:

а) Метод обращения: представляем

∆2(x1, x2, . . . , xn) = p1(x1)p2(x2|x1)p3(x3|x1x2) . . . pn(xn|x1x2 . . . xn−1)

б) Метод композиций: каждая из плотностей

p1(x1), p2(x2|x1), p3(x3|x1x2), . . . , pn(xn|x1x2 . . . xn−1)

моделируется как смесь распределений с плотностями

∆2
i1i2...ik∑

(m1<...<mk−1)⊂(i1...ik) ∆2
m1...mk−1

, k = (1, . . . , n),

которые имеют вид

1∑
(m1<...<mk−1)⊂(i1...ik)

∆2
m1...mk−1

·(∑
i∈{i1,i2,...,ik},1≤i1<...<ik≤n c

(k)
{i1,i2,...,ik}/{i}ϕi(xk)

)2

,

k=(1,. . . ,n);

в) Метод отбора: каждая из последних плотностей моделируется методом отбора.
Поэтому сложность их моделирования равна

(
maxxk∈X,i=1,k |ϕi(xk)|

)2
Ck, где Ck —

сложность нахождения коэффициентов c(k)
{i1,i2,...,ik}/{i}.

Замечание. В некоторых случаях более удобным может быть моделирование по-
следних плотностей методом обращения.

Подробная оценка указанных алгоритмов двух типов, в зависимости от размерно-
сти определителя, содержится в работе [18]. Мы приведём лишь таблицу отношений

Tкомб.

/
Tотб., где Tотб. — трудоёмкость метода простого отбора, а Tкомб. — трудоём-

кость описанного комбинированного метода.
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n 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

Tкомб.

/
Tотб. 1,7388 1,4685 1,0082 0,6563 0,4230 0,2743 0,1798 0,1194 . . .

. . . 10 20 30 40 50 100 200

. . . 0,0801 0,0021 7, 50 · 10−5 2, 89 · 10−6 1, 17 · 10−7 1, 70 · 10−14 5, 52 · 10−28 .

Если моделирование ϕ(X) = Cf(X) позволяет определять наибольшее значение
f(X) , то, очевидно, что возможность моделирования плотности ϕm(X) = Cmf

m(X)
могло бы сильно упростить задачу.

Действительно, имеет место следующий факт. Плотность распределения

lim
m→∞

(
fm(X)

/∫
fm(X) dX

)
есть равномерная плотность на множестве функций f(X) (то есть имеет постоянное
значение на всех подмножествах носителя плотности, имеющих положительную меру).

Для случая единственного экстремума вопрос обсуждался впервые в [7]. Общий
случай можно свести к задаче о минимуме exp(−f(X)

/
T ), при T →∞ (см., например,

[20]).
Моделирование плотности fm(X)

/ ∫
fm(X) dX при больших m и оценивание её мо-

ды может дать хорошие результаты. Проблема в вычислении константы нормировки(
fm(X)

/ ∫
fm(X) dX

)−1. К счастью, описанный нами ранее метод Метрополиса не тре-
бует знания константы нормировки.

Имеются многочисленные связи описанного метода с другими методами случайно-
го поиска (см., например, [21]). Вопрос о сравнении качества различных модификаций
случайного поиска находится в процессе изучения. Однако в многоэкстремальном слу-
чае метод Метрополиса находится вне конкуренции, так как позволяет иметь выборку
из распределения на множестве экстремумов.

Вернёмся к задаче о точных D-оптимальных планах.
Простейший двумерный случай приводит нас к случаю бесконечного множества экс-

тремумов. При определении коэффициентов линейной регрессии в единичном квадрате
с минимальным числом измерений D-оптимальный план есть множество из трёх точек
(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), доставляющих наибольшее значение квадрату определителя

∆2(x1, y1;x2, y2;x3, y3) =
(

det
∥∥1, xi, yi

∥∥3

i=1

)2
, 0 6 xi 6 1; 0 6 yi 6 1; i = 1, 2, 3.

Несложные исследования показывают, что наибольшие значения достигаются при

x1 = y1 = 0, x2 = 0, y2 = 1 и при x3 = 1, 0 6 y3 6 1,

а также при других конфигурациях, получаемых из этой поворотами на π
2
, π, 3/2π.

Применение метода Метрополиса для моделирования плотности
Cm =

(
det
∥∥1, xi, yi

∥∥3

i=1

)2m может с хорошим приближением давать реализации то-
чек, равномерно распределённых на множестве D-оптимальных планов. Это позволяет
выделить подмножество D-оптимальных планов, удовлетворяющих дополнительным
условиям.

Нужно заметить, что известные [22] методы численного определения непрерывных
D-оптимальных планов (которые можно считать приближением к точным планам)
сталкиваются со значительными трудностями в случае неединственности решения.



Глава 2

Интегралы и линейные уравнения

2.1 Вычисление интегралов
Если решение нужной задачи представлено в виде J =

∫
f(x)µ(dx), где µ — σ-конечная

мера, то, не умаляя общности, можно считать µ вероятностной мерой, а J — мате-
матическим ожиданием случайной величины ξ = f(η), где η — случайная величина,
распределённая в соответствии с мерой µ. f естественным образом предполагается µ-
интегрируемой, что равносильно предположению о существовании и конечности инте-
грала ∫ ∣∣f(x)

∣∣µ(dx) < +∞ .

Наиболее распространённая вычислительная схема метода Монте-Карло состоит в по-
лучении независимых реализаций η1, η2, . . . , ηN случайной величины η средствами преды-
дущей главы и вычислении

SN(f) =
1

N

N∑
i=1

f(ηi). (2.1.1)

Усиленный закон больших чисел гарантирует с вероятностью 1 сходимость SN(f) к
величине J .

Если также конечен интеграл
∫
f 2(x)µ(dx), (f ∈ L2(µ)), то Центральная предельная

теорема даёт оценку погрешности∣∣J − SN(f)
∣∣ 6 σf · y√

N
, (2.1.2)

где y определяется из равенства
y∫
0

e−u
2/2 du =

√
π
2
· p, p — доверительная вероятность, с

которой (2.1.2) имеет место, а σ2
f =

∫ (
f(x)− J

)2
µ(dx).

Возможность моделирования распределений позволяет использовать другие пре-
дельные соотношения теории вероятностей, но задача оценки математического ожида-
ния наиболее типична. Другим примером может служить рассмотренная выше задача
оценивания моды распределения (оба алгоритма являются ПР-алгоритмами). Оценка
(2.1.2) показывает, что погрешность метода Монте-Карло убывает сравнительно мед-
ленно с ростом N , но можно пытаться улучшить ситуацию за счёт уменьшения вели-
чины σf .

Существует много приёмов повышения эффективности метода Монте-Карло, осно-
ванных на уменьшении второго момента оценок вычисляемого интеграла. Большинство
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таких методов достаточно полно описаны в стандартных учебниках, и мы напомним
лишь о некоторых из них, представляющих интерес для дальнейшего изложения.

Метод существенной выборки в общей форме основан на представлении интеграла
J в форме

J =

∫
f(x)

dµ

dν
(x) ν(dx), (2.1.3)

где dµ
dν

(x) — производная Радона-Никодима меры µ по мере ν (ν предполагается абсо-
лютно непрерывной по отношению к µ). J может оцениваться суммами

κν(f) =
1

N

N∑
j=1

f(Yj)
dµ

dν
(Yj), (2.1.4)

где Yj — независимые случайные величины, распределённые в соответствии с мерой ν.
Рассмотрим второй момент случайной величины ξj(ν) = f(Yj)

dµ
dν

(Yj).

Имеем Eξ2
j (ν) =

∫
f 2(x)

(
dµ

dν
(x)

)2

ν(dx) 6

(∫ ∣∣f(x)
∣∣µ(dx)

)2

по неравенству Коши-Буняковского. Легко проверить, что знак равенства в полученном
неравенстве достигается при

ν(dx) = ν0(dx) =
1

J

∣∣f(x)
∣∣µ(dx), где J =

∫ ∣∣f(x)
∣∣µ(dx).

Отсюда следует, что дисперсия оценки интеграла J имеет нижнюю грань

Dκν0(f) =
1

N
(J

2 − J2). (2.1.5)

Для положительных f дисперсия обращается в нуль, и следует выбирать меру ν, по
возможности близкой к ν0. Понятно, что моделирование ν0 — задача не менее трудная,
чем задача вычисления интеграла при моделировании исходной меры µ. Знакоперемен-
ный случай связан с дополнительными трудностями, о которых будет далее сказано
особо.

Другими важными приёмами построения оценок интеграла J с уменьшенной дис-
персией является точное интегрирование по отдельным переменным, осуществляемое
предварительно или в процессе вычислений (интегрирование по дискретной составля-
ющей меры), и использование сумм вида

κ̃m(f) =
m∑
i=1

Ai(Q)f(Xi), Q = (X1, . . . , Xm),

где Q — случайный вектор со специально выбранной плотностью G(Q) такой, что

E κ̃m(f) = J.

Частным случаем таких сумм являются суммы “antithetic variate” метода и метода рас-
слоенной выборки.

О расслоении нужно сказать особо. В простейшем случае, когда интеграл J =∫ ∣∣f(X)
∣∣µ(dX) вычисляется с помощью оценки

κ1 =
1

2

(
f(X1) + f(X2)

)
, (2.1.6)
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где X1 и X2 независимы и распределены в соответствии с мерой µ и оценки

κ2 =
1

2

(
f(Y1) + f(Y2)

)
,

где Y1 и Y2 зависимы. Если Y1 распределён по закону µ1, то Y2 — по закону µ2 и наоборот.
µ1 и µ2 таковы, что

∫
µ1(dX) =

∫
µ2(dX) = 1/2 и µ1(dX) + µ2(dX) = µ(dX)

(расслоение). Легко показать (см., например, [7]), что

Dκ1 > Dκ2 для всех f из L2(µ).

Это обстоятельство служит основанием для конструирования алгоритмов вычисления
интеграла, в которых точкам (узлам) интегрирования надлежит быть с вероятностью 1
достаточно удалёнными друг от друга. Мы вернёмся к этому вопросу при обсуждении
методов квази Монте-Карло.

2.2 Линейные интегральные уравнения

Обратимся теперь к уравнениям второго рода

ϕ(X) =

∫
k(X, Y )ϕ(Y )µ(dY ) + f(X) (mod µ). (2.2.1)

Специальный выбор конструкции меры µ позволяет трактовать это уравнение как си-
стему линейных алгебраических уравнений (дискретная мера) и как систему интеграль-
ных уравнений. Возможны различные смешанные конструкции. Общим предположени-
ем является предположение о сходимости в некоторой метрике итерационного процесса

ϕm+1(X) =

∫ ∣∣k(X, Y )
∣∣ϕm(Y )µ(dY ) + |f(X)|, ϕ0(X) = |f(X)|, m = 0, 1, . . . , (2.2.2)

который мы будем называть мажорантным.
Нашей задачей будет вычисление некоторого множества функционалов (ϕ, hl) =∫
hl(X)ϕ(X)µ(dX). Предполагается существование этих интегралов и, по крайней мере,

слабая сходимость процесса (2.2.2) на множестве этих функциоаналов.
Сделанные предположения достаточны для представимости функционалов вида (h, ϕ),

где ϕ — решение (2.2.1) в виде интегралов по траекториям. Из (2.2.2) следует сходи-
мость процесса

ϕm+1(X) =

∫
k(X, Y )ϕm(Y )µ(dY ) + f(X) (mod µ), ϕ0 = f, m = 0, 1, . . . , и

(h, ϕ) =
∞∑
m=0

∫
dµmh(X0)k(X1, X2) · · · k(Xm−1, Xm)ϕ(Xm), k(X−1, X0) ≡ 1.

Можно заметить, что m-тое слагаемое формально связано с набором X0, X1, . . . , Xm-
траекторией. На множестве всех траекторий можно определить меру, соотнося набору
X0, . . . , Xm число

1

(|h|, ϕ)

∣∣h(X0)K(X0, X1) · · ·K(Xm−1, Xm) · f(Xm)
∣∣. (2.2.3)
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Легко проверить, что введённая таким образом мера является вероятностной. По
своей структуре она сходна с мерой, индуцируемой цепью Маркова.

Пусть однородная цепь Маркова с дискретным временем t = 0, 1, . . . задана плотно-
стью p0(X) начального распределения по отношению к мере µ переходной плотностью
p(X → Y ), ∫

p(X → Y )µ(dY ) = 1− g(X) (mod µ), 0 6 g(X) 6 1. (2.2.4)

g(X) трактуется обычно как вероятность обрыва траектории. Траектории моделируют-
ся средствами §2 гл.1. В результате имеем траекторию X0 → X1 → · · · → Xτ , плотность
вероятности которой p0(X0)p(Xo → X1) · · · p(Xτ−1 → Xτ )g(Xτ ).

Такое задание плотности вероятности по отношению к
τ⊗
j=0

µ(dXj) задаёт вероятност-

ную меру на множестве траекторий. Если мера, задаваемая (2.2.3), абсолютно непре-
рывна по отношению к этой мере, то может быть определена соответствующая произ-
водная Радона-Никодима, и легко проверить, что случайная величина

Ja =
h0k0,1 . . . kτ−1,τfτ
p0

0p0,1 . . . pτ−1,τgτ
(2.2.5)

является несмещённой оценкой функционала (h, ϕ)

EJl = (h, ϕ). (2.2.6)

Здесь и далее введены очевидные сокращённые обозначения h0 = h(X0), ki,j = K(Xi, Xj)
и так далее. Оценка (2.2.5) является простейшей и в вычислительном, и в теоретическом
отношении. Достаточно простыми являются также оценки

Jc =
τ∑
l=0

h0k0,1 . . . kl−1,l

p0
0p0,1 . . . pl−1,l

fl (2.2.7)

и двойственные к ним

J∗a =
f0k1,0 . . . kτ,τ−1,hτ
p0

0p0,1 . . . pτ−1,τgτ
, (2.2.8)

J∗c =
τ∑
l=0

f0k1,0 . . . kl,l−1

p0
0p0,1 . . . pτ−1,τ

fl, (2.2.9)

которые могут быть получены из соотношений

(h, ϕ) = (ϕ∗, f), где ϕ∗(X) =

∫
k(Y,X)ϕ∗(Y )µ(dY ) + h(X). (2.2.10)

Условия абсолютной непрерывности мер, указанные нами для оценки (2.2.5), модифи-
цируются соответствующим образом для других оценок [6], так что для каждого вида
оценок выбираются цепи Маркова своего типа.

Другие, более сложные оценки, описаны в монографиях [7], [25]. Мы ограничимся
использованием оценок, приведённых выше. Метод существенной выборки можно при-
менить для конструирования цепи Маркова, минимизирующей дисперсии оценок Jc и
J∗c . В других случаях метод может быть применён, но оптимальная мера не является
марковской. Простое доказательство приведённых ниже результатов можно найти в [6].



24 Глава 2. Интегралы и линейные уравнения

Для оценки Jc оптимальная цепь задаётся начальным распределением p0
опт.(X) и

pопт.(X → Y ).

p0
опт.(X) =

|ϕ(X)h(X)|
(ϕ, h)

, pопт.(X → Y ) =
|K(X, Y )|ϕ(Y )

ϕ(X)
, g0

опт.(X) =
|f(X)|
ϕ(X)

,

где ϕ(X) есть решение мажорантного уравнения
(
ϕ(X) =

∫ ∣∣k(X, Y )
∣∣ϕ(Y )µ(dY ) +

|f(X)|
)
. Дисперсия, соответствующая этой цепи, есть

Dопт. = (ϕ, |h|)2 − (ϕ, h)2.

Для оценки J∗c соответствующие выражения есть

p0
опт.(X) =

|f(X)|ϕ∗(X)

(f, ϕ∗)
, pопт.(X → Y ) =

|K(Y,X)|ϕ∗(Y )

ϕ∗(X)
, g0

опт.(X) =
|h(X)|
ϕ∗(X)

, (2.2.11)

где ϕ∗ — решение двойственного мажорантного уравнения

ϕ∗(X) =

∫
|K(Y,X)|ϕ∗(Y )µ(dY ) + |h(X)|, (2.2.12)

Dопт. = (ϕ∗, |f |)2 − (h, ϕ)2.

Зависимость оптимальных цепей Маркова от точного решения исходной задачи не поз-
воляет пользоваться результатами непосредственно, но позволяет судить о форме опти-
мальных плотностей и учесть априорную информацию, имеющуюся у исследователя. В
случае, когда все функции, входящие в исходное уравнение, и функция h(X) неотрица-
тельны, оптимальные дисперсии оценок Jc и J∗c обращаются в нуль. Ниже мы покажем,
как в общем случае использование дополнительной информации позволяет получить
оценки с нулевой дисперсией. Нужно сказать, что большинство задач, решаемых ме-
тодом Монте-Карло сегодня, имеют неотрицательные параметры (уравнения переноса,
уравнение Больцмана и др.), но наше исследование предполагает общий случай.

Как уже отмечалось, знакопеременность не позволяет обращать дисперсию в нуль
за счет выбора марковской цепи (см. формулу (2.2.12)).

Ниже мы покажем, как строится цепь, обращающая в нуль дисперсию Ja и J∗a в зна-
копеременном случае. Для этого мы используем некоторое преобразование уравнения
(2.2.1) к системе уравнений, содержащей лишь неотрицательные функции.

Обозначим

f+(X) = f(1, X) =

{
f(X), f > 0
0, f 6 0,

f−(X) = f(2, X) =

{
f(X), f 6 0
0, f > 0,

k+(X, Y ) ≡ k(1, X; 1, Y ) = k(2, X; 2, Y ) =

{
k(X, Y ), k(X, Y ) > 0
0, k(X, Y ) 6 0,

k−(X, Y ) ≡ k(1, X; 2, Y ) = k(2, X; 1, Y ) =

{
k(X, Y ), k(X, Y ) 6 0
0, k(X, Y ) > 0,

(2.2.13)

и через K+ и K− — операторы с соответствующими ядрами fl = f(l, X), l = 1, 2.
Справедлива следующая лемма.
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Лемма 6 Система уравнений относительно ψ1 и ψ2

ψ1 = K11ψ1 +K12ψ2 + f1,
ψ2 = K21ψ2 +K22ψ2 − f2,

(2.2.14)

где K11 = K22 = K+; K12 = K21 = −K− содержит лишь неотрицательные функции,
при этом функция ϕ

ϕ = ψ1 − ψ2, (2.2.15)

удовлетворяет исходному уравнению (2.2.1).

Доказательство:
Первая часть утверждения очевидна — следует из (2.2.13). Для доказательства вто-

рой части вернемся к обозначениям (2.2.13). Система (2.2.14) будет иметь вид

ψ1 = K+ψ1 −K−ψ2 + f+,
ψ2 = −K−ψ2 +K+ψ2 − f−,

(2.2.16)

Вычтем почленно второе уравнение из 1-го, получим:

ψ1 − ψ2 = (K+ +K−)ψ1 − (K+ +K−)ψ2 + f+ + f−,

что равносильно
ψ1 − ψ2 = K(ψ1 − ψ2) + f,

что и доказывает лемму.
Дальнейшие рассуждения проведем для оценки J∗a . Случай оценки Ja рассматрива-

ется по аналогии, он даже проще случая J∗a .
Очевидно, что все преобразования, проведенные при доказательстве леммы, могут

быть осуществлены применительно к уравнению ϕ∗(X) =
∫
k(Y,X)ϕ∗(Y )µ(dY )+h(X).

Нужно ϕ, ψ1, ψ2, K+, K− снабдить звездочкам и задать функцию h(X), обозначая

h1(X) = h+(X) =

{
h(X), h(X) > 0
0, h(X) 6 0,

h2(X) = −h−(X) =

{
−h(X), h(X) 6 0
0, h(X) > 0,

Аналог системы (2.2.14) имеет вид

ψ∗1 = K∗11ψ
∗
1 +K∗12ψ

∗
2 + h1,

ψ∗2 = K∗21ψ
∗
2 +K∗22ψ

∗
2 + h2,

(2.2.17)

где K∗11 = K∗12 — оператор я дром k+(Y,X),
K∗12 = K∗21 — оператор ядром −k−(Y,X). Нам также удобно будет пользоваться обозна-
чениями

hi(X) = h(X, i), fj(X) = f(Y, j),

а для ядер операторов K∗i,j — обозначениями k(Y, j;X, i), i, j = 1, 2. Для решения си-
стемы (2.2.17) моделируется цепь Маркова, задаваемая начальной плотностью относи-
тельно меры λ, или, что то же самое, вектор (p0(X, 1), p0(X, 2)) и плотность перехода

p(X, i → Y, j), то есть матрица ‖p(X, i → Y, j)‖2
i,j=1. При этом

2∑
j=1

p(X, i → Y, j) =
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1− g(X, i), i = 1, 2,
0 6 g(X, i) 6 1 и должны выполняться условия согласования, о которых сказано ниже.

Оценка J∗a функционала ψ∗1f1 +ψ∗2f2, записанная в плотностях по отношению к мере
λ, имеет вид:

J∗a =
f(X0, i0)k(X0, i0;X1, i1) . . . k(Xτ−1, iτ−1;Xτ , iτ )h(Xτ , iτ )

p0(X0, i0)p(X0, i0 → X1, i1) . . . p(Xτ−1, iτ−1 → Xτ , iτ )g(Xτ , iτ )
(2.2.18)

или
J∗a =

f0k01 . . . kτ−1,τhτ
p0

0p01 . . . pτ−1,τgτ
(2.2.19)

при очевидном упрощении обозначений.
Здесь (X0, 1) → (X1, i1) → (X2, i2) → · · · → (Xτ , iτ ) — траектория моделируемой цепи
Маркова, а упоминавшиеся условия согласования предполагают такой выбор парамет-
ров цепи Маркова, при котором знаменатель положителен для всех траекторий, для
которых отличен от нуля числитель.

В нашем случае k(Y, j;X, i) неотрицательны, но функционал, который вычисляется,
имеет вид

(h, ϕ) = (f, ϕ∗) =
(
(f+, f−), (ψ∗1 − ψ∗2)

)
.

Здесь присутствует знакопеременность, что препятствует непосредственному примене-
нию теоремы о существенной выборке для интегралов по вероятностной мере с целью
обращения в нуль дисперсии оценки. Однако мы можем представить (h, ϕ) в виде раз-
ности

(h, ϕ) =
[
(f+, ψ

∗
1) + (−f−, ψ∗2)

]
−
[
(−f−, ψ∗1) + (−f+, ψ

∗
2)
]

двух величин, каждая из которых есть сумма двух положительных слагаемых. Для
каждой из этих величин можно построить цепь Маркова, обращающую в нуль диспер-
сию несмещенной оценки вида (2.2.8).
Действительно, мы можем построить несмещенную оценку (J∗a)1 для (f+, ψ

∗
1)+(−f−, ψ∗2)

следующим образом.
Моделируем p0(X, i), если i = 1, то полагаем f(X0, 1) = f+(X0) и требуем, чтобы об-
рыв траектории происходил с вероятностью g(Xτ , 1). Соответственно, hτ = h(Xτ , 1) =
h+(Xτ ).
Если же i = 2, то f(X0, 2) = f−(X0), обрыв траектории происходит с вероятностью
g(Xτ , 2) и hτ = h−(Xτ ).

Аналогично вычисляется оценка (J∗a)2 второго слагаемого. Теперь, следуя [6], мы
можем строить цепь, обращающую в нуль дисперсию (J∗a)1. Для этого

(1) Полагаем p0
опт(X, i) =

f(X,i)ψ∗i (X)

(f+,ψ∗1)+(−f−,ψ∗2)
.

(2) Полагаем p(X, i→ Y, j) =
k(X,i;Y,j)ψ∗j (Y )

ψ∗i (X)
.

Легко видеть, что при таком выборе цепи Маркова оценка (J∗a)1 остается постоян-
ной, равной

[
(f+, ψ

∗
1) + (−f−, ψ∗2)

]
на всех траекториях, и следовательно её диспер-

сия равна нулю. Если (J∗a)1 и (J∗a)2 вычисляются по независимым траекториям, то
D
(
(J∗a)1 +(J∗a)2

)
= D(J∗a)1 +D(J∗a)2 и при оптимальном выборе цепей Маркова дисперсия

суммарной оценки будет нулевой.
Исследование оценки второго слагаемого и анализ аналога оценки Ja заинтересован-

ный читатель может легко и с удовольствием проделать самостоятельно.
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Таким образом, при решении интегральных уравнений 2го рода со знакоперемен-
ными коэффициентами (оценивании заданного функционала (ϕ, h) от решения) ока-
зывается возможным использовать известные приемы понижения дисперсии с тем же
эффектом, что и в знакопеременном случае, если воспользоваться сведением к системе
вида (2.2.14) и разбить функционал на два слагаемых, в каждое из которых войдут
функции одного знака. Очевидно, что последнее замечание относится ко всем извест-
ным несмещенным оценкам.

Внимательный читатель мог заметить, что при вычислении интеграла
∫
f(X)µ(dX)

от знакопеременной функции f для получения оценок с нулевой дисперсией достаточно
разбить интеграл на два слагаемых∫

f(X)µ(dX) =

∫
f(X)µ1(dX)−

∫
f(X)µ2(dX), где

мера µ1 совпадает с µ на множестве {X : f(X) > 0} и равна нулю вне этого множе-
ства, а мера µ2 совпадает с µ на множестве {X : f(X) < 0}, и к каждому слагаемому
применить принцип существенной выборки. Однако случай интегральных уравнений
обладает определённым своеобразием, что и было продемонстрировано выше.

Оценки Ja и Jc дают возможность получать значение конкретного функционала.
Повторные вычисления (частично могут использоваться одни те же траектории для
разных функционалов) позволяют получить оценки заданного числа функционалов.
Оценки J∗a и J∗c дают возможность оценивать заданное число функционалов и получать
непараметрические оценки искомой функции ϕ. Заметим, что многие виды непарамет-
рических оценок также связаны с получением оценок некоторого набора функционалов
[23].

Следующая задача состоит в определении значений искомой функции во всех точках
носителя µ или на заданном подмножестве этих точек (обобщённая задача интерполя-
ции).

Определение класса Φm. Мы будем говорить, что ϕ(X) принадлежит классу функ-
ций φm = Φ

(
Ω, δ, εl, hl; l = 1, . . . ,m

)
, если знание функционалов (hl, ϕ) с погрешностью

εl позволяет восстановить ϕ(X), X ∈ Ω с погрешностью δ(X), ‖δ(X)‖ 6 δ.
Можно уточнять это определение: погрешности предполагать относительными или

абсолютными, детерминированными или случайными и др. Такого рода уточнения мы
будем делать по мере необходимости в дальнейшем.

Нужно отметить также сходство сформулированной задачи с непараметрическими
подходами в статистике и методами, развиваемыми Войтишеком [25].



Глава 3

Стохастическая устойчивость и метод
квази Монте-Карло

3.1 Стохастическая устойчивость

Вопросы стохастической устойчивости в данной главе излагаются применительно к дис-
кретному случаю — системам линейных алгебраических уравнений (разностным схе-
мам, в частности). Рассматриваемые алгоритмы, как правило, легко переносятся на
общий случай линейных операторов. Вместо дискретных распределений моделируются
непрерывные. Однако, их обоснование требует в конкретных случаях существенно бо-
лее развитого функционально-аналитического аппарата. Один из примеров подобных
обобщений можно найти в [31].

Системы линейных алгебраических уравнений вида

X = AX + F, X = (x1, . . . , xn)T , A = ‖ai,j‖ni,j=1, F = (f1, . . . , fn)T

в случае, когда λ1(|A|) меньше единицы, являются наиболее простыми объектом, свой-
ства которого могут иллюстрировать общую теорию, изложенную в разделе 2.2.

Использование оценок (2.2.5)–(2.2.9) предполагает задание однородной цепи Марко-
ва p0 = (p0

0, . . . , p
0
n) и переходной матрицы P = ‖pi,j‖ni,j=1, удовлетворяющих условиям

согласования (абсолютная непрерывность мер).
Для оценки Jc это:

p0
i > 0, если hi 6= 0;

pi,j > 0, если ai,j 6= 0 и gi > 0;

если hi 6= 0, i, j = 1, . . . , n, gi = 1−
n∑
j=1

pi,j; pi,j > 0.

Аналогично выглядят условия согласования для других оценок (подробно см. [6]). Эти
условия определяют общую структуру цепи Маркова.

Алгоритм вычисления оценок (2.2.5)–(2.2.9) отличается от описанного ранее общего
случая лишь тем, что в данном случае моделируются дискретные распределения. В
предположении, что с вероятностью 1 все траектории конечны, мы N раз независимо
вычисляем последовательности i0 → i1 → · · · → iτ номеров состояний, где каждый
номер есть результат моделирования дискретного распределения с (n + 1) исходом.
Один из исходов (обычно (n+ 1)-ый) соответствует обрыву траектории.
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Оценка Ja, например, имеет вид

Ja =
hi0ai0,i1 . . . aiτ−1,iτfiτ
p0
i0
pi0,i1 . . . piτ−1,iτ giτ

. (3.1.1)

Остальные оценки читатель легко выпишет самостоятельно (также см. [6], [7], [25]).
В соответствии с общей концепцией, сформулированной в начале книги, мы имеем

дело с ПР-алгоритмом, который может быть “хуже” классических алгоритмов решения
систем линейных уравнений. Важный вопрос — если хуже, то насколько хуже? Мы про-
ведём прикидочную сравнительную оценку трудоёмкости описанного алгоритма метода
Монте-Карло и метода итераций. Будем вычислять функционал

(H,XM) =

(
H,

M−1∑
j=0

AjF

)
, (3.1.2)

при некотором фиксированном M . Несмещённой его оценкой служит{
Ja, J

∗
a , Jc, J

∗
c при τ 6M − 1

0, τ >M
. (3.1.3)

Если среднее число ненулевых элементов в строке матрицы A есть K, дисперсия JM
равна σ2, и мы хотим вычислить (H,XM) с погрешностью, не превосходящей ε > 0, то
трудоёмкость T (среднее число операций) алгоритма может быть выражена произведе-
нием

T = NεMtmod, (3.1.4)

где Nε — число испытаний, Nε ≈ C σ2
n

ε2
, σ2

n — дисперсия оценки.
tmod — трудоёмкость вычисления оценки, слагающаяся из трудоёмкости моделирования
дискретного распределения, равного 2 для метода Уокера и log2(n + 1) – для метода
бисекции, и арифметических операций (умножение на ai,j

/
pi,j и сложение). Константа

C определяется уровнем доверия (обычно C 6 3).
Если вычисляются m функционалов, то для “прямых” оценок Ja и Jc, если каж-

дый функционал оценивается независимо, трудоёмкость увеличивается в m раз. Специ-
альными приёмами, использующими общие участки траекторий, трудоёмкость можно
уменьшить.

В случае оценок J∗a и J∗c оценить трудоёмкость сложнее. Относительная погрешность
оценок каждой из компонент здесь зависит от n (растёт, как

√
n).

Если система линейных уравнений получена в результате дискретизации дифферен-
циального уравнения, то, как правило, решение обладает свойствами гладкости (кусоч-
ной гладкости) и может быть восстановлено с достаточной точностью по значениям m
функционалов (принадлежит классу Φm). В этом случае также обычно A слабо запол-
нена.

Сравнение с итерационными методами, требующими ≈ Mn2 операций, показывает,
что в случае слабой заполненности при больших n и фиксированном ε метод Монте-
Карло может выигрывать при малых m. Во всяком случае, m должно слабо расти с
ростом n.

При k ≈ n асимптотически с ростом n при ε фиксированном метод Монте-Карло
может оказаться предпочтительнее итерационных методов.

Наше обсуждение имеет весьма предварительный характер, но позволяет наметить
границы применимости метода Монте-Карло.

Далее отметим:
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1. Мы не обсуждали возможность использования практически неограниченного чис-
ла процессоров без какого либо изменения последовательного варианта програм-
мы.

2. Не обсуждали возможность использования различного вида предобуславливате-
лей в методе итераций. Введение предобуславливателя часто ведёт к нарушению
условия λ1(|A|) < 1.

Рассмотрим случай, когда λ1(|A|) > 1, но |λ1(A)| < 1. В этом случае функционал
(H,X) не может быть представлен в виде интеграла по траекториям, хотя сходится
процесс

Xl+1 = AXl + F, X0 = F, l = 0, 1, . . . . (3.1.5)

Если A — очень большая матрица, то может быть выгодным использовать метод Монте-
Карло для вычисления произведения Z = AY при известном векторе Y . Действительно,

Z = ‖
n∑
i=1

ai,jyj‖ni=1, и при больших n каждую компоненту вектора Z можно оценить с

помощью выборочного среднего некоторого числа m (m < n) слагаемых суммы. С
ростом m ошибка вычисления сумм будет убывать и можно надеяться, что алгоритм, у
которого будут последовательно оцениваться Xl с запоминанием результатов, позволит
получать решение системы в случае, когда λ1(|A|) > 1, но |λ1(A)| < 1.

Эти соображения нуждаются в строгом исследовании, которое будет выполнено ни-
же. Мы будем считать, что для решения системы (3.1.5) в рассматриваемом случае
будет строиться последовательность случайных векторов

Ξl+1 = BΞl + F, Ξ0 = F, l = 0, 1, . . . , (3.1.6)

удовлетворяющих условииям

EΞl = Xl и EB = A. (3.1.7)

Предварительно заметим, что при решении разностных схем в задачах, где решение
зависит от времени, также применим этот подход, но l ограничено, l = 0, 1, . . . , T − 1.

Для неявных схем

X l+1 = A1X
l+1 + A2X

l + Fl, A = A1 + A2, (3.1.8)

более общий случай

X l+1 =
M−1∑
k=0

Ak+1X
l+1−k + Fl

сводится к упомянутому выше замене переменной с переходом к большей размерности
векторов. Если выполнено достаточное условие устойчивости схемы∣∣λ1((I − A1)−1A2)

∣∣ < 1, (3.1.9)

то для получения Ξl+1 в схеме (3.1.8) могут быть использованы методы Монте-Карло
решения систем линейных уравнений, использующие оценки Jc, J∗c , Ja и J∗a , как это
было описано ранее. Этот случай с применениями к волновому уравнению подробно
описан в работах [28] и [29].

Алгоритмы другого типа для вычисления оценок Xl основаны на аналоге схемы
Неймана-Улама для умножения матрицы на вектор.

Пусть Y = AX, Y = (y1, . . . , yn)T иH — заданный векторH = (h1, . . . , hn). Алгоритм
предполагает задание матрицы P = ‖pij‖ni,j=1, удовлетворяющей условиям согласования
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(a) pi,j > 0, если ai,j 6= 0 и распределение ~q = (q1, . . . , qn) такое, что qi > 0, если hi 6= 0
или

(б) pi,j > 0, если aj,i 6= 0 и распределение ~p = (p1, . . . , pn) такое, что pi > 0, если xi 6= 0.

Введем случайные величины

ξ =
hαaα,βxβ
qαpαβ

, (3.1.10)

ξ∗ =
xγaδ,γhδ
pγpγδ

. (3.1.11)

Здесь α распределено по закону ~q, γ — по закону ~p, β — по закону (pα,1, . . . , pα,n) при
фиксированном α и δ — по закону (pγ,1, . . . , pγ,n) при фиксированном γ. Легко проверить,
что

Eξ = Eξ∗ = (H,Y ).

Столь же просто вычисляются дисперсии оценок (3.1.10) (3.1.11), если учесть, что

Eξ2 =
∑
α

∑
β

h2
αa

2
α,βx

2
β

qαpαβ
, E(ξ∗)2 =

∑
γ

∑
δ

x2
γa

2
δ,γh

2
δ

pγpγδ
.

С помощью неравенства Бине-Коши, как при доказательстве теоремы о существенной
выборке, легко установить, что оптимальный выбор p, q, P состоит в следующем

(a) Для оценки ξ

qα =
|hα|∑
α |hα|

, pα,β =
|aα,β||xβ|∑
α,β |aα,βxβ|

. (3.1.12)

(б) Для оценки ξ∗

pγ =
|xγ|∑
γ |xγ|

, pγ,δ =
|aδ,γ||hδ|∑
γ,δ |aδ,γhδ|

. (3.1.13)

Второй случай интересен тем, что стохастическая матрица P не зависит от точного
решения задачи.

Оценки (3.1.10), (3.1.11) могут служить основой алгоритмов получения решения си-
стемыX = AX+F без ограничений λ1(|A|) < 1. Алгоритмы состоят в последовательном
вычислении оценок векторов Xl по формуле (3.1.6).

Скалярное произведение (H,Xl) может оцениваться также с помощью оценок вида
(3.1.10). В этом случае

(H,Ξl) ∼
hαaα,βξβ(l − 1)

qαpαβ
+ fα, Ξl = (ξ1(l), . . . , ξn(l)). (3.1.14)

Или оценок вида (3.1.11) и в этом случае

(H,Ξl) ∼
ξγ(l − 1)aδ,γhδ

pγpγδ
+ fγ. (3.1.15)

В каждом случае берется среднее из некоторого количестваN реализаций оценок. Оцен-
ка всех компонент Xl может быть получена, если полагать H равным векторам с одной
из компонент равной 1 и остальными равными нулю.
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Как уже отмечалось, схема (3.1.15) интересна тем, что локально оптимальный выбор
параметров, участвующих в расчетах переходной матрицы цепи Маркова не зависит от
l. Схема (3.1.14) интересна тем, что она определяет рекуррентную процедуру, приводя-
щую к ветвящейся цепи Маркова (число ветвлений — это число повторных реплик при
оценке каждой компоненты Ξl). Предположим, что матрица A = Al может зависеть от
номера итерации l, Xl+1 = AlXl + Fl, как это бывает при решении разностных схем.

Поведение дисперсии случайных величин Ξl определяет следующая лемма.

Лемма 7 Пусть случайные векторы Ξl = (ξ(l), . . . , ξn(l))T , l = 0, 1, 2, . . . связаны со-
отношением

Ξl = BlΞl−1 + Fl, (3.1.16)

где Bl = ‖βi,j‖ni,j=1 случайные матричные операторы, Fl = (f1(l), . . . , f2(l))T — детер-
минированные векторы, Ξ0 = F0. При этом EΞl = Xl = (x1(l), . . . , xn(l))T , EBl = Al =
‖ai,j‖ni,j=1 и Bl при каждом фиксированном l не зависит от Ξk для k < l. Тогда для
матрицы ковариации вектора εl = Ξl −Xl справедливо соотношение

vec covεl = Al ⊗ ATl vec covεl−1 + E(δl ⊗ δTl )vec covεl−1 + E(δl ⊗ δTl )vec(Xl−1X
T
l−1),

где δl = Bl − Al, vec — операция векторизации матрицы, а ⊗ — операция кронекеров-
ского произведения матриц.

Доказательство:
Подставим в (3.1.16) выражения для Bl и Ξl:

Xl + εl = (Al + δl)(Xl−1 + εl−1) + Fl.

Поскольку Xl подчинен (3.1.5), получим выражения для εl и εTl :

εl = Alεl−1 + δlXl−1 + δlεl−1 (3.1.17)

и
εTl = εTl−1A

T
l +XT

l−1δ
T
l + εTl−1δ

T
l . (3.1.18)

После перемножения правых и левых частей равенств (3.1.17) и (3.1.18) получим

εlε
T
l = Alεl−1ε

T
l−1A

T
l + Alεl−1X

T
l−1δ

T
l + Alεl−1ε

T
l−1δ

T
l +

+ δlXl−1ε
T
l−1A

T
l + δlXl−1X

T
l−1δ

T
l + δlXl−1ε

T
l−1δ

T
l +

δlεl−1ε
T
l−1A

T
l + δlεl−1X

T
l−1δ

T
l + δlεl−1ε

T
l−1δ

T
l

Далее вычислим математическое ожидание от всех членов получившегося равенства.
При этом стоит отметить, что математические ожидания многих слагаемых правой
части будут равны нулю. Так, например, Eδlεl−1X

T
l−1δ

T
l = 0 в силу того, что εTl−1 не

зависит от δl и EεT = 0. Учитывая эти соображения, имеем

E(εlε
T
l ) = AlE(εl−1ε

T
l−1)ATl + E(δlεl−1ε

T
l−1δ

T
l ) + E(δlXl−1X

T
l−1δ

T
l )

или, что то же самое,

covεl = Alcovεl−1A
T
l + E(δlcovεl−1δ

T
l ) + E(δlXl−1X

T
l−1δ

T
l ).

Теперь, применяя операцию векторизации к матрицам εl, εl−1 и Xl−1X
T
l−1, получим

vec covεl = Al ⊗ ATl vec covεl−1 + E(δl ⊗ δTl )vec covεl−1 + E(δl ⊗ δTl )vec(Xl−1X
T
l−1).
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или
vec covεl =

(
Al ⊗ ATl + E(δl ⊗ δTl )

)
vec covεl−1+

+E(δl ⊗ δTl )vec(Xl−1X
T
l−1).

(3.1.19)

По поводу равенства (3.1.19) заметим следующее. Поскольку при каждом l Ξl вы-
числяется как среднее Nl независимых оценок, то ‖covεl−1‖ имеет порядок O(1

/
Nl). В

соответствии со свойствами кронекеровского произведения имеем

el 6 ‖A‖el−1 + C
/
Nl · ‖Xl‖2, где

el = ‖vec covεl‖, A = Al ⊗ Al + E(δl ⊗ δT
l ) и

‖A‖ 6 |λ1(A)|2 + C1

/
Nl.

При Nl = N , не зависящим от номера итерации, дисперсия ошибки либо растёт
экспоненциально, либо стремится с ростом l к постоянному пределу. В первом случае
алгоритм называют стохастически неустойчивым и стохастически устойчивым — во вто-
ром. Примеры стохастической неустойчивости, возникающей при решении разностного
аналога волнового уравнения, описаны в [29].

Рассмотрим вопрос о параллелизме и трудоёмкости алгоритма. Здесь можно разли-
чать “внутренний” и “внешний” параллелизм. “Внутренний” — это параллелизм при вы-
числении произведений Xl при фиксированном l. Поскольку это вычисление состоит из
N независимых испытаний, то в вычислении естественным образом могут участвовать
k 6 N процессоров. “Внешний” параллелизм основан на равенстве EΞl = Xl. Незави-
симые реализации случайного вектора Ξl при любом l можно получать на различных
процессорах, а затем находить среднееM таких реализаций (ПР-алгоритм). Получение
оценки решения вычислением среднего при достаточно большом M позволяет также
вычислить эмпирическую дисперсию.

Мы, таким образом, построили ПР-алгоритм для решения систем линейных алгебра-
ических уравнений и в случае λ1(|A|) > 1 и указали его особенности в связи с величиной
λ1(A) и числом испытаний N при каждом l.

Рассмотрим в общих чертах вопрос о трудоёмкости метода. В рамках выбранной мо-
дели (N не зависит от l) мы полагаем, что N удовлетворяет условиям стохастической
устойчивости. Здесь, как отмечалось ранее, возможно использование “прямых” оценок
(2.2.5), (2.2.7) или двойственных (2.2.8), (2.2.9). В общем случае N зависит от n — рас-
тёт с ростом n, и для больших n алгоритм может быть непомерно трудоёмким. Особый
интерес представляет случай, когда решение может быть восстановлено по некоторо-
му числу m функционалов, m слабо растёт с ростом n, и используются эффективные
методы понижения дисперсии.

Пусть max
l
‖Fl‖ 6 F и наибольшее собственное число матрицы A есть Λ, тогда для l,

достаточно больших, el 6 Lσ2

N
· ‖Xl‖

2

1−Λ
, где L — константа, а σ2 — максимальная дисперсия

оценокXl. При N1, достаточно большом, Λ ≈
∣∣λ1(A)

∣∣2. Трудоёмкость T оценивается при
N1 независимых испытаниях группами по N испытаний при переходе от l-той к (l+1)-ой
итерации.

T = N1 ·NMtmod, tmod 6

{
2 (метод Уокера)
2 log2 k + 4 (метод бисекции).

(3.1.20)

Можно утверждать, что наличие множителя µ = 1
1−Λ

ухудшает ситуацию в µ раз по
сравнению со случаем λ1(|A|) < 1.



34 Глава 3. Стохастическая устойчивость и метод квази Монте-Карло

В работе [1] для разностного аналога уравнения Лапласа оценивалась трудоёмкость
метода Монте-Карло в случае вычисления интеграла по траекториям (аналог метода
простых итераций) и метода Монте-Карло при введении предобуславливателя (метод
верхней релаксации). В последнем случае оказывается λ1(|A1|) > 1. Результат сравне-
ния оценок показывает, что введение предобуславливателя в этом случае практически
не уменьшает трудоёмкость алгоритма. Вероятно, введение предобуславливателя целе-
сообразно тогда, когда для исходной системы λ1(|A|) > 1.

Обратимся далее к примерам применения описанной теории для конкретных ал-
горитмов. В предположении необходимой гладкости решения U(x, t) начально-краевой
задачи для волнового уравнения

∂2U

∂t2
=
∂2U

∂x2
(3.1.21)

в области [0, T ]× [0, 1] при начальных условиях ∂U
∂t

(x, 0) = ϕ1(x), U(x, 0) = ϕ0(x) и
граничных условиях U(0, t) = ψ0(t), U(1, t) = ψ1(t) рассмотрим некоторые разностные
схемы, приближённо решающие эту задачу. А именно, на сетке с шагом h = 1

/
n и

∆t = T
/
m явную схему — “крест”

Uk,j+1 = Uk+1,j + Uk−1,j − Uk,j−1, k = 1, . . . , n− 1 и j = 1, 2, . . . ,m− 1 (3.1.22)

и неявную схему

Uj+1,k =
1

2 + µ2
(Uj+1,k+1 + Uj+1,k−1) +

µ2

2 + µ2
(2Uj,k − Uj−1,k), (3.1.23)

где µ2 = h2

(∆t)2
.

Обе схемы устойчивы относительно ошибок округления (вторая при любом значе-
нии µ). Но в обоих случаях мы имеем дело с системами, для которых наибольшее
собственное число модуля матрицы будет больше единицы, и попытки использования
схемы Неймана-Улама приводят к стохастически неустойчивым алгоритмам. Тем не ме-
нее, можно построить как в случае (3.1.22), так и в случае (3.1.23) последовательность
случайных векторов Ξj таких, что выполняется равенство

EΞj = (Uj,1, . . . , Uj,n−1)T j = 2, 3, . . . .

Для этого достаточно в случае (3.1.22) воспользоваться оценками (3.1.3), вычисляя
их на каждом слое Nj раз независимо, и оценками для решения систем линейных урав-
нений в случае (3.1.23). Результаты для последнего случая подробно описаны в [29]. Там
же показано, что для достаточно больших Nj алгоритм вычисления Ξj стохастически
устойчив.

Будем считать, что Nj от j не зависит, Nj = N , и остановимся подробно на схеме
(3.1.22).

Пусть вычислены несмещённые оценки ξj,k и ξj−1,k, k = 1, . . . , n− 1 для Uj,k и Uj−1,k

соответственно. В оценках (Jc) и (J∗c ) выберем P с нулевыми элементами, соответству-
ющими нулевым элементам матрицы системы и равными для простоты 1

/
3 для нену-

левых.
“Прямой” алгоритм состоит в том, что для выбранного k ξj+1,k полагаем равным

3
/
N

N∑
i=1

ξ
(i)
j+1,k, где
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ξ
(i)
j+1,k =


ξj,k+1 с вероятностью 1

/
3,

ξj,k−1,

ξj−1,k.

(3.1.24)

Таким образом, структура алгоритма представляет собой случайный граф, в кото-
ром при каждом переходе из точек с номерами (j, k + 1), (j, k − 1), (j − 1, k) в точку
(j + 1, k) три ветви сливаются в одну. Переход от начальных данных к данным на ли-
нии j = T может быть описан как траектория столкновительного процесса движения
“частиц”, при котором три частицы могут сливаться в одну при переходе со слоя на
слой. Процессы такого рода являются двойственными к ветвящимся, и, действительно,
легко указать алгоритм моделирования процесса, двойственного к столкновительному.

Алгоритм (“сопряжённый”) для вычисления UT,k0 связан со следующим ветвящимся
процессом. Частица блуждает по сетке (j, k). С равными вероятностями p = 1

/
3 она

переходит из (j, k) в одну из точек (j−1, k−1), (j−1, k+1), (j−2, k). После перехода в
соответствующей точке рождается N аналогичных частиц, если точка не принадлежит
границе области. В граничной точке траектория обрывается.

Оценка ξT,k0 решения UT,k0 вычисляется следующим образом. Начальная частица
(в точке (T, k0)) имеет вес ϑ = 1. При каждом переходе вес умножается на 3

/
N . При

достижении частицей границы имеем вклад
(
3
/
N
)r
U(r), где

r — число переходов до границы, а U(r) — граничное (начальное) значение решения
U , которое известно. Оценкой для UT,k0 служит сумма вкладов всех образовавшихся
частиц

ξT,k0 =
∑

всех вкладов i

Q(i)
r U

(i)(r). (3.1.25)

Обработка траекторий ветвящегося процесса может, как обычно, вестись либо по поко-
лениям (j), либо лексикографически. В последнем случае требуется T ячеек для хра-
нения сведений о траектории. Если N выбрано так, что обеспечивается стохастическая
устойчивость, то оба алгоритма (прямой и сопряжённый) являются ПР-алгоритмами.

Легко заметить, что суммирование в (3.1.25) нужно проводить “по слоям”, то есть по
поколениям — при каждом j находить общие веса для каждой точки, а затем продол-
жать ветвление. Вычислительная работа для каждого j будет пропорциональна N ·n –
произведению числа ветвей на число точек на каждом слое. При обработке траекторий
ветвящегося процесса иными методами работа может расти экспоненциально с ростом
j.

Подробное исследование связей прямых и двойственных процессов с ветвлением для
решения уравнений выходит за рамки данной книги. Отметим только, что формула
вида (3.1.19) для ковариаций двойственных оценок может быть получена аналогично
тому, как это сделано в рассмотренном нами случае. Обобщение на случай операторов
существенно более трудоёмкий процесс. По этому поводу см. [31], а также некоторые
работы Г.А. Михайлова [32].

3.2 Метод квази Монте-Карло
В отличие от метода Монте-Карло метод квази Монте-Карло (КМК-метод) имеет от-
далённое отношение к теории вероятностей и основан на результатах из теории чисел
и вычислительной математики, и, в частности, теории кубатурных формул.
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Коротко об этих результатах.
Кубатурной формулой принято называть формулу приближённого вычисления инте-
грала ∫

D

p(X)f(X) dX ≈
N∑
i=1

f(Xi)Ai, (3.2.1)

D ⊂ Rs; Xi ∈ D, i = 1, . . . , N , p(X) > 0 — заданная функция (весовая функ-
ция). Числа Ai называют коэффициентами, а Xi =

(
x

(i)
1 , . . . , x

(i)
s

)
— узлами формулы.

Функционал

RN(f) =

∫
D

p(X)f(X) dX −
N∑
i=1

Aif(Xi) (3.2.2)

называют остатком кубатурной формулы.
Для выбора параметров Ai и Xi кубатурной формулы обычно используют два под-

хода:

(1) Из условия RN(ϕj) = 0, где ϕj(X), (j = 1, 2, . . . ,m) — заданные функции.

(2) Для заданного линейного нормированного пространства F из условия минимума
нормы функционала RN(f).

В одномерном случае (s = 1) широко известные квадратурные формулы Гаусса обеспе-
чивают обращение в нуль остатка для алгебраических многочленов степени 6 (2N−1).
К сожалению, распространить теорию этих формул на многомерный случай удаётся
лишь в отдельных частных случаях. Наиболее успешной в этом отношении является
знаменитая работа И. Радона [33], где полностью исследован случай полиномов двух
переменных суммарной пятой степени (N = 5). И это, как это ни странно, единственный
случай, когда для s > 1, N > 1 строится почти полный аналог гауссовских квадра-
тур, но и в этом случае вещественность параметров формулы гарантируется лишь для
областей, обладающих центром симметрии.

Свойство симметрии (инвариантность относительно групп преобразований) вооб-
ще, служит источником большинства удачных примеров формул, точных для большо-
го числа функций ϕi. Большое разнообразие конфигураций областей интегрирования
в многомерном случае объясняет недостаточную универсальность подхода (1), что не
умаляет его значения при решении отдельных задач. Из весьма обширной литературы,
посвящённой теории вопроса, сошлёмся на [31] и [34].

Подход (2) наиболее полно отражён в монографии [36], где изучены свойства нормы
функционала RN(f) для класса функцийW , имеющих частные производные заданного
порядка. Построение оптимальных формул для этих классов с учётом свойств границы
области оказывается достаточно сложной задачей, требующей специальных исследова-
ний в конкретных случаях.

Достаточно общий подход к вычислению многократных интегралов был впервые
развит в работах Н.М. Коробова [37]. Используя мощный теоретико-числовой аппарат
он для случая s-мерного гиперкуба впервые указал методы численного интегрирования,
близкие к оптимальным в классах дифференцируемых функций. При этом использо-
вались оценки снизу для RN [f ] в классах дифференцируемых функций, полученные Н.
Бахваловым, и предположение (явное или неявное) о сводимости с помощью замены
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переменных любой области с гладкой границы к гиперкубу с помощью замены пере-
менной. Формулы Н.М. Коробова также точны для тригонометрических многочленов.

Эти краткие и совершенно неполные (дилетантские) упоминания о результатах в
области теории кубатурных формул приводятся здесь лишь для того, чтобы указать
место методов квази Монте-Карло в этой теории. Формально методы квази Моте-Карло
состоят в том, что в вычислительной схеме метода Монте-Карло используются вместо
равномерно распределённых на промежутке (0, 1) чисел используются компоненты Xi

– узлов некоторой кубатурной формулы. Точнее, речь идёт о последовательности куба-
турных формул ∫

Ds

f(X) dX ≈ 1

N

N∑
i=1

f(Xi), (3.2.3)

Ds — единичный s-мерный гиперкуб, Xi ∈ Ds. При увеличении N предыдущие узлы
сохраняются!

Легко видеть из § 2 гл.1, что методы моделирования случайных величин определя-
ют замену переменных, переводящую в единичный гиперкуб область интегрирования.
Однако, s может быть достаточно большим (может быть s =∞?).

Характер этой замены полезно проиллюстрировать на простом примере. Пусть s = 2
и D =

{
0 6 x 6 1; 0 6 y 6 Cϕ(X)

}
, где ϕ(X) является плотностью распределения, а

C > 0 — константа. При вычислении интеграла

I =

∫
D

f(x, y) dxdy

методом Монте-Карло можно использовать оценку

ξN(f) =
1

N

N∑
i=1

f(ξi, ηi),

где (ξi, ηi) — точка, равномерно распределённая в D. Если использовать описанный
в Лемме 3 метод получения (ξi, ηi), то нужно взять два равномерно распределённых
случайных числа α

(i)
1 и α

(i)
2 , и ξi = F−1(α

(i)
1 ), ηi = α

(i)
2 Cϕ(ξi), где F (X) — функция

распределения, имеющая плотность ϕ. Очевидно, мы имеем дело с заменой переменных
x = F−1(u), y = vCϕ(F−1(u)). Якобиан преобразования есть Cϕ(F−1(u)).

Возможны другие замены переменной, в том числе, учитывающие свойства f (су-
щественная выборка), но метод квази Монте-Карло связан, как правило, с заменами,
имеющими вероятностный смысл. Конечно, можно было бы использовать для модели-
рования плотность ϕ(x) (метод отбора), но именно тогда s является случайной (сколь
угодно большой).

Это очень важное замечание: кратность вычисляемого методом квази Монте-
Карло интеграла зависит от конструкции соответствующего Монте-Карловского
алгоритма.

Указанную кратность мы будем называть, следуя И.М. Соболю, конструктивной
размерностью интеграла.

Выбор узлов формулы (3.2.3) осуществляется на основе подхода (2). Строятся по-
следовательности Xi, i = 1, 2, . . ., доставляющие оптимальный порядок убывания норм
остатка RN(f) в классе функций ограниченной вариации (в смысле Харди-Краузе).
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Соответствующее неравенство норм носит название неравенства Коксмы-Хлавки (по-
дробное его доказательство, не использующее средства функционального анализа, см.,
например, в [38]).

Далее мы в двумерном случае поясним основные идеи, лежащие в основе выбора
критерия оптимизации для выбора последовательности узлов X1, X2, . . ..

Пусть в единичном квадрате D2 =
{

0 6 x, y 6 1
}
задана функция f(x, y), имею-

щая первые интегрируемые производные f ′x и f ′y и смешанную производную f
′′
xy в этом

квадрате. Тогда, используя разложение в ряд Тейлора, имеем для любой точки (u, v)
из D2

f(x, y) = f(u, v) +

x∫
u

f
′

x(t1, v) dt1 +

y∫
v

f
′

y(u, t2) dt2 +

x∫
u

y∫
v

f
′′

xy(t1, t2) dt1dt2. (3.2.4)

Полагая u = v = 1 и подставляя полученное выражение для f(x, y) в (3.2.2) при
P (X) ≡ 1, s = 2, Ai = 1/N , i = 1, 2, . . ., получим после несложных преобразований

RN [f ] =
1∫
0

f
′
x(t, 1)K1(t) dt+

1∫
0

f
′
y(1, t)K2(t) dt+

1∫
0

1∫
0

f
′′
xy(t1, t2)K3(t1, t2) dt1dt2,

где

K1(t) =
(
− t+ 1/N

N∑
i=1

Θ(xi − t)
)
, K2(t) =

(
− t+ 1/N

N∑
i=1

Θ(yi − t)
)
,

K3(t1, t2) =
(
t1t2 − 1/N

N∑
i=1

Θ(xi − t1)Θ(yi − t2)
)
, Θ(τ) =


0, τ > 0

1/2, τ = 0

1, τ < 0.

Легко видеть, что суммы, входящие в выражение для K1, K2 и K3 имеют следую-
щую наглядную интерпретацию.
N∑
i=1

Θ(Xi − t) = n(t, x1, . . . , xN) — количество точек с координатами Xi, удовлетворяю-

щими условию xi 6 t.
N∑
i=1

Θ(Xi−t1)Θ(yi−t2) = n(t1, t2, X1, . . . , XN) — количество точек с координатами (xi, yi),

удовлетворяющими неравенствам xi < t1, yi < t2.
Заметим, что используя аналогичное (3.2.4) разложение в ряд Тейлора функции

s-переменных, можно получить представление остатка RN [f ], содержащее при произ-
водных ядра Kl(t1, . . . , tl) вида

K(t1, . . . , tl) = (−1)l
( l∏

i=1

ti − n
(
t1, . . . , tl; X

(l)
1 , . . . , X

(l)
N

))
, l 6 s,

где X l
i — проекция точки Xi = (x1, . . . , xs) на одну из гиперграней гиперкуба,

а n
(
t1, . . . , tl; X

(l)
1 , . . . , X

(l)
N

)
— количество точек, для которых выполнены неравенства

x
(l)
i,j < ti, i = 1, . . . , l; X

(l)
j =

(
x

(l)
1,j, . . . , x

(l)
N,j

)
.

Функции D∗l
(
X

(l)
1 , . . . , X

(l)
N

)
= N supK(t1, . . . , tl) носят названия “дискрепанс со звёз-

дочкой” (star discrepancy). Поскольку “дискрепанс без звёздочки” нами не используется,
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мы будем говорить просто дискрепанс (иногда используется русский термин “отклоне-
ние множества точек X(l)

1 , . . . , X
(l)
N ”).

Вернёмся к двумерному случаю. Функции f ′x(x, 1), f ′y(1, y) и f ′′xy(x, y) независимы и
могут принадлежать различным классам интегрируемых функций. Неравенство

∣∣RN(f)
∣∣ 6M1,0 sup

t

∣∣K1(t)
∣∣+M0,1 sup

t

∣∣K2(t)
∣∣+M1,1 sup

t1,t2

∣∣K3(t1, t2)
∣∣

M1,0 =
1∫
0

|f ′x(u, 1)| dt, M0,1 =
1∫
0

|f ′y(1, v)| dt, M1,1 =
1∫
0

1∫
0

|f ′′x,y(u, v)| dudv
(3.2.5)

является точным. Существует функция f(x, y) с интегрируемыми производными,
для которой достигается знак равенства (3.2.5).

Поскольку K1(t) = K3(t, 1) и K2(t) = K3(1, t), то sup
t1,t2

K3(t1, t2) > sup
t
K1(t) и неравен-

ство (3.2.5) можно переписать в виде

|RN(f)| 6 Varf ·
D2

(
x

(2)
1 , . . . , x

(2)
N

)
N

, (3.2.6)

где Varf = M10 + M01 + M11 — вариация в смысле Харди-Краузе функции f . Это
и есть частный случай неравенства Коксмы-Хлавки, которое в общем s-мерном случае
имеет сходный вид

|RN(f)| 6 Varf ·
Ds

(
X1, . . . , XN

)
N

. (3.2.7)

Отметим, что использование другой метрики, например, метрики L2 в предполо-
жении, что f

′
x, f

′
y, f

′′
xy интегрируемы с квадратом, не позволяет получить похожего

неравенства, точного в упомянутом классе функций (см. приложение, где также об-
суждается вопрос об оценке остатка в случае существования у f производных высших
порядков).

Дискрепанс служит мерой отклонения множества точек X1, . . . , XN от равномер-
ного расположения в единичном s-мерном гиперкубе. Метод квази Монте-Карло ис-
пользует последовательности точек X1, X2, . . ., для которых можно построить последо-
вательность чисел D1(X1, X2), . . . , Ds(X1, . . . , XN). Известно, что эти числа возрастают
с ростом N . Представляют интерес последовательности X1, X2, . . . с наименее быст-
рым увеличением дискрепансов. Построенные сегодня с помощью теоретико-числовых
методов последовательности обеспечивают порядок роста O(lnsN). Наиболее удачны-
ми, по-видимому, являются последовательности И.М. Соболя [39], используются также
последовательности Дж. Холтона, Форе и другие. Они достаточно полно описаны в
литературе. Имеются программы (например, в пакете R), вычисляющие координаты
соответствующих точек. По этой причине мы не будем останавливаться на вопросе их
конструирования.Отметим лишь следующее.

1. В отличие от псевдослучайных чисел, квазислучайные числа (последовательности
с малыми дискрепансами) настроены на определённую размерность интеграла.

2. Со статистической точки зрения квазислучайные числа сильно коррелированы и
в задачах моделирования должны использоваться с осторожностью.

Таким образом, последовательности квазислучайных чисел обладают следующими
полезными свойствами (преимуществами).
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1. Позволяют вычислять интегралы по единичному s-мерному гиперкубу при фик-
сированном s с погрешностью порядка lnsN

/
N от широкого класса функций.

2. Обладают улучшенными по сравнению с квазислучайными числами свойствами
равномерной распределённости, что может быть очень важным для общих мето-
дов глобальной оптимизации.

Определёнными недостатками квазислучайного подхода можно считать.

1. Квазислучайные векторы Xi зависимы в статистическом смысле, и использова-
ние их в задачах имитации требует предварительного тщательного анализа. Их
координаты приближённо независимы в совокупности. Действительно, пусть ко-
ординаты точек Xi произвольным образом разбиты на две группы: Xi =

(
Yi, Zi

)
и f(X) = f1(Y )f2(Z), тогда имеет место асимптотическое равенство

1

N

N∑
i=1

f(Xi) =
1

N

N∑
j=1

f1(Yi)
1

N

N∑
i=1

f2(Yi).

2. При очень большой кратности s интеграла lnsN может играть заметную роль,
и асимптотика, при которой lnsN

N
будет существенно меньше 1√

N
, наступит лишь

при очень больших значениях N . Ситуация осложняется в тех весьма распро-
странённых случаях, когда s трудно или невозможно оценить априори. Как уже
отмечалось, уже в простейших случаях, когда используется метод отбора, кон-
структивная размерность интеграла может быть неограниченной. При решении
уравнений с помощью моделирования цепи Маркова даже без использования ме-
тода отбора, s может быть очень большим.

3. Неравенство Коксмы-Хлавки, как легко видеть, не может служить эффективным
средством оценки погрешности интегрирования конкретной функции. Вычисле-
ние вариации — не менее трудная задача, чем вычисление самого интеграла. В
то же время, если f(x) ∈ L2

µ, обычный метод Монте-Карло позволяет строить
доверительный интервал для значения интеграла. Для преодоления недостатка
QMC-метода было предложено использовать рандомизованные квазислучайные
числа (РКСЧ) или RQM — английское сокращение для названия метода. Наи-
более распространённый приём введения случайности состоит в том, что вместо
любой квазислучайной координаты x в вычислениях участвует {x + α}, где α —
псевдослучайное число, {a} обозначает дробную долю числа a.

Пусть X1, X2, . . . , XN — квазислучайные s-мерные векторы, расположенные в s-
мерном единичном кубе Ds, а R1, R2, . . . , RN — набор случайных векторов, равно-
мерно распределённых в Ds. Если {Y } обозначает вектор, компонентами которого
являются дробные доли компонент вектора Y , то сумма

∑
MN

(f) =
1

MN

M∑
m=1

N∑
n=1

f
(
{Xn +Rm}

)
служит оценкой интеграла

∫
Ds

f(X) dX. Порядок погрешности будет равенO
(

N
M ln(N)

)
,

математическое ожидание величины
∑
MN

(f) есть искомый интеграл, и её дисперсия

может быть использована для построения доверительного интервала. Очевидно,



3.2 Метод квази Монте-Карло 41

что без использования рандомизации при том же объёме вычислительной работы
мы имели бы погрешность порядка O

(
ln(MN)
MN

)
, что в ln(M)

M
раз лучше рандомизо-

ванной оценки. Попытка обойтись без рандомизации рассматривалась в работе
[60].

Поскольку квазислучайные последовательности имеют некоторые свойства, сходные
со свойствами случайных чисел (аналог закона больших чисел, например), то можно
попробовать применить к ним формально статистические процедуры оценивания по-
грешности. Разумно предположить, что распределение в теоретико-числовом смысле

средних арифметических 1
N

N∑
n=1

f(Xn) близко к нормальному со средним
∫
Ds

f(X) dX.

Что касается дисперсии, то её оценка оказывается затруднительной в силу очевидной
зависимости векторов {Xn}Nn=1. Действительно, попытка формально оценить второй
момент распределения средних приводит нас к необходимости оценивания ковариаций
f(Xn) и f(Xn+k) для n = 1, 2, . . . , N и k = 1, 2, . . . , N − n. Очевидно, что корректная
процедура оценивания требует привлечения более чем N значений подынтегральной
функции, что опять же приводит к увеличению вычислительной сложности.

Заметим теперь, что сумма 1
N

N∑
j=1

f(Xj) может рассматриваться как реализация слу-

чайной кубатурной суммы 1
N

N∑
j=1

f
(
{Xj +R}

)
. Квазислучайные узлы, однако, обладают

свойством расслоения. Если случайные точки попадают в гиперпараллелепипед объёма
d, содержащийся в единичном гиперкубе Ds с вероятностью d, то из N квазислучай-
ных точек такому параллелепипеду принадлежит N

/
d точек с вероятностью, близкой

к единице. Для последовательностей Соболя, связанных с функциями Хаара, указан-
ное свойство выполняется при делении гиперкуба на параллелепипеды со сторонами,
равными 2−ml , l = 1, 2, . . . , s при некоторых целых положительных ms, и зависимость
между квазислучайными узлами интегрирования выражается в принадлежности с ве-
роятностью 1 некоторых подмножеств узлов различным гиперпараллелепипедам. Ис-
пользование этих соображений позволяет привлечь теорию случайных квадратурных
формул [7]. Для построения доверительного интервала привлекаются случайные квад-
ратуры, точные для функций Хаара. Их дисперсия вычисляется без привлечения упо-
минавшихся ковариаций. Вычислительные примеры для интегралов кратности s 6 10
показали удовлетворительные результаты.



Глава 4

Нелинейные задачи

4.1 Теоретические основы. Параллелизм

Решение нелинейных уравнений с использованием методов Монте-Карло и квази Монте-
Карло — область сравнительно мало исследованная. Как обычно, широко используются
методы приближённой линеаризации. Мы обсудим кратко основные подходы с точки
зрения ПР-свойств соответствующих алгоритмов.

1. Для уравнений с полиномиальной нелинейностью вида

ϕ(X) =
∞∑
l=1

∫
dµlKl(X,X1, X2, . . . , Xl)

∞∏
m=1

ϕ(Xm) + f(X),

dµl =
l⊗

m=1

µ(dXm)
(4.1.1)

при соответствующих предположениях об абсолютной сходимости рядов и суще-
ствовании интегралов можно указать методы представления решения (функци-
оналов от решения) в виде интеграла по траекториям ветвящегося марковского
процесса.

Необходимым условием для этого является сходимость в некоторой метрике ите-
рационного процесса

ϕn+1(X) =
∞∑
l=1

∫
dµl
∣∣Kl(X,X1, X2, . . . , Xl)

∣∣ ∞∏
m=1

ϕ(Xm) + |f(X)|,

n = 0, 1, . . . , ϕ0 = |f |.
(4.1.2)

При вычислении функционалов
∫
ϕ(X)hj(X)µ(dX) = (ϕn, hj), j = 1, 2, . . . до-

статочно предполагать слабую сходимость (для функционалов (ϕn, hj)). При сде-
ланных предположениях линеаризация (одна из простейших [42]), если положить

ψj(X1, . . . , Xj) =
j∏
l=1

ϕ(Xl), даст

ψ(j+1)(X,X1, . . . , Xj) =
∞∑
l=1

∫
dµlKl(X, y1, X2, . . . , Xl)ψ

(l+j)(X1, . . . , Xj, y1, . . . , yj)+

+|f(X)|ψj(X1, . . . , Xj), j = 0, 1, . . .
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бесконечную систему линейных уравнений относительно ψj. Общая схема, описан-
ная в § 2.2, позволяет строить ветвящийся марковский процесс для решения этой
системы.

Известные методы обработки траекторий процесса (деревьев) — метод поколений
и лексикографический, определяют структуру ПР-алгоритма решения уравнений
вида (4.1.1).

Соответствующие алгоритмы для решения систем алгебраических уравнений с
квадратичной нелинейностью довольно подробно исследованы в работах С.М. Ер-
макова и И.В. Калошина [43], [44]. Уравнения вида ∆U = F (u), где F — анали-
тическая функция, рассматривались Г.А. Михайловым [47], А.С. Расуловым [24].
В этих работах приводятся примеры Эффективного использования аппарата вет-
вящихся процессов для решения уравнений. Приложения к решению уравнения
Больцмана рассматривались Н.М. Москалёвой [46], Г. А. Михайловым [47].

Как и в линейном случае, условие (4.1.2) является довольно ограничительным.
Некоторые приёмы снятия этого ограничения, основанные на специальной замене
переменных, указаны в работах Сережиной [48].

2. Значительно более широкий класс методов решения нелинейных задач использу-
ет последовательные приближения, основанные на линеаризации. Если при этом
не выполняются условия мажорантного типа (вида (4.1.2)), то получить пред-
ставление решения в виде интеграла по траекториям не удастся и необходимо
запоминание промежуточных результатов.

Пусть для решения уравнения ϕ = F (ϕ), где ϕ — функция ϕ = ϕ(X), X ∈ D ⊂ Rs,
а F — нелинейный оператор, используется метод последовательных приближений

ϕn+1 = F (ϕm), m = 0, 1, . . . , (4.1.3)

и при каждом n используется алгоритм метода Монте-Карло, позволяющий вы-
числить ϕm(X) с заданной точностью (в смысле некоторой функциональной мет-
рики). Как мы видели, параллелизм рассмотренных ранее для линейного случая
алгоритмов был тесно связан с несмещённостью оценок решения при каждом m.
Для линейных операторов широкого класса L выполняется соотношение

EL

(
1

N

N∑
i=1

ξi

)
= L(Eξ), (4.1.4)

где ξi — независимые в совокупности реализации случайной величины ξ. Для нели-
нейного оператора K соотношение такого рода, вообще говоря, не выполняется.
Однако, если F — нелинейная функция с нужными свойствами гладкости, то

F (ξ) = F (Eξ) + F
′
(Eξ)(ξ − Eξ) + F

′′
(Eξ)

(ξ − Eξ)2

2!
+ · · · , где ξ =

1

N

N∑
i=1

ξi и

EF (ξ) = F (Eξ) +
F
′′
(Eξ)

2!

Varξ

N
+O(N−3/2). (4.1.5)

Аналогичные результаты могут быть получены для оператора F , если производ-
ные понимать в смысле Фреше. Из (4.1.5) следует, что смещение имеет большой
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порядок малости O(1/N) по сравнению с погрешностью математического ожида-
ния — O(N−1/2).

Аналогично вычисляется главный член дисперсии F (ξ). При достаточно широких
предположениях распределение F (ξ) асимптотически нормально [49].

Изложенные соображения позволяют исследовать различные методы последователь-
ной линеаризации, в том числе метод Ньютона. Метод Ньютона и его модификации
являются одними из наиболее популярных методов решения нелинейных уравнений. В
случае операторных уравнений — это метод Ньютона-Канторовича.

Напомним некоторые определения, относящиеся к операторному случаю.

Определение 1 B и C — банаховы пространства. Будем обозначать L(B, C) банахово
пространство линейных операторов из B в C, норма в котором является операторной
нормой, порожденной пространствами B и C. Положим L(B) := L(B,B).

Определение 2 Пусть B и C — банаховы пространства. Пусть D — открытое под-
множество в B и A — оператор, отображающий D в C. Оператор A называет-
ся дифференцируемым по Фреше в точке g ∈ D, если существует такой оператор
L ∈ L(B, C), что

lim
‖h‖→0

‖A(g + h)− Ag − Lh‖/‖h‖ = 0. (4.1.6)

Оператор L, который обозначают обычно A′(g), называют производной Фреше опера-
тора A в g.

Определение 3 Последовательностью Ньютона будем называть последовательность
величин

fn+1 = fn − (B′(fn))−1Bfn, n ≥ 0. (4.1.7)

Следующая теорема дает достаточные условия сходимости метода Ньютона в случае
банаховых пространств (считаем, что метрика и топология порождаются нормой).

Следующая теорема, принадлежащая Канторовичу, дает критерий сходимости и
устанавливает существование решения в общем случае.

Теорема 6 Пусть B — банахово пространство и заданы r > 0 и f0 ∈ B. Предполо-
жим, что оператор B : S(f0, r) → B дифференцируем по Фреше и (B′(f0))−1 ∈ L(B).
Предположим, кроме того, что B удовлетворяет следующему условию Липшица в
S(f0, r):

‖B′(f)−B′(g)‖ ≤ p‖f − g‖. (4.1.8)

Допустим, что

b0 ≥ ‖B′(f0)‖−1, η0 ≥ ‖f1 − f0‖ = ‖(B′(f0))−1Bf0‖, (4.1.9)

и положим h0 = b0pη0. Если

h0 ≤ 1/2, (1− (1− 2h0)1/2)h−1
0 η0 ≤ r, (4.1.10)

то последовательность Ньютона (4.1.7) с начальным приближением f0 сходится к
решению f уравнения Bf = 0 в S(f0, r).

Основные недостатки метода Ньютона, как вычислительного средства, следующие:
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1) чувствительность к выбору начального приближения, которая проявляется, даже
в конечномерном случае. При этом часто теорема 6 дает неоправданно "пессими-
стические" условия сходимости;

2) необходимо на каждой итерации построения последовательности Ньютона вычис-
лять производную Фреше;

3) необходимо на каждой итерации построения последовательности Ньютона решать
линейное уравнение для обращения производной Фреше.

На практике процедуры расчета производной Фреше и ее обращения могут быть очень
трудоемкими.

Для преодоления второй и третьей проблемы в ряде работ были предложены моди-
фикации метода Ньютона. В частности, в одной из модификаций используется после-
довательность, определяемая формулой

fn+1 = fn − (B′(f0))−1Bfn, n ≥ 0, (4.1.11)

и требуется только одно вычисление производной Фреше. При этом скорость сходимости
уменьшается и становится геометрической.

Рандомизация и квази рандомизация метода Ньютона основана на применении ме-
тода (квази) Монте-Карло к обращению линейного оператора B′ , входящего в (4.1.8).
В конечномерном случае, когда F (x) =

(
f1(x), . . . , fm(x)

)T , B
′ ≡ F

′ есть матрица
Якоби, и при каждом n задача сводится к решению системы линейных алгебраиче-
ских уравнений. Как неоднократно отмечалось, при определённых условиях рандоми-
зация позволяет строить ПР-алгоритм решения такой системы. Если случайный про-
цесс с дискретным временем получения последовательности приближений к точному
решению будет стохастически устойчивым, то можно моделировать различные незави-
симые реализации процесса на отдельных вычислительных устройствах (“глобальный”
или крупнозернистый параллелизм). Кроме полезного свойства параллелизма алгоритм
позволяет также строить доверительные эллипсоиды для последовательных приближе-
ний к решению.

Проблема, которая возникает при наличии многих процессоров, состоит в следую-
щем. Относительно малое число независимых испытаний на каждом из процессоров
может привести к ухудшению порядка сходимости методов (1-ый порядок) и к потере
стохастической устойчивости. Большое число испытаний приводит к использованию па-
раллелизма в основном при решении линейной задачи. В любом случае важно понимать
существо проблемы. О рандомизации метода Ньютона см. [50] и [51].

Как обычно, метод Монте-Карло может быть эффективным, если нас удовлетво-
ряет сравнительно грубое приближённое решение и s очень велико. Предполагая, что
выполнены достаточные условия применимости метода Ньютона (используем первые
члены разложения в ряд Тейлора и строим метод последовательных приближений

x
(l+1)
i = fi

(
X(l)

)
+

s∑
j=1

∂fi
∂xj

(
X(l)

)(
x

(l+1)
j − x(l)

j

)
, i = 1, . . . , s, , l = 0, 1, . . . . (4.1.12)

При каждом l полученную систему уравнений для X l+1 решаем методом Монте-Карло
или квази Монте-Карло, используя описанные ранее методы.

Выбор соответствующей модификации зависит от свойств матрицыA =
∥∥∥∂fi(Xl)

∂xj

∥∥∥s
i,j=1

.

Если окажется, что ‖A‖ > 1, то необходимо использовать специальные приёмы введения



46 Глава 4. Нелинейные задачи

псевдообуславливателя или применять рандомизованные методы вычисления опреде-
лителей [52], а также случайный поиск (минимизация невязки).

Параллелизм. При фиксированном m используются параллельные технологии для
решения систем линейных уравнений, описанные ранее. При определённых условиях
(стохастическая устойчивость) вычисления по формулам (4.1.12) можно осуществлять
на различных процессорах. Полученные оценки ξ

(m)
i затем осредняются. Среднее при

условии стохастической устойчивости распределено приближенно нормально, и может
быть подсчитана эмпирическая дисперсия, но Eξ

(m)
i 6= x

(m)
i ввиду наличия смещения,

которое имеет порядок O(1/N1), где N1 — число независимых испытаний, осуществля-
емых каждым процессором при решении линейных систем. Для простоты мы считаем
это число одинаковым для каждого процессора. Следует иметь в виду, что “внешнее”
осреднение (между k процессорами) уменьшает случайную ошибку в 1√

k
раз, но со-

храняет порядок систематической. Это означает, что N1 должно заметно превосходить
число процессоров для того, чтобы систематической погрешностью можно было прене-
бречь.

4.2 Примеры

Пример 4.1. Ниже приводится пример конструирования и исследования ПР-алгоритма
решения конкретной прикладной задачи расчёта цены американского опциона. Это
задача с подвижной границей. Она сводится к нелинейной краевой задаче для пара-
болического уравнения в частных производных и достаточно трудна, чтобы служить
иллюстрацией упомянутых выше подходов. Американский опцион является частным
случаем класса ценных бумаг, цена которых зависит от пройденного пути, то есть, нас
интересует не только цена в конечный момент T , но и промежуточные состояния.

Стоимость акций, на которых построен опцион обозначим S(t), а период существо-
вания опциона через [0, T ]. Цена опциона удовлетворяет следующему уравнению в част-
ных производных [53]

∂P

∂t
+
σ2S2

2

∂2P

∂S2
+ rS

∂P

∂S
− rP = 0, (4.2.1)

где

• t — время

• S — цена акции

• P = P (S, t) — цена опциона

• σ — постоянная волатильность

• r — безрисковая ставка.

Предположения и ограничения, при которых это уравнение имеет место, можно найти
в доступной литературе(например, [59]).

Наиболее известными двумя подходами, позволяющими устранить подвижную гра-
ницу, являются специальная замена переменных и метод штрафных функций [55].
После замены переменных полученное нелинейное уравнение решают методом после-
довательной линеаризации (Ньютона).
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Мы рассмотрим метод штрафных функций совместно с дискретизацией задачи, что
дает более простые алгоритмы сравнительно с методом Ньютона.

Суть метода заключается в добавлении к уравнению в частных производных неболь-
шого слагаемого, которое представляет собой непрерывную функцию f(P ), нелинейно
зависящую от цены опциона P . При этом получается нелинейное дифференциальное
уравнение с фиксированной областью определения. Как показано в работе [55], реше-
ние этого уравнение будет обладать свойствам аналитического решения задачи нахож-
дения цены Американского опциона при достаточной малости добавляемого слагаемого.
Рассмотрим уравнение Блэка-Шоулса с такой добавкой:

∂Pε
∂t

+ F + fε(Pε) = 0, (4.2.2)

с граничными условиями
P (S, T ) = max(K − S, 0),

lim
S→∞

P (S, t) = 0,

P (0, t) = K.

(4.2.3)

Здесь индексация призвана подчеркнуть зависимость от ε. Справедлива следующая
теорема [55], [56]:

Теорема 7 Пусть P — единственное решение уравнения Блэка-Шоулса, а Pε — един-
ственное решение уравнения (4.2.2) для любого ε > 0. Тогда Pε → P в Lloc∞ (QT ) при
ε→ 0. Где QT = [0, T ]×Q, Q ⊂ Rm открытое и ограниченное.

Далее индекс ε будет опускаться. Пусть 0 < ε� 1 и

∂P

∂t
+
σ2S2

2

∂2P

∂S2
+ rS

∂P

∂S
− rP + f(P ) = 0, S ≥ 0, 0 ≤ t < T, (4.2.4)

где

f(P ) =
εC

P + ε−K + S
. (4.2.5)

Здесь C ≥ rK — положительная константа.
Как уже отмечалось, при стремлении ε к нулю, решение задачи (4.2.4),(4.2.5),(4.2.3)

будет стремиться к цене Американского опциона. Получившаяся задача является нели-
нейной с фиксированной областью определения.

Для численного решения задачи (4.2.4),(4.2.5),(4.2.3) могут быть использованы раз-
личные методы, их обзор можно найти в [3]. Мы рассмотрим метод конечных разностей.

Обратим внимание также на следующий интересный факт. При дискретизации мы
переходим от задачи, где время представлено непрерывно, к дискретному времени. Рас-
сматривая список временных моментов, когда опцион может быть исполнен, мы пере-
ходим, таким образом, к формальному рассмотрению так называемого Бермудского
опциона.

Для решения задачи (4.2.4),(4.2.5),(4.2.3) методом конечных разностей в области
S ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T , как и в [3], введем сетку:

∆S =
S∞
M

, ∆t =
T

N
,

Si = i∆S, i = 0, ...,M,

tj = j∆t, j = 0, ..., N,

Pi,j = P (Si, tj).

(4.2.6)
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Полунеявная разностная схема для уравнения (4.2.4) имеет вид

Pi,j+1 − Pi,j
∆t

+
(i∆S)2σ2

2

Pi−1,j − 2Pi,j + Pi+1,j

(∆S)2
+ i∆Sr

Pi+1,j − Pi−1,j

2∆S
− rPi,j+

+
εC

Pi,j+1 + ε−K + i∆S
= 0 , i = 1 . . .M − 1, j = 0 . . . N − 1,

(4.2.7)

Pi,N = max(K − i∆S, 0), i = 1 . . .M − 1,

PM,j = 0, j = 0 . . . N − 1,

P0,j = K, j = 0 . . . N − 1.

После перегруппировки слагаемых получим

Pi,j =
i2σ2∆t− ri∆t

2(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
Pi−1,j +

i2σ2∆t+ ri∆t

2(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
Pi+1,j+

+
Pi,j+1

(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
+

∆tεC

(1 + i2σ2∆t+ r∆t)(Pi,j+1 + ε−K + i∆S)
,

i = 1 . . .M − 1, j = 0 . . . N − 1.

(4.2.8)

Заметим, что в общем эта система является нелинейной, однако на каждом шаге по
времени получается линейная система вида

Xj = AXj + F (Xj+1), (4.2.9)

A =


0 c1 0 . . . 0 0
a2 0 c2 . . . 0 0
0 a3 0 . . . 0 0
. . . . . .
0 0 0 . . . 0 cM−2

0 0 0 . . . aM−1 0

 , (4.2.10)

где

ai =
i2σ2∆t− ri∆t

2(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
,

ci =
i2σ2∆t+ ri∆t

2(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
,

Si = i∆S,

i = 1, . . . ,M − 1,

(4.2.11)

а вектор-функция F :

F ((x1, x2, . . . , xM−1)) = (f1(x1), f2(x2), . . . , fM−1(xM−1))T , (4.2.12)

fi(xi) =
xi

(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
+

∆tεC

(xi + ε−K + i∆S)(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
, i = 1, . . . ,M − 1.

(4.2.13)
Таким образом, при каждом фиксированном j система (4.2.9) является системой

линейных алгебраических уравнения (Xj+1 — вычислено на предыдущем шаге, Xj —
неизвестно). Таким образом, последовательно решив N систем уравнений начиная с j
равного N − 1 и до 0, мы найдем цену опциона в начальный момент времени. Теперь
мы перейдем к основному содержанию работы — применению стохастических методов
и исследованию их устойчивости. Докажем следующую лемму
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Лемма 8 При каждом фиксированном j существует ∆t > 0 такое, что спектраль-
ный радиус матрицы |A| (4.2.10) меньше единицы.

Доказательство:
Рассмотрим сумму модулей строки матрицы |A|:

|ai|+ |ci| =
∆t(|(i2σ2 − ri)|+ i2σ2 + ri)

2(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
, i = 1, . . .M − 1. (4.2.14)

При фиксированном ∆S, уменьшая ∆t, можно сделать сумму меньше единицы для
любого i, сделав норму(в качестве нормы берётся максимум из сумм модулей элементов
строк) матрицы |A|, а тем самым и её спектральный радиус, меньше единицы. Можно
получить оценку для ∆t,

∆t(|(i2σ2 − ri)|+ i2σ2 + ri)

2(1 + i2σ2∆t+ r∆t)
=

∆tmax(i2σ2, ri)

1 + i2σ2∆t+ r∆t
< 1. (4.2.15)

Заметим, что неравенство
i2σ2∆t

1 + i2σ2∆t+ r∆t
< 1 (4.2.16)

выполнено для любых ∆t и ∆S. Рассмотрим второе неравенство

ri∆t

1 + i2σ2∆t+ r∆t
< 1. (4.2.17)

Напомним, что 1 ≤ i ≤M , поэтому

ri∆t

1 + i2σ2∆t+ r∆t
≤ rM∆t

1 + σ2∆t+ r∆t
< 1. (4.2.18)

После преобразований получим

∆t(r(M − 1)− σ2) < 1. (4.2.19)

При r(M − 1) − σ2 ≤ 0 предыдущее неравенство, а следовательно и (4.2.15), выполне-
но. Если же r(M − 1) − σ2 > 0, то для выполнения неравенства (4.2.15), достаточно
следующего условия на ∆t:

∆t <
1

r(M − 1)− σ2
. (4.2.20)

Доказанная лемма означает, что можем находить решение системы методом Монте-
Карло (возможно также применение квази Монте-Карло).

В этом случае вычисления будут производиться по формуле

ξj = ˜(I − A)
−1

F (ξ̂j+1(Nj+1)), (4.2.21)

где волна обозначает, что соответствующий результат обращения матрицы и умножения
её на вектор осуществляется посредством метода Монте-Карло, а ξ̂j+1(Nj+1)— среднее
Nj+1 испытаний на (j+1)-ом слое. При переходе со слоя на слой мы будем иметь дело с
двумя видами ошибок: случайной и детерминированной. При решении системы (4.2.9)
используются несмещенные оценки, однако, в силу нелинейности функции F (X), будет
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возникать смещение при переходе со слоя на слой. Возьмем математическое ожидание
от правой части (4.2.21):

E( ˜(I − A)
−1

F (ξ̂j+1(Nj+1))) =

E( ˜(I − A)
−1

)E(F (ξ̂j+1(Nj+1))) = (I − A)−1E(F (ξ̂j+1(Nj+1))).
(4.2.22)

Первое равенство выполнено в силу того, что на разных слоях используются независи-
мы траектории. Рассмотрим разложение F (X) в ряд Тейлора:

F (ξ̂j+1(Nj+1)) =

F
(

1
Nj+1

∑Nj+1

l=1 ξ
(l)
j+1

)
= F (Eξj+1) + F ′(Eξj+1)

(
1

Nj+1

∑Nj+1

l=1 ξ
(l)
j+1 − Eξj+1

)
+

+1
2
F ′′(Eξj+1)

(
1

Nj+1

∑Nj+1

l=1 ξ
(l)
j+1 − Eξj+1

)2

+ . . . .

(4.2.23)

Возьмем математическое ожидание от левой и правой части получившегося равенства,
предварительно отметив, что Eξ(l)

j+1 = Eξj+1

E(F (ξ̂j+1(Nj+1))) = F (E(ξj+1)) + F ′′(Eξj+1)
Eξ2

j+1 − (Eξj+1)2

2Nj+1

+ . . . , (4.2.24)

где

F ′′(X) =



f ′′1 0 . . . 0
0 f ′′2 0 . . .
... f ′′3

...
. . .

f ′′M−2 0
0 . . . 0 f ′′M−1


, (4.2.25)

f ′′i =
∆tεC

(1 + i2σ2∆t+ r∆t)(Pi,j+1 + ε−K + i∆S)3
, i = 1, . . . ,M − 1. (4.2.26)

В [5] было показано, что при ∆t ≤ ε/C решение уравнения (4.2.9) удовлетворяет нера-
венству

Pi,j ≥ max(K − Si, 0) ∀i, j. (4.2.27)

Оценим f ′′i :

f ′′i ≤
∆tεC

(1 + i2σ2∆t+ r∆t)(max(K − Si, 0) + ε−K + i∆S)3
≤ ∆tC

(1 + i2σ2∆t+ r∆t)ε2
≤

≤ 1

(1 + i2σ2∆t+ r∆t)ε
.

(4.2.28)
Из этого следует, что при достаточно больших Nj(порядка 1/ε и больше) смещением
можно будет пренебречь.

Перейдем к рассмотрению случайной ошибки. При переходе по времени со слоя на
слой эта ошибка может оставаться ограниченной, а может неограниченно расти с ростом
N . Поэтому необходимо исследовать её поведение. Обозначим εj = ξj − Xj — вектор-
столбец случайных ошибок на каждом слое. Выразим covεj через covεj+1 в удобной для
дальнейшего анализа форме. Из (4.2.21) следует

Xj + εj = ˜(I − A)
−1

(F (Xj+1 + εj+1)). (4.2.29)
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Напишем разложение функции F в ряд Тейлора:

F (Xj + εj) = F (Xj) + F ′(Xj)εj + F ′′(Xj)ε
2
j + . . . . (4.2.30)

Отметим, что при достаточно малых ε и ∆t слагаемым F ′′(Xj)ε
2
j и всеми последующи-

ми можно будет пренебречь. То есть F (Xj + εj) ≈ F (Xj) + F ′(Xj)εj. Положим также
˜(I − A)

−1

= (I − A)−1 + δ, где Eδ = 0. Равенство (4.2.29) перепишется

Xj + εj = ((I − A)−1 + δ)(F (Xj+1) + F ′(Xj+1)εj+1). (4.2.31)

Учитывая, что Xj удовлетворяет (4.2.9), получим для εj следующее выражение

εj = δF (Xj+1) + (I − A)−1F ′(Xj+1)εj+1 + δF ′(Xj+1)εj+1 (4.2.32)

и соответственно для εTj , заметив прежде, что F ′ — диагональная матрица и следова-
тельно (F ′)T = F ′,

εTj = F (Xj+1)T δT + εTj+1F
′(Xj+1)((I − A)−1)T + εTj+1F

′(Xj+1)δT . (4.2.33)

Методами, описанными в [6], можно прийти к

‖Y j
L‖ = (A+D)‖Y j+1

L ‖+ Fj+1, (4.2.34)

где Y j
L — векторизация матрицы covεj;A = ‖αi0,i1αi3,i2‖— кронекеровское произведение,

D = ‖f ′i1E(δi0,i1δi3,i2)f
′
i2
‖ — матрицы (M − 1)2 × (M − 1)2, i0, i1, i2, i3 меняются от 1 до

M−1, αl,k — элементы матрицы (I−A)−1F ′(Xj+1); матрица Fj+1 объединяет слагаемые,
не зависящие от εj+1. При этом собственные векторы A есть ϕiϕTj , i, j = 1, . . . ,M − 1,
где ϕi — собственный вектор-столбец матрицы (I−A)−1F ′, а собственные числа A есть
λiλj, i, j = 1, . . . ,M − 1, где λi — собственные числа матрицы (I − A)−1F ′. Матрица D
представляет собой произведение MF̂ , где F̂ — диагональная матрица с диагональю
‖f ′if ′j‖

(M−1,M−1)
(i,j)=(1,1) , а элементы матрицы M есть ковариации вектора, составленного из

элементов матрицы погрешностей δ. Элементы матрицы M имеют порядок 1/Nj, где
Nj — количество независимых траекторий на слое с номером j. Оценим f ′i , выражение
для которого имеет вид

f ′i =
1

1 + i2σ2∆t+ r∆t

(
1− ∆tεC

(Pi,j+1 + ε−K + i∆S)2

)
, (4.2.35)

найдем условие на ∆t, при котором разность, стоящая в скобках, больше нуля

1− ∆tεC

(Pi,j+1 + ε−K + i∆S)2
≥ 1− ∆tεC

(ε−K)2
≥ 0, (4.2.36)

откуда получаем условие

∆t ≤ (ε−K)2

εC
. (4.2.37)

Таким образом, норма матрицы F ′ меньше единицы при ∆t из (4.2.37).
Из (4.2.34) и вышесказанного следует следующие утверждения:

Утверждение 4.2.1 Для стохастической устойчивости алгоритма (4.2.21) необхо-
димо и достаточно, чтобы максимум из модулей первых собственных чисел матриц
A+ 1

Nj
M′, j = N − 1 . . . 1 при любых натуральных N был меньше единицы.
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Утверждение 4.2.2 Если первые собственные числа матриц (I − A)−1F ′j по модулю
строго меньше единицы, то существует такой набор Nj, j = N − 1, . . . 1, что при
всех Nk > Nj алгоритм (4.2.21) будет стохастически устойчивым.

Необходимо оценить первое собственное число матрицы (I − A)−1F ′j . Матрицу F ′j
можно представить в виде произведения диагональных матриц F̃1F̃2 с элементами, рав-
ными соответственно

1

1 + i2σ2∆t+ r∆t
и 1− ∆tεC

(Pi,j+1 + ε−K + i∆S)2
, i = 1, . . . ,M − 1. (4.2.38)

Далее
(I − A)−1F ′j = (F̃1

−1
(I − A))−1F̃2 = (I −∆tÃ)−1(I −∆tF̃ ), (4.2.39)

где

Ã =


b1 c1 0 . . . 0 0
a2 b2 c2 . . . 0 0
0 a3 b3 . . . 0 0
. . . . . .
0 0 0 . . . bM−1 cM−2

0 0 0 . . . aM−1 bM−1

 , F̃ =



f̃1 0 . . . 0

0 f̃2 0 . . .
... f̃3

...
. . .

f̃M−2 0

0 . . . 0 f̃M−1,


(4.2.40)

ai =
i2σ2 − ri

2
, bi = −i2σ2 − r, ci =

i2σ2 + ri

2
,

f̃i =
εC

(Pi,j+1 + ε−K + i∆S)2
, i = 1, . . . ,M − 1.

(4.2.41)

При достаточно малых ∆t можно считать (I −∆tÃ)−1 ≈ I + ∆tÃ, следовательно

(I −∆tÃ)−1(I −∆tF̃ ) ≈ (I + ∆tÃ)(I −∆tF̃ ) ≈ I + (Ã− F̃ )∆t. (4.2.42)

Если матрица Ã− F̃ отрицательно определённая, то при достаточно малых ∆t первое
собственное число матрицы I + ∆t(Ã − F̃ ), а следовательно и матрицы (I − A)−1F ′j ,
меньше единицы. Можно показать, что при r > σ2/3 матрица Ã − F̃ отрицательно
определённая. Также выполнение условия

f̃i >
(4i2 + 4i+ 1)σ4 − (12i2 + 12i+ 6)σ2r − 3r2

4(i+ 1)2σ2 + 4i2σ2 + 4r
(4.2.43)

для любого i обеспечит отрицательную определённость. Это условие также легко прове-
рять в процессе вычислений. Показать отрицательную определённость матрицы Ã− F̃
в общем случае не удаётся. Более того, в некоторых, далёких от реальных ситуаций,
случаях возможно нарушение отрицательной определённости, что вызывает небольшие
возмущения в поведении алгоритма, но сохраняет устойчивость в целом.

Результаты вычислений

Ниже приведены результаты решения систем (4.2.9) методом Монте-Карло и де-
терминированным методом. Расчеты производились для следующих параметров: T =
0.75, S∞ = 100, M = 100, N = 700, σ ≡ 0.15, r ≡ 0.055, K = 35, ε = 0.001, C = 2.
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На графиках изображена цена опциона в зависимости от цены акции в момент време-
ни t = 0. Количество моделируемых траекторий для оценки каждого узла сетки: 50
— для первого графика, 100 — для второго. Сплошная линия соответствует решению,
полученному методом Монте-Карло, (нанесены средние значения оценок. Доверитель-
ный интервал достаточно мал — имеет порядок колебаний среднего и на графиках не
изображён). Пунктирная линия соответствует точно посчитанному детерминированным
методом.

Рис. 4.1: Кол-во траекторий — 50 Рис. 4.2: Кол-во траекторий — 100

Также были проведены эксперименты для следующих параметров: T = 0.75, S∞ =
100, M = 100, N = 900, σ ≡ 0.7, r ≡ 10−4, K = 35, ε = 10−4, C = 2. Количество
моделируемых траекторий для оценки каждого узла сетки: 200 — для первого графика,
250 — для второго. Сплошная линия соответствует решению, полученному методом
Монте-Карло, пунктирная — точно посчитанному детерминированным методом.

Условие (4.2.43) очевидным образом может быть наиболее ограничительным при
малых r. Случай r = 0 не реален, но интересно было проследить поведение алгоритма
при малых r.

Следующие примеры (r = 10−4) обнаруживают нарушение устойчивости (даже де-
терминированной!) в начальной области (наличие “горба” на графиках) и сравнительное
увеличение статистической ошибки (Рис.3, Рис.4).

Следующим примером распараллеливания достаточно сложного алгоритма решения
нелинейной задачи (создания ПР-алгоритма) является пример исследования спектра
линейного оператора.

Пример 4.2. Мы будем рассматривать линейный оператор A, действующий в ли-
нейном нормированном пространстве F вещественных функций (векторов). Спектр A
будем предполагать дискретным. Собственный числа могут иметь комплексные зна-
чения и быть кратными. Они будут нумероваться в порядке убывания их модулей,
|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| ≥ . . ..
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Рис. 4.3: Кол-во траекторий — 200 Рис. 4.4: Кол-во траекторий — 250

Предметом исследования далее будут спектральные свойства A при условии, что
нам известны, может быть со случайной ошибкой (измерены, вычислены) итерации

ξm = AmX, m = 0, 1, . . . ,M (4.2.44)

для некоторого X из F . Задачи такого рода возникают во многих приложениях. Это,
например, исследования систем массового обслуживания, расчет ядерных реакторов и
др.

Особенно интересным для приложений может быть случай, когда функции (векторы
(4.2.44)) вычисляются с помощью метода Монте-Карло.

Обозначим через µ1 = λ1, µ2, . . . , µl, . . . значения собственных чисел без учета их
кратности, занумерованных в порядке убывания их модулей (для комплексно сопря-
женных чисел порядок нумерации чисел с равным модулем безразличен) и назовем
многочлен степени k

Pk(x) =
k∏
j=1

(x− µj), (4.2.45)

k-минимальным многочленом оператора A.
Если F — конечномерное пространство векторов размерности n и A — матричный

n × n оператор, то коэффициенты минимального многочлена A при известных ите-
рациях (4.2.44) находятся известным методом Крылова [58]. Очевидно, что при очень
больших значениях степени минимального многочлена метод Крылова практически не
применим. Тем более он не применим в случае счетного спектра оператора. Далее мы
опишем метод приближенного вычисления коэффициентов k-минимального многочле-
на для заданных, как правило небольших значений k. При этом мы будем опираться
на Лемму 9. Ниже следует её формулировка и краткое доказательство.
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Рассматривается последовательность вещественных чисел

ξt =
T∑
k=1

akb
t
k, |ξt| <∞, (4.2.46)

где ak и bk — числа (м.б комплексные), все bk различны

|b1| ≥ |b2| ≥ · · · ≥ |bT |, (4.2.47)

но могут быть равными по модулю, T > 0, может быть бесконечным и в этом случае
предполагается абсолютная сходимость ряда (4.2.46) (в последнем случае |bk| ≤ 1).

Лемма 9 Пусть ξt, t = 1, 2, . . . заданы формулой (4.2.46) и пусть для некоторого
L, 1 ≤ L ≤ T и возрастающей последовательности номеров t, t = 1, 2, . . . при каждом
t существует решение системы уравнений

L∑
l=0

c
(t)
l ξt+l+j = 0, j = 0, 1, . . . , L− 1. (4.2.48)

Тогда если
(1) bk, k = 1, . . . , T , удовлетворяет неравенствам (4.2.47), но |bL| > |bL+1|, |bL| > 0,
(2) ak 6= 0, k = 1, . . . , L,
(3) для некоторого l = l0, 0 6 l0 6 L, c(t)

l0
= 1, t=0,1,. . . ,

то существует предел
lim
t→∞

c
(t)
l = cl, l = 0, 1, . . . , L (4.2.49)

и многочлен

Q(x) =
L∑
l=0

clx
l

имеет своими корнями числа bk, k = 1, . . . , L :

Q(x) = c

L∏
k=1

(x− bk), c = const. (4.2.50)

Доказательство:

Обозначим Qt(x) =
L∑
l=0

c
(t)
l x

l и положим l0 = L (c
(t)
L ≡ 1), что не умаляет общности.

Подставляя в (4.2.48) выражение (4.2.46) для ξt+l+j, имеем

L∑
l=0

c
(t)
l

T∑
k=1

akb
t+l+j
k =

T∑
k=1

akb
t+j
k

L∑
l=0

c
(t)
l b

l
k = 0, j = 0, . . . , L− 1.

Или
L∑
k=1

akb
t+j
k Qt(bk) +

T∑
k=L+1

akb
t+j
k Qt(bk) = 0, j = 0, . . . , L− 1.

Заметим далее, что Qt(bk) ограничены |Qt(bk)| ≤M1 <∞, k = 1, 2, . . . ,
в силу предположения о существовании решения системы (4.2.48) и условия |bk| < |bL|,
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k = L+ 1, L+ 2, . . . и
T∑

k=L+1

|ak| < M2 <∞ (абсолютная сходимость ряда при T →∞.

Для каждого j разделим j-тое равенство на |bL|t+j.
Имеем

L∑
k=1

akQt(bk)
bt+jk

|bt+jL |
= −

T∑
k=L+1

akQt(bk)
bt+jk

|bt+jL |
, j = 1, 2, . . . , L. (4.2.51)

Совокупность полученных равенств можно рассматривать как систему уравнений от-
носительно akQt(bk) c определителем det‖bt+jk /|bt+jL |‖Lk,j=1. При этом∣∣∣∣∣

T∑
k=L+1

akQt(bk)
bt+jk

|bt+jL |

∣∣∣∣∣ ≤M1 ·M2 · qt+j, q = max
L+1≤k≤T

∣∣∣∣ bkbL
∣∣∣∣ .

Определитель системы при каждом t отличен от нуля(определитель Вандермонда), а
её правая часть стремится к нулю при t→∞. Таким образом, akQt(bk) −→

t→∞
0, а так как

ak 6= 0, k = 1, . . . , L, получим
L∑
l=0

c
(t)
l b

l
k −→
t→∞

0. Поскольку все bk различны (по предполо-

жению), то многочлен
L∑
l=0

c
(t)
l y

l кратных корней не имеет, и из существования предела

lim
t→∞

L∑
l=0

c
(t)
l b

l
k = 0 следует существование предела lim

t→∞
c

(t)
l = cl, что и доказывает Лемму.

Если A — линейный оператор в гильбертовом пространстве F , а X и Y — элементы
F , то функционалы (AtX, Y ), t = 1, 2, . . . могут быть выбраны в качестве последова-
тельности ξt, определяемой формулой (4.2.46). Если в разложении X и Y по элементам
базиса F присутствуют представители всех инвариантных подпространств F , то bk бу-
дут представлять все значения собственных чисел оператора A.

Доказанная Лемма может служить источником алгоритмов для вычисления коэф-
фициентов k-минимального многочлена оператора. При этом следует заметить:

• при T = L в случае матричного оператора вычислительный метод совпадает с ме-
тодом Крылова вычисления коэффициентов минимального многочлена матрицы.

• лемма справедлива для вещественных чисел ξt, и реальные вычисления, вообще
говоря, могут потребовать операции над числами с очень большим числом знаков.

Теоретическое исследование последнего вопроса является достаточно сложной зада-
чей.

Если при некотором t вычислен (со случайной ошибкой) вектор AtX = (xt1, . . . , x
t
n),

то At+1X определяют с помощью многократного вычисления оценок, рассмотренных
ранее. Например, оценки

xti0ai0i1
p0
i0pi0i1

, (4.2.52)

где
−→
p0 = (p0

1, . . . , p
0
n) – вектор, согласованный с AtX, а P = ‖pij‖ni,j=1 — стохасти-

ческая матрица, согласованная с A. Моделируется распределение
−→
p0 и переход от i0 к

i1 с помощью матрицы P . При очень большом n и относительно небольшой требуемой
точности такой подход весьма эффективен.
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Поскольку ξt = (AtX, Y ) находятся со случайной ошибкой, то случайную ошибку
будут иметь и коэффициенты c

(t)
l и определяемые как решение нелинейного алгебраиче-

ского уравнения, приближенные оценки λ̂j, j = 1, . . . , L собственных чисел оператора
A. λ̂j будут иметь также систематическую погрешность ввиду нелинейности задачи.
Если число Nt независимых испытаний при оценке ξt относительно невелико, то изуче-
ние поведения ошибок у λ̂j очень трудная задача. При больших Nt работает асимпто-
тическая теория, можно воспользоваться предельной теоремой (Утверждение 9.3.1 на
стр. 271 книги [49]), из которой следует, в частности, что систематическая погрешность
имеет порядок O(N−1), а случайная — O(N−1/2), где N = min

t
Nt. Следовательно, систе-

матическая ошибка может быть, начиная с некоторого N , пренебрежимо малой. Если
смещением можно пренебречь, то вычислительная процедура оценки результирующей
погрешности состоит в следующем.

При некотором фиксированном t, t+1, . . . , t+L−1 и Nt вычисляетсяM независимых
оценок λ̂j и по этим оценкам строится доверительный интервал для λj. Конечность
дисперсии оценок (4.2.52) гарантирует их асимптотическую нормальность.

Замечание относительно параллелизма. Параллелизм при вычислении каждо-
го ξt осуществляется очевидным образом. Получение каждой оценки λ̂j или некото-
рой их частичной совокупности может быть поручено отдельному процессору. При
этом следует иметь ввиду, что доверительный интервал, построенный по средне-
му M реализаций системы, как обычно уменьшится в

√
M раз, но систематическая

погрешность – среднее погрешностей каждой реализации – является средним систе-
матический погрешностей каждой реализации и сохраняет порядок. Таким образом,
порядок числа используемых процессоров не может превосходить O(

√
N). Особо сле-

дует отметить, что распараллеливание возможно при величине N , обеспечивающей
правильный порядок получаемых оценок λ̂j.

Ниже приводятся некоторые простейшие примеры вычислений. Метод показал себя
безусловно эффективным при вычислении первых нескольких собственных чисел. Для
матриц с нормой большей единицы требовалось масштабирование. В противном случае
наблюдалось неустойчивость относительно ошибок округления.

Пусть дан линейный оператор A с дискретным спектром, собственные числа ко-
торого различны, но могут быть равны по модулю. Будем моделировать случайные
величины ξm = (AmX, Y ) с помощью метода Монте-Карло, где X и Y – векторы, ком-
поненты которых получены с помощью датчика случайных чисел. Выбирая длину окна
L и составляя систему линейных уравнений

c0ξm + c1ξm+1 + · · ·+ cLξm+L = 0
c0ξm+1 + c1ξm+2 + · · ·+ cLξm+L+1 = 0
. . . . . . . . . . . .
c0ξm+L−1 + c1ξm+L+1 + · · ·+ cLξm+2L−1 = 0,

(4.2.53)

находим значения чисел ĉ0, ĉ1, . . . , ĉL. Так как cj должны быть известны с точностью
до общего множителя, фиксируем cL = 1. Решив уравнение вида

λL + cL−1λ
L−1 + · · ·+ c0 = 0, (4.2.54)

коэффициентами которого являются найденные cj, получим собственные числа линей-
ного оператора A.

Сложность метода заключается в выборе исходных параметров: L — длины окна,
m — степень ξm, с которой начинаем строить систему сдвигов, и N — число испытаний
в методе Монте-Карло при моделировании ξm.
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При выборе длины окна L равным размерности матрицы, метод совпадает с мето-
дом Крылова, погрешность вычислений зависит только от погрешности метода Монте-
Карло и параметр m можно взять равным 1.

Если же L меньше размерности матрицы, то возникает дополнительная погреш-
ность, погасить которую можно с помощью увеличения значения параметра m, по-
грешность метода Монте-Карло также присутствует в этом случае.

Рассматривались матрицы различных порядков, для которых подсчитывались мате-
матическое ожидание и дисперсия (ниже обозначенного как σ) в группе экспериментов
с одинаковыми исходными параметрами (размер выборки фиксировался и был равен
10 для всех испытаний с фиксированными исходными параметрами). Как показала
практика, выбором X и Y с помощью датчика случайных чисел мы можем обеспечить
ненулевые коэффициенты ak в разложении векторов ξm = (AmX, Y ) =

∑T
k=1 akλ

m
k на

составляющие, что позволяет получить достоверные результаты.

Результаты вычислений

Приведём сначала некоторые результаты численных экспериментов, в которых ве-
личины (AmX, Y ) были вычислены без случайной ошибки.

Пример 4.3. Рассматривалась матрица восьмого порядка с вещественными соб-
ственными числами. Вычисления производились при различных значениях параметров
L и m, где L – длина окна, а m – степень матрицы, то есть ξm = (AmX, Y ). Приведе-
на таблица результатов (Таблица 4.1) с наилучшими значениями параметров. В левой
колонке записаны точные собственные числа исследуемой матрицы, в последующих
колонках — результаты применения Алгоритма с параметрами L и m.

числа\L,m 8,1 7,1 6,2 5,5 4,8 3,14 3,25 2,14
30,1947 30,1947 30,1947 30,1947 30,1947 30,1947 30,1947 30,1947 30,1947
13,2645 13,2645 13,2645 13,2645 13,2645 13,2645 13,2645 13,2641 -
-8,2408 -8,2408 -8,2408 -8,241 -8,2405 -8,2414 -8,2455 - -
6,0134 6,0134 6,0498 5,9697 5,9532 5,8677 - - -
-3,7765 -3,7765 -3,6329 -3,5384 -4,0049 - - - -
3,7439 3,7439 4,3031 3,1941 - - - - -
-2,5051 -2,5051 -1,4452 - - - - - -
1,3058 1,3058 - - - - - - -

Таблица 4.1: Собственные числа матрицы 8-го порядка, найденные при различных зна-
чениях параметров L и m.

Пример 4.4. Рассматривалась стохастическая матрица 10-го порядка, второе и
третье собственные числа которой являются комплексно-сопряженными. Результаты
показывают, что точность вычисления собственных чисел зависит от обоих парамет-
ров, причем, чем меньше длина окна L, тем больше должно быть значение m. Следует
отметить, ситуация когда число L попадает между двумя комплексно-сопряженными
числами, модули которых равны, нарушает условие (1) Леммы, и последнее собственное
число находится неверно, что и показывают приведенные ниже результаты (Таблица
4.2).

Перейдем к случаям, когда ξt вычисляются со случайной ошибкой. Здесь и далее
рассматривались примеры, где все ξt вычислялись с помощью метода Монте-Карло, и
оценивалось второе собственное число. Для стохастических матриц задача актуальна,
когда второе собственное число является комплексным.
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числа\L,m 9,2 8,4 7,6
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

-0.1466 + 0.0862i -0.1465 + 0.0862i -0.1465 + 0.0862i -0.1465 + 0.0862i
-0.1466 - 0.0862i -0.1465 - 0.0862i -0.1465 - 0.0862i -0.1465 - 0.0862i
-0.0420 + 0.1387i -0.0418 + 0.1387i -0.0418 + 0.1386i -0.0418 + 0.1387i
-0.0420 - 0.1387i -0.0418 - 0.1387i -0.0418 - 0.1386i -0.0418 - 0.1387i

0.1397 0.1398 0.1398 0.1397
-0.0561 + 0.0595i -0.0495 + 0.0343i -0.0633 + 0.0399i -0.0426
-0.0561 - 0.0595i -0.0495 - 0.0343i -0.0633 - 0.0399i -
0.0486 + 0.0236i 0.0208 - -
0.0486 - 0.0236i - - -

6,8 5,10 4,13 3,16
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

-0.1465 + 0.0862i -0.1418 + 0.0882i -0.1459 + 0.0730i -0.1556 + 0.0898i
-0.1465 - 0.0862i -0.1418 - 0.0882i -0.1459 - 0.0730i -0.1556 - 0.0898i
-0.0418 + 0.1387i 0.0059 + 0.1533i -0.0047 -
-0.0418 - 0.1387i 0.0059 - 0.1533i - -

0.1398 - - -
- - - -
- - - -
- - - -
- - - -

Таблица 4.2: Собственные числа матрицы 10-го порядка, найденные при различных
значениях параметров L и m.

Пример 4.5. Ставилась задача определить оптимальное соотношение между коли-
чеством итерацийN , необходимых для нахождения ξm, и конечным результатом, то есть
математическим ожиданием и среднеквадратичным отклонением второго собственного
числа.

Рассматривалась стохастическая матрица пятого порядка, для которой фиксирова-
лись исходные вектора X, Y , длина окна L и m, исходя из результатов, основанных
на точных значениях ξm, полученных в работе [41]. Параметры с наилучшими резуль-
татами фиксировались и вычисления производились по алгоритму, описанному выше,
где ξm вычислялись рекурсивно с помощью метода Монте-Карло с числом итераций
равным N .

A =


0.0625 0.125 0.25 0.25 0.3125

0.3 0.05 0.15 0.1 0.4
0.09 0.18 0.27 0.136 0.318
0.21 0.36 0.105 0.26 0.053
0.12 0.04 0.24 0.28 0.32

 (4.2.55)

Матрица A – стохастическая, собственные числа которой равны

1.00000; −0.04273± 0.21713i; 0.10905; −0.05521;

При фиксированных X и Y , L = 3, m = 2, ( M = [m + 2 ∗ (L + 1) − 3] = 7 — коли-
чество подряд полученных ξm, необходимых для реализации алгоритма) и применении
ортогонализации получены следующие результаты (см. Таблицу 4.3).

Величины ξm находятся рекурсивно, поэтому именно первые значения ξm должны
находиться с наибольшей точностью. Практика показывает, в этом случае, при мень-
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N×M Eλ2 σ1 σ2

50 000 × 7 -0.04194 + 0.20610i 0.00722 0.00279
25 000 × 7 = 175 000 -0.04688 + 0.20564i 0.00545 0.00744i

10 000 × 7 -0.05456 + 0.20218i 0.03323 0.01393i
50 000 50 000 10 000 ... = 150 000 -0.04454 + 0.20522i 0.00403 0.00704i

5 000 × 7 -0.02406 + 0.21819i 0.06061 0.02480i

Таблица 4.3: Зависимость погрешности второго собственного числа от числа испытаний
в методе Монте-Карло.

шей вычислительной сложности, погрешность метода меньше, чем при большей вы-
числительной сложности, но равном числе итераций на каждом шаге вычисления ξm
(сравните 4-ую строку таблицы со 2-ой, первый столбец таблицы показывает общее чис-
ло итераций в методе Монте-Карло, необходимых для получения последовательности
величин ξm).

Пример 4.6. Ставилась задача нахождения погрешности значения второго соб-
ственного числа от длины окна L и m – степень ξm, с которой начинаем строить си-
стему сдвигов. Количество итераций в методе Монте-Карло для вычисления одного
ξm фиксировалось (N = 250000). Результаты отображены в таблице 4.4. Через σ1 и
σ2 обозначены средние квадратичные отклонения (на одно испытание) вещественной и
мнимой части λ2 соответственно.

Eλ2 σ1 σ2

L=3, m=2 -0.04216 + 0.21949i 0.0039 0.0056i
L=3, m=3 -0.03665 + 0.22852i 0.00418 0.0164i
L=3, m=1 -0.04136 + 0.23641i 0.01065 0.0223i
L=4, m=1 -0.04556 + 0.21075i 0.00625 0.00598i

Таблица 4.4: Зависимость погрешности второго собственного числа от длины окна L и
степени m.

Наилучшими параметрами для матрицы пятого порядка оказались L = 3, m = 2.
Как видно из таблицы, с уменьшением длины окна L необходимо увеличивать число
m, но это увеличение не должно быть слишком большим, иначе это приведет к обрат-
ным результатам. Параметры L = 3, m = 3 немного ухудшают вычисление второго
собственного числа. При увеличении значения параметра m, возникает дополнитель-
ная погрешность метода, которая растет не линейно и с трудом может быть найдена
аналитически. Результаты данного эксперимента показывают, что выбор длины L и m
должен быть «сбалансирован».

Пример 4.7. Ставилась задача нахождения второго собственного числа для мат-
риц, не являющихся стохастическими. Практика показала, что в этом случае погреш-
ность метода Монте-Карло с ростом m растет экспоненциально. В таких ситуациях
необходимо нормировать матрицу и свести её модуль к стохастической. Известно, что
неотрицательная матрица A, имеющая положительное максимальное характеристиче-
ское число r > 0 и соответствующее этому числу положительный собственный вектор
z = (z1, z2, . . . , zn) > 0, простыми линейными преобразованиями может быть сведена к
стохастической матрице P = 1

r
z−1Az. Собственные числа исходной матрицы могут быть

легко восстановлены по собственным числам полученной стохастической матрицы.
Результаты метода, применяемого к матрице без нормировки и с нормировкой, при-

ведены в Таблице 4.5.
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Рассматривалась матрица

A =


1 2 4 4 5
6 1 3 2 8
2 4 6 3 7
4 7 2 5 1
3 1 6 7 8

 (4.2.56)

с собственными числами

20.98978,−0.66060± 4.51289i,−0.97786, 2.3093,

фиксировалисьX, Y , производилась ортогонализация. Преимущества ортогонализации
очевидны.

N = 50 000 Eλ2 σ1 σ2

без нормировки -0.48443 + 4.54973i 0.26874 0.29891i
с нормировкой -0.65834 + 4.825788i 0.03436 0.11946i

Таблица 4.5: Подсчет второго собственного числа для нестохастической матрицы.

Пример 4.8. Так как одной из важных областей приложений являлось массовое
обслуживание, то интерес данной работы состоял в определение погрешности мето-
да для матриц больших размерностей. Рассматривались простейшие системы массо-
вого обслуживания с одним прибором, время обслуживания которых распределено
по показательному закону с параметром µ(t) и интенсивностью поступающего пото-
ка λ(t). Для генерирования матрицы перехода такого рода использовался датчик слу-
чайных чисел RAND, который генерирует числа от 0 до 1. λ = 0, 21 + 0, 2 ∗ RAND и
µ = 0, 45 + 0, 2 ∗RAND. Для системы такого типа с десятью возможными состояниями
при фиксированном значении N = 50000 (число испытаний в методе МК) хорошие ре-
зультаты для λ2 были получены уже при длине окна L = 3.
Собственные числа сгенерированной матрицы перехода равны:

1.00000;0.89539; 0.78407;−0.67308;−0.59884; 0.57361;−0.42364; 0.36718;−0.42364; 0.05796.

Результаты, полученные в результате применения рассматриваемого метода, отоб-
ражены в Таблице 4.6.

Eλ2 σ
L=3, m=16 0.89059 0.01848
L=3, m= 6 0.92924 0.01310
L=2, m=25 0.88163 0.04796

Таблица 4.6: Подсчет второго собственного числа для СМО с 10 состояниями.

Для системы массового обслуживания подобного типа, но с количеством состоя-
ний равным 20 также были получены хорошие результаты (Таблица 4.7). Фиксирова-
лось значение N = 50000, вектора X, Y . Точное значение второго собственного числа
λ2 = 0,96112. Вопрос устойчивости данного метода при увеличении погрешности мето-
да Монте-Карло также был изучен для матрицы большого порядка n = 20 (см. Таблицу
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Eλ2 σ
L=3, m=16 0.96201 0.02255
L=3, m= 6 0.96102 0.01443
L=2, m=25 0.96894 0.01460

Таблица 4.7: Подсчет второго собственного числа для СМО с 20 состояниями.

4.8). Кроме того был рассмотрен алгоритм, использующий в своей основе метод наи-
меньших квадратов [41].

Алгоритм состоит в следующем:

10. Вычисляются ξt = ((At(A− λI)X, Y ) с помощью метода Монте-Карло.
20. Выбирается длина окна l и образуются линейные комбинации с элементами век-

торов
l - вложений Zi = (ξi . . . , ξi+l−1), с коэффициентами c0, c1, . . . , cl−1,
которые находятся из условия

k+m∑
t=k

(c0ξt + c1ξt+1 + c2ξt+2 + · · ·+ cl−1ξt+l−1)2 = min .

Для этого решается система из l уравнений:

c0

∑k+m
t=k ξ2

t + c1

∑k+m
t=k ξtξt+1 + · · ·+ cL

∑k+m
t=k ξtξt+L = 0

c0

∑k+m
t=k ξtξt+1 + c1

∑k+m
t=k ξ2

t+1 + · · ·+ cL
∑k+m

t=k ξt+1ξt+L+1 = 0
. . . . . . . . . . . .

c0

∑k+m
t=k ξtξt+L−1 + c1

∑k+m
t=k ξt+1ξt+L−1 + · · ·+ cL

∑k+m
t=k ξ2

t+L−1 = 0.

(4.2.57)

Обозначим найденные коэффициенты ĉ0, ĉ1, . . . , ĉl−1.
30. Составляется многочлен с найденными коэффициентами

Q(λ) = c0 + c1λ+ c2λ
2 + · · ·+ cl−1λ

l−1.

Корни многочлена являются 2-м, 3-м ... (l-1)-м собственными числами оператора A.

Алгоритм 1 Eλ2 σ Алгоритм 2 Eλ2 σ
L=3, m=16, N=50 000 0.94333 0.02189 L=4, m=25, k=15 N=50 000 0.95698 0.02380
L=3, m=16, N=25 000 0.96683 0.02573 L=4, m=25, k=15 N=25 000 0.96614 0.02524
L=3, m=16, N=10 000 0.92884 0.04781 L=4, m=25, k=15 N=10 000 0.96798 0.03798

Таблица 4.8: Таблица сравнения двух алгоритмов.

Данный алгоритм оказывается более устойчив к случайным ошибкам и должен исполь-
зоваться в случаях недостаточной точности вычисления ξt, n = 20, λ2 = 0, 95795.

Как видно из приведённых примеров, предлагаемое обобщение метода Крылова мо-
жет быть эффективным для определённого круга задач. Как обычно, случай близких
собственных чисел может представлять значительные вычислительные трудности.

Как и ранее, в нелинейных задачах мы различаем “внутренний” параллелизм — при
вычислении скалярных произведений и “внешний”, позволяющий при различных значе-
ниях параметров (множеств псевдо- или квази-случайных чисел) решать задачу полно-
стью на различных вычислительных устройствах. Это позволяет, кроме всего прочего,
строить доверительный эллипсоид для решения задачи.
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