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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàäèöèîííî øèðîêî

ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷, òàêèõ êàê çàäà÷à Äèðèõëå,
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, â êîòîðûõ ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà Íåéìàíà èëè åãî íåëèíåéíîãî àíàëîãà.

Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà îáóñëîâëåíî áîëüøèì îáúåìîì çàäà÷,
âîçíèêàþùèõ â ïðàêòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Îñîáóþ
ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü àëãîðèòìà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðèäàåò òîò ôàêò, ÷òî îí äîïóñêàåò åñòåñòâåííûå ðàññïàðàëëåëèâàíèå.
Äîïîëíèòåëüíóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü ìåòîäàì ïðèäàåò òî, ÷òî
âû÷èñëåííûå âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ôóíêöèîíàëà îò
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü çíà÷åíèÿ âî
ìíîãèõ òî÷êàõ ïðè îäíîêðàòíîì ìîäåëèðîâàíèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðåäëîæåíû íîâûå àëãîðèòìû Åðìàêîâûì
Ñ.Ì., Íåêðóòêèíûì Â.Â. è Ñèïèíûì À. Ñ. (1989), Ñàáåëüôåëüäîì
Ê.Ê., Ñèìîíîâûì Í. A., Êóðáàíìóðàäîâûì O. A.(1992), Àðñåíüåâûì
Ä.Ã., Èâàíîâûì Â.Ì., Êóëü÷èöêèì Î.Þ.(1996), ðàñøèðÿþùèå ñôåðó
ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà íà ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ñèíãóëÿðíûì ÿäðîì, äëÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà Íåéìàíà
íå èìååò ìåñòà. Ê òàêèì óðàâíåíèÿì ïðèâîäÿò, íàïðèìåð, çàäà÷è òåîðèè
óïðóãîñòè, ãèäðîìåõàíèêè, îäíàêî äèñïåðñèÿ ýòèõ îöåíîê áûëà íå
äîñòàòî÷íî èçó÷åíà èëè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ ( íàïðèìåð, òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöè ïðåäëîæåíû íîâûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ
ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé, (â ÷àñòíîñòè, çàäà÷ ìåõàíèêè) èìåþùèå
êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ. Ðåàëèçîâàíû ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû äëÿ ðÿäà
ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà
èññëåäîâàíèþ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîëó÷åíèþ
îöåíîê ñ îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåé äëÿ èõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, à âî
âòîðîé ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà îò ðåøåíèÿ
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íåêîòîðîãî ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îáëàñòè â R2 ñ ãðàíèöåé,
ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî
ïîâåäåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè.

Öåëè ðàáîòû
�ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûì ÿäðîì â
âèäå ðÿäîâ ìíîãîìåðíûõ èíòåðãàëîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíèì ìåòîä Ìîíòå-
Êàðëî.
� ïîñòðîåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíêîê ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé äëÿ
÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà
îáëàñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé â ìàëûõ
îêðåñòíîñòÿõ ãðàíèöû îáëàñòè.
� ðåàëèçîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðÿäà ìîäåëüíûõ
ïðèìåðîâ.

Îáùèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ

èíòåãðàëîâ, òåîðèè ñèìâîëà îïåðàòîðà, òåîðèè ïîòåíöèàëîâ. Äëÿ
ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ
âèõðåé äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà, îïðåäåëèòåëè Ôðåäãîëüìà, à òàêæå
ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ (â ñðåäå Microsoft Visual C++) è ïàêåòû
îáðàáîòêè äàííûõ (Maple, Mathcad).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Âïåðâûå áûëè ïîñòðîåíû íåñìåùåííûå îöåíêè ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé

äëÿ ðÿäà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, òàêèõ êàê ñèñòåìà
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïåðâóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè, è óðàâíåíèå
äëÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î
âûïóêëîñòè èëè ãëàäêîñòè îáëàñòè). Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ áûë óñîâåðøåíñòâîâàí ñóùåñòâóþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé, äëÿ ÷åãî áûë
äîêàçàí ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ òåîðåì.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì
èçó÷åíèè ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ìåõàíèêå.

Äàííàÿ ðàáîòà äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Òàêæå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê âîçìîæíî:
� âî-ïåðâûõ, ïðè ðåøåíèè ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷è óïðóãîñòè

ñ ðàçëè÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ îáëàñòè, ãðàíèöà êîòîðîé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà.

� âî âòîðûõ, ïðè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïîâåäåíèÿ ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé, èìåþùèõ ãðàíèöó,
ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êóñêîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ, à òàêæå
íà 3-åì è 4-îì Ìåæäóíàðîäíûõ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèõ ñåìèíàðàõ ïî
ìîäåëèðîâàíèþ (èþíü 1998ã. è èþíü 2001ã).

Ðàáîòà íàä äèññåðòàöèåé áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ(NN 96-01-
00644, 98-01-00345).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòàõ [1�3], ïåðå÷èñëåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ ñî ñêâîçíîé íóìåðàöèåé ðàçäåëîâ,
ðèñóíêîâ, òàáëèö, ñïèñêà èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû. Òåêñò äèññåðòàöèè
èçëîæåí íà 94 ñòðàíèöàõ. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 74 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïîêàçûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòàâÿòñÿ öåëè
ðàáîòû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
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Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè äàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ è êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ ïðåäûäóùèìè èññëåäîâàòåëÿìè.

Äàëåå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è åãî
ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ïðåäëîæåííîå ðàíåå â ðàáîòàõ
Åðìàêîâà Ñ. Ì., Íåêðóòêèíà Â. Â., Ñèïèíà A. Ñ. (1989), Êàøòàíîâà
Þ.Í. (1985), Ñàáåëüôåëüäà Ê.Ê., Ñèìîíîâûì Í. A., Êóðáàíìóðàäîâûì
O. A. (1989), Àðñåíüåâûì Ä.Ã., Èâàíîâûì Â.Ì., Êóëü÷èöêîãî Î.Þ.(1996).

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ
óðàâíåíèé Ëàìå è ïîñòðîåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.1 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ðåøåíèå íàõîæäåíèÿ âåêòîðà ñìåùåíèÿ äëÿ óïðóãîãî èçîòðîïíîãî

òåëà, îïèñûâàþùåãî óðàâíåíèÿìè Ëàìå èùåòñÿ â âèäå

U(x) =

∫

Γ
H(x, y)Ψ(y)dSy, (1)

ãäå H(x, y) èìååò îñîáåííîñòü, à Ψ(y) - óäîâëåòâîðÿåò ñèíãóëÿðíîìó
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ.

Ψ(x) = KΨ(x) + TΨ(x) + F (x), (2)

ãäå K - ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð, T - îïåðàòîð ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ,
F (x) - îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Â ðàçäåëå 2.2 óðàâíåíèå (2) ïðåîáðàçóåì ê èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ, ó êîòîðîãî ÿäðî è ñâîáîäíûé ÷ëåí îãðàíè÷åíû.

Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð Kx, êîòîðûé äåéñòâóò â ïëîñêîñòè
êàñàòåëüíîé ê Γ â òî÷êå x è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Φx = (I − Kx)

−1 =
I + C(Kx + Kx

2), ãäå C - îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîíñòàíòû Ëàìå.
Âî-âòîðûõ, ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà Φx ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ óðàâíåíèå

(2) è ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî ÿäðî ñî ñëàáîé
îñîáåííîñòüþ è åãî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (2).

Ψ(x) = LΨ(x) + F̃ (x), (3)
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Äàëåå ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî X = Γ× I, ãäå I = {1, 2, 3}, è îáîçíà÷åíèÿ
ξ = (x, i), η = (y, j), ψ(ξ) = Ψi(x), f̃(ξ) = F̃i(x), l(ξ, η) =
Lij(x, y). Èñïîëüçóÿ íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, â ñêàëÿðíîé ôîðìå óðàâíåíèå
(3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

ψ(ξ) =

∫

X

l(ξ, η)ψ(η)dµη + f̃(ξ). (4)

ßäðî l(ξ, η) ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè

l(ξ, η) = l(ξ, η)χ|x−y|<2δ + l(ξ, η)χ|x−y|>2δ = m(ξ, η) + n(ξ, η), (5)

Äàëåå óðàâíåíèå (4) ïðåîáðàçóåòñÿ, èñïîëüçóÿ (5), òàê ÷òî â íîâîì
èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè ÿäðî l̃(ξ, η) è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(ξ) îãðàíè÷åíû,
à ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî ìåòîäó
Ôðåäãîëüìà.

ψ(ξ) = f(ξ) +
1

∆

∫

X

dµηD(ξ, η)f(η), (6)

ãäå

∆ =
∞∑
t=0

(−1)t

t!

∫

Xt

det{l̃(ξu, ξv)}t
u,v=1dµξ1

. . . dµξt
(7)

D(ξ0, η0) =
∞∑
t=0

(−1)t

t!

∫

Xt

det{l̃(ξu, ξv)}t
u,v=0dµξ1

. . . dµξt
. (8)

Â ðàçäåëå 2.3 èùóòñÿ îöåíêè Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2).

Ñíà÷àëà ñòðîÿòñÿ îöåíêè äëÿ m(ξ, η) è n(ξ, η) èç (5) ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé. Ââîäÿòñÿ :

l(ξ, z, η) =
∑

k

ϕk(ξ, θxz)

|x− z|2
[

gk(z, ξ)

|z − y|2−λ
− gk(x, ξ)

|x− y|2−λ

]
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è p(x; z′) = |x − z′|λ/2−2 - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè z̆′ â δ -
îêðåñòíîñòè òî÷êè x, z̆ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà íà Γ è ñëó÷àéíàÿ òî÷êà
y̆ ðàñïðåäåëåíà p(x, z; y) = |y−x|λ/2−2 + |y− z|λ/2−2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x, j̆ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà I, ξ̆ = (y̆, j̆). Îáîçíà÷àþòñÿ

m̆(ξ) = 3l(ξ, z̆, η̆)/(p(x; z̆′)p(x, z̆; y̆))χ(|x− y̆| < 2δ),

n̆(ξ, η) = l(ξ, z̆, η)/p(x; z̆)χ(|x− y| > 2δ).

è äîêàçûâàåòñÿ:
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå δ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ξ, η è îãðàíè÷åííîé
f íà X

Em̆(ξ)f(η̆) =

∫
dµηm(ξ, η)f(η), m̆(ξ) ≤ m1 < 1,

En̆(ξ, η) = n(ξ, η), n̆(ξ, η) ≤ C.

Äàëüøå îïðåäåëÿåòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì m̆(ξ1, ξ2) äëÿ áëèçêèõ äðóã ê
äðóãó òî÷åê ξ1 = (x1, i), ξ2 = (x2, i), è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû m̆(ξ1, ξ2) ñïðàâåäëèâà:
Òåîðåìà 2. Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Em̆(ξ1, ξ2)f(η̆) =

∫

X

dµηm(ξ1, η)f(η)−
∫

X

dµηm(ξ2, η)f(η),

Em̆2(ξ1, ξ2) ≤ C|x1 − x2|λ/2.

Äàëåå ñòðîÿòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ âåêòîðà ñìåùåíèé (1)
èñïîëüçóÿ ñõåìó â [2], â ÷àñòíîñòè íàõîäÿòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé äëÿ
êàæäîãî ÷ëåíà ðÿäà â ðÿäó (7) .

Â ðàçäåëå 2.3 ðåøàåòñÿ ïåðâàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ
øàðà, èñïîëüçóÿ âûøåèçëîæåííûé â ãëàâå 2 àëãîðèòì. Çàäàåòñÿ
íåñèììåòðè÷íîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðåçóëüòàòîâ.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ñòðîÿòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ãðàäèåíòà îò ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî
ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îáëàñòè â R2 ñ ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò óæå
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èçâåñòíûõ, íå èñïîëüçóþò ïðåäïîëîæåíèÿ î âûïóêëîñòè îáëàñòè èëè
åå ãëàäêîñòè. Âî âòîðîé ÷àñòè ïîëó÷åííûå îöåíêè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 ñ ãðàíèöåé Γ,
êîòîðàÿ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñêîâ ãëàäêèõ êðèâûõ.

Â íà÷àëå ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãðàäèåíòà äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C2(X̄) ÷åðåç çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíûõ íà
ãðàíèöå.

∂ϕ(x)

∂l
= −

∫

Γ
dSyϕ(y)

∂x

∂l

∂yH(x, y)

∂ny
+

∫

Γ
dSy

∂xH(x, y)

∂l

∂ϕ(y)

∂ny
, (9)

ãäå l - ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå è H(x, y) = − 1
2π ln |x− y|.

Çàòåì íà îñíîâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûâîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ êàñàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå.

ϕτ(x) = −
∫

Γ
dSyϕτ(y)k(y, x) + f̃(x), x ∈ Γ, (10)

ãäå k(y, x) = −2∂H(y, x)/∂nx, ϕτ(x) = ∂ϕ(x)
∂τ è

f̃(x) = v.p.2

∫

Γ
dSy

∂xH(x, y)

∂τx

∂ϕ(y)

∂ny

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîì
èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè ÿäðî è ñâîáîäíûé ÷ëåí áûëè îãðàíè÷åíû.

ϕ̃ = −ϕ̃K + f̄ , (11)

Ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî ìåòîäó
Ôðåäãîëüìà (6),(7),(8).

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðîÿòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ñ
îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåé. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîãî (9), çàòåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ
ãðàäèåíòà ôóíêöèè âíóòðè îáëàñòè. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñõåìà
ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü îäíîâðåìåííîå îöåíèâàíèå â ëþáîì çàäàííîì
êîëè÷åñòâå òî÷åê.
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Äàëüøå ïðèâîäèòñÿ îáùèé àëãîðèòì ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ âèõðåé
äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà. Â ýòîì ìåòîäå èñõîäíûå
óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó äèôôóçèîííîãî äâèæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âèõðåé. Ïîñëåäíåå àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì âèõðåâûõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå äèôôóíäèðóþò âäîëü ïîëÿ ñêîðîñòåé, ïîðîæäåííîãî
ñàìèìè ýòèìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ òî óñëîâèå, ÷òî
ïîëå ñêîðîñòåé íå ìîæåò ïåðåñåêàòü íåïîäâèæíóþ ãðàíèöó. Èìåííî ýòî
óñëîâèå è âûðàæàåòñÿ â âèäå íåêîòîðîé çàäà÷è Íåéìàíà. Ïîñêîëüêó íà
òâåðäûõ ñòåíêàõ ñêîðîñòü æèäêîñòè äîëæíà ñîâïàäàòü ñî ñêîðîñòüþ
ñòåíêè, òî ðàçíèöà â óêàçàííûõ ñêîðîñòÿõ ïîðîæäàåò íîâûå âèõðåâûå
ýëåìåíòû.

Ýòîò àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí è îïðîáîâàí íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ.
Ìîäåëèðîâàëîñü äâèæåíèå æèäêîñòè â êàâåðíå ñ äâèæóùåéñÿ ñòåíêîé
è â òðóáå ñî ñòóïåíüêîé ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ïðèâåäåíû
ãðàôèêè ðàñ÷åòîâ.

Ðèñ. 1: Ëèíèè òîêà äëÿ òðóáû ñî ñòóïåíüêîé.

Â Çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1. Ðåøåíèå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíî

â âèäå ðÿäîâ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ
ïðèìåíèì ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.

2. Ïîñòðîåíû íåñìåùåííûå îöåíêè Ìîíòå-Êàðëî ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàìå äëÿ îáëàñòåé ñ
ãðàíèöåé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü
Ëÿïóíîâà.
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3. Ïîñòðîåíû ñòàòèñòè÷åñêèå íåñìåùåííûå îöåíêè, èìåþùèå
êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ âïëîòü äî ãðàíèöû äëÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ
çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà îáëàñòåé, êîòîðûå íå
èñïîëüçóþò ïðåäïîëîæåíèÿ î âûïóêëîñòè îáëàñòè èëè åå ãëàäêîñòè.
Ãðàíèöà îáëàñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñêîâ
ãëàäêèõ êðèâûõ.

4. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, â ÷àñòíîñòè
� ðåøåíà ïåðâàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ øàðà ïðè
çàäàíèè íå ñèììåòðè÷íîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, èñïîëüçóÿ íàéäåííûå
îöåíêè. Ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñ÷åòîâ.
� ïðîèçâåäåíà àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé
Íàâüå Ñòîêñà. Ýòîò àëãîðèòì ðåàëèçîâàí è îïðîáîâàí íà òåñòîâûõ
çàäà÷àõ. Ìîäåëèðîâàëîñü äâèæåíèå æèäêîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé.
Ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñ÷åòîâ.
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