
Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ

ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÄÅÍÈÑ ÑÅÐÃÅÅÂÈ× ÌÈËÎÂ

ÌÅÒÎÄÛ ÈÄÅÌÏÎÒÅÍÒÍÎÉ
ÀËÃÅÁÐÛ È ÀÍÀËÈÇÀ
ÏÐÈ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ
ÑÅÒÅÉ Ñ Î×ÅÐÅÄßÌÈ

Ñïåöèàëüíîñòü 05.13.18 � Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû è

êîìïëåêñû ïðîãðàìì.

äèññåðòàöèÿ
íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

äîöåíò Í. Ê. Êðèâóëèí

Ñàíêò�Ïåòåðáóðã
2000



Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå 4

1 Èäåìïîòåíòíàÿ àëãåáðà 8
1.1 Èäåìïîòåíòíûå ïîëóãðóïïû è ïîëóêîëüöà . . . . . . . . . 8
1.2 Îïðåäåëåíèå è îáîçíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîé (max,+)-àëãåáðû . . 9
1.3 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîé (max,+)-àëãåáðû . . . . . . 9
1.4 Ìàòðè÷íàÿ (max,+)-àëãåáðà è åå îñíîâíûå ñâîéñòâà . . . . 10
1.5 Ìàòðèöà ñìåæíîñòåé îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â (max,+)-

àëãåáðå è åå ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.6 Óðàâíåíèå x = A⊗ x⊕ b è åãî ðàçðåøèìîñòü . . . . . . . 14

2 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü ñåòè ñ î÷åðåäÿìè 17
2.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Ìîäåëè ñåòåé ñ îïåðàöèÿìè ñèíõðîíèçàöèè . . . . . . . . 18
2.3 ×àñòíûé êëàññ ñåòåé ñ îïåðàöèÿìè ñèíõðîíèçàöèè . . . . . 22
2.4 Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáî÷åãî öèêëà ñåòè èç ÷àñòíîãî êëàññà . . 24

3 Ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû â (max,+)-àëãåáðå è èõ ñâîéñòâà 26
3.1 Îïðåäåëåíèå ÷åòûðåõ îïåðàòîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2 Îáû÷íûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ â (max,+)-àëãåáðå . . . . . . 28
3.3 Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ â (max,+)-àëãåáðå . . 31

4 Ñòîõàñòè÷åñêèå ñåòè 39
4.1 Îïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé è îñíîâíûå ñâîéñòâà,

ñâÿçàííûå ñ íèìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.2 Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé ñ îòêàçàìè . . 42

2



4.3 Îöåíèâàíèå ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ñåòè . . . . . . . . . 43
4.4 Íèæíèå îöåíêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.5 Âåðõíèå îöåíêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.6 Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ (màx,+)-àëãåáðû äëÿ îïèñàíèÿ
äèíàìèêè ðÿäà ÷àñòíûõ ñåòåé 57

6 Îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëåíèé äåòåðìèíèðîâàííûõ ñåòåé 63
6.1 Èåðàðõèÿ ñåòåé è åå óðîâíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6.1.1 Óðîâíè èåðàðõèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
6.1.2 Ïåðåíóìåðàöèÿ óçëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.1.3 Ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà äëÿ ñåòè ñ ïåðåíóìåðîâàííûìè

óçëàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.2 Àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ñåòåé ñ ñèíõðîíèçàöèåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

7 Îïèñàíèå ïðîãðàììû FJS 72

Çàêëþ÷åíèå 74

Áèáëèîãðàôèÿ 76

Ïðèëîæåíèÿ 84

3



Ââåäåíèå

Ìåòîäû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå
îñíîâíûå, íåñîìíåííî, ïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè: àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû è
èìèòàöèîííûå. Òå è äðóãèå ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèçíàíèå âî âñåì ìèðå,
ñâîèõ ïðèâåðæåíöåâ è ïðîòèâíèêîâ, ñâîè íàó÷íûå øêîëû è íàïðàâëåíèÿ
â ðàçâèòèè. Íà äàííûé ìîìåíò çàòðóäíèòåëüíî ïåðå÷èñëèòü äàæå ìàëóþ
äîëþ âñåõ íàó÷íûõ äîêëàäîâ, ñòàòåé è ìîíîãðàôèé, êîòîðûå ïîñâÿùåíû
ýòîé òåìå. Ê ïðèìåðó, â êíèãå Åðìàêîâà Ñ.Ì. [10], âûøåäøåé â ñâåò â
1971 ãîäó, óêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ïåðèîä ñ 1955 ïî 1970 ãîäû òîëü-
êî â íàøåé ñòðàíå âûøëî áîëåå 2000 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåííûõ
ëèøü ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî, à âåäü ýòî íå îõâàòûâàåò âñåé îáëàñòè, â êî-
òîðîé âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåííûå àíàëèçó äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
è ñìåæíûì âîïðîñàì.

Áîëüøîé âêëàä â äàííóþ îáëàñòü âíåñëè èññëåäîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ àíàëèçà â ðàáîòàõ Ãíåäåíêî Á.Â.[7, 8], Êîëìîãîðîâà À.Í. [8, 15],
Ôåëëåðà Â. [28] è äð.

Â îáëàñòè èìèòàöèîííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì õî-
òåëîñü áû îòìåòèòü ðàáîòû Áóñëåíêî Í.Ï. [3, 4], Åðìàêîâà Ñ.Ì. [10, 11,
12, 35, 36, 37], Ðîìàíîâñêîãî È.Â. [26], Ñîáîëÿ È.Ì. [27] è äð.

Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå ó÷åíûå è èõ êîëëåãè íåðåäêî
âåäóò ñâîè èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòÿõ, çàíèìàþùèõ ïðîìåæóòî÷íîå ïîëî-
æåíèå ìåæäó àíàëèòè÷åñêèìè è èìèòàöèîííûìè ìåòîäàìè àíàëèçà. Ýòî
ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ ðÿäîì ïðîáëåì ïî èñïîëüçîâàíèþ ýòèõ ìåòîäîâ
â ÷èñòîì âèäå. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû çà÷àñòóþ íàêëàäûâàþò âåñüìà
æåñòêèå óñëîâèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè, ñóùåñòâåííî ñóæàÿ êëàññ
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ (êàê ïðèìåð, óçêèé äèàïàçîí ðàñïðåäåëåíèé â
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Òåîðèè Ìàññîâîãî Îáñëóæèâàíèÿ). Èìèòàöèîííûå ìîäåëè ñòðàäàþò çà-
÷àñòóþ äðóãèì íåäîñòàòêîì - ñëîæíîñòüþ îïèñàíèÿ ìîäåëè è ó÷åòà âñåõ
åå õàðàêòåðèñòèê. Îäíî èç ðåøåíèé äàííîé ïðîáëåìû âèäèòñÿ â íàõî-
æäåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, ïîçâîëÿþùèõ îïèñûâàòü äèíàìè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè áîëüøèõ ñèñòåì â óäîáíîì äëÿ àíàëèçà
è ìîäåëèðîâàíèÿ âèäå.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ìèðå ïîëó÷èë äîâîëüíî øèðîêîå ïðèçíàíèå è èí-
òåðåñ ìåòîä àíàëèçà, êîòîðûé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè àïïàðàòà èäåì-
ïîòåíòíûõ àëãåáð. Çäåñü ìîæíî ïðèâåñòè â ïðèìåð ðàáîòû Êèíãìåíà
Æ.Ô.Ñ.[45], Êîëîêîëüöîâà Â.Í.[24], Êóíèíãõýì-Ãðèíà Ð.À.[33], Ìàñëîâà
Â.Ï. [24] è äð.

Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ äàííîé îáëàñòüþ,
ïîäíèìàëèñü åùå â 60-å ãîäû Ðîìàíîâñêèì È.Â. â [26], ãäå áûëè ïîëó÷åíû
ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà, à
òàêæå Âîðîáüåâûì Í.Í. [5], êîòîðûì áûë îïèñàí ðÿä çàäà÷ è ìåòîäèêà
èõ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ìèíèìàêñíîé àëãåáðû.

Â íàøåé ñòðàíå ñóùåñòâóåò øêîëà Ìàñëîâà Â.Ï., çàíèìàþùàÿñÿ áî-
ëåå òåîðåòè÷åñêèìè àñïåêòàìè èäåìïîòåíòíûõ àëãåáð â ïðèìåíåíèè èõ
ê âîïðîñàì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ÷òî îòðàæåíî, ê ïðèìåðó, â êíèãå
Ìàñëîâà Â.Ï. è Êîëîêîëüöîâà Â.Í. [24].

Â ïîñëåäíèå ãîäû çàìåòíûé èíòåðåñ âîçíèê ê îïèñàíèþ äèíàìèêè
ñåòåâûõ ñèñòåì ñ î÷åðåäÿìè ñ ïîìîùüþ èäåìïîòåíòíûõ àëãåáð, â ÷àñò-
íîñòè, (max,+)-àëãåáðû. Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòû Êðèâóëèíà Í.Ê.
[20, 21, 22, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 55, 56, 57, 58, 63, 64, 65].

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè øè-
ðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ îïåðàöèåé ñèíõðîíèçàöèè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ýòèõ ñèñòåì â èäåì-
ïîòåíòíîé (max,+)-àëãåáðå, óñëîâèÿ ïðèâåäåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ê ÿâ-
íîìó âèäó, îöåíèâàåòñÿ ñðåäíåå âðåìåíè ðàáîòû ñèñòåì ñ âåðîÿòíîñòüþ
ñáîÿ. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç èåðàðõè÷åñêèõ ñòðóêòóð â äàííûõ ñèñòåìàõ è
íà åãî îñíîâå ñòðîèòñÿ àëãîðèòì îïòèìèçàöèè èõ ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàêæå
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà ÷àñòíûõ
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ñèñòåì.
Îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèé, êîòîðûì ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ, ïîñëó-

æèë òîò ôàêò, ÷òî äèíàìèêà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ
ëèíåéíûìè â äàííîé èäåìïîòåíòíîé (max,+)-àëãåáðå óðàâíåíèÿìè. Ýòî,
â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåàëèçîâûâàòü ìîäåëèðó-
þùèå àëãîðèòìû äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

Òàêæå â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà (îáû÷íûå è âåðîÿò-
íîñòíûå) ðÿäà ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ â äàííîé (max,+)-àëãåáðå. Ñ èõ
ïîìîùüþ íàõîäèòñÿ èëè îöåíèâàåòñÿ ðÿä äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
äëÿ ñèñòåì.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè ðàçáèò íà ãëàâû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîñâÿùå-
íà îòäåëüíîìó âîïðîñó.

� Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð è äàåò êðàòêèé îáçîð ïî-
íÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ èäåìïîòåíòíûìè àëãåáðàìè è ñ (max,+)-àëãåáðîé, â
÷àñòíîñòè.

� Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè, è ïîñâÿùåííûå àëãåáðàè÷åñêîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ äèíàìèêè îäíîãî êëàññà ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè ñî ñòðîãî äåòåðìèíèðî-
âàííîé òîïîëîãèåé ñåòåâîãî ãðàôà.

� Â òðåòåé ãëàâå àâòîð ïðåäñòàâëÿåò âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû,
ñâÿçàííûå ñ ïðîñòûìè è âåðîÿòíîñòíûìè ñâîéñòâàìè ìàòðè÷íûõ îïåðà-
òîðîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì.

� ×åòâåðòàÿ ãëàâà öåëèêîì ïîñâÿùåíà ñòîõàñòè÷åñêèì ñåòÿì, ãäå àâ-
òîð îïðåäåëÿåò íîâûé êëàññ ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè ñî ñëó÷àéíîé òîïîëîãè-
åé ñåòåâîãî ãðàôà, ââîäèò ïîíÿòèå ñáîÿ â ðàáîòå ñåòåé äàííîãî òèïà è
ñðåäíåãî âðåìåíè èõ ðàáîòû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä îöåíîê ïîëó÷åííûõ
àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

� Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåðàì èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà èäåìïî-
òåíòíîé (ìàêñ,+)-àëãåáðû äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðÿäà ÷àñòíûõ ñèñòåì.
Òàì æå, â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ, ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
è îöåíîê äëÿ ðÿäà ñåòåé.

� Â øåñòîé ãëàâå àâòîð ïðåäñòàâëÿåò àëãîðèòì îïòèìèçàöèè êîëè÷å-
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ñòâà âû÷èñëåíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñåòåé ñî ñòðîãî îïðåäåëåííîé òîïî-
ëîãèåé ñåòåâîãî ãðàôà.

� Ñåäüìàÿ ãëàâà ñîäåðæèò êðàòêîå îïèñàíèå ïðîãðàììû FJS, îñó-
ùåñòâëÿþùåé ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû ñåòåé ñî ñëó÷àéíîé òîïîëîãèåé.

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò òàêæå ðÿä êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ, äåìîíñòðè-
ðóþùèõ ðàññìîòðåííûå ïîíÿòèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà (max,+)-àëãåáðû, íåñî-
ìíåííî, øèðå è çàñëóæèâàåò ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ.
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Ãëàâà 1

Èäåìïîòåíòíàÿ àëãåáðà

1.1 Èäåìïîòåíòíûå ïîëóãðóïïû è ïîëóêîëüöà

Â îñíîâàíèè èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû ëåæèò ïîíÿòèå èäåìïîòåíòíîãî ïî-
ëóêîëüöà. Èäåìïîòåíòíîé ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M , ñíàá-
æåííîå êîììóòàòèâíîé è àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé ⊕ (îáîáùåííûì ñëî-
æåíèåì), îáëàäàþùåé íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè ýëåìåí-
òîì 0: 0⊕a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ M è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ èäåì-
ïîòåíòíîñòè a ⊕ a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ M . Èäåìïîòåíòíàÿ ïîëóãðóïïà
íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíûì ïîëóêîëüöîì, åñëè íà íåé îïðåäåëåíà åùå
îäíà àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ ⊗ (îáîáùåííîå óìíîæåíèå), îáëàäàþùåé
íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè ýëåìåíòîì 1 è ñâÿçàííàÿ ñ
⊕ çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè ñëåâà è ñïðàâà

a⊗ (b⊕ c) = a⊗ b⊕ a⊗ c, (b⊕ c)⊗ a = b⊗ a⊕ c⊗ a,

Èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì è àáåëåâûì, åñ-
ëè îïåðàöèÿ ⊗ êîììóòàòèâíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè (ñì., íàïðèìåð, [24]):
1. M = R ∪ {+∞} ñ îïåðàöèÿìè ⊕ = min, ⊗ = +, íåéòðàëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè 0 = +∞, 1 = 0.
2. M = R ∪ {−∞} ñ îïåðàöèÿìè ⊕ = max, ⊗ = +, íåéòðàëüíûìè
ýëåìåíòàìè 0 = −∞, 1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïîëóêîëüöî èçîìîðôíî
ïðåäûäóùåìó. Îíî òàêæå ïîñëóæèò íàì îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ-
ñóæäåíèé.
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3. M = R ∪ {±∞} ñ îïåðàöèÿìè ⊕ = min, ⊗ = max, íåéòðàëüíûìè
ýëåìåíòàìè 0 = +∞, 1 = −∞.

1.2 Îïðåäåëåíèå è îáîçíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîé (max,+)-
àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ðàñøèðåííîå ïóòåì äî-
áàâëåíèÿ ýëåìåíòà ε = −∞, ñ çàäàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ⊕ è ⊗,
êîòîðûå äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = max(x, y), x⊗ y = x + y,

ïðè÷åì x⊗ ε = ε.
Ìíîæåñòâî R ñ îïåðàöèÿìè ⊕ è ⊗ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ïî-

ëóêîëüöîì ñ èäåìïîòåíòíûì ñëîæåíèåì, íóëåâûì è åäèíè÷íûìè (íåé-
òðàëüíûìè, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ⊕ è ⊗ ñîîòâåòñòâåííî) ýëåìåíòàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ε è 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëóêîëüöî ñ óêàçàí-
íûìè ñâîéñòâàìè îáû÷íî íàçûâàþò èäåìïîòåíòíîé àëãåáðîé (ñì., íàïðè-
ìåð, [5, 24]).

1.3 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîé (max,+)-àëãåáðû

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàöèè ⊕ è ⊗ ñîõðàíÿþò ðÿä ñâîéñòâ îáû÷-
íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R

1) x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z (àññîöèàòèâíîñòü),
2) x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z (àññîöèàòèâíîñòü),
3) x⊗ (y ⊕ z) = (x⊗ y)⊕ (x⊗ z) (äèñòðèáóòèâíîñòü),
4) x⊕ y = y ⊕ x (êîììóòàòèâíîñòü),
5) x⊗ y = y ⊗ x (êîììóòàòèâíîñòü),
6) x⊕ ε = x (ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî ýëåìåíòà),
7) x⊕ x = x (èäåìïîòåíòíîñòü),
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8) x⊗ ε = ε (ñâîéñòâî ïîãëîùåíèÿ),
9) x⊗ 0 = x (ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà).

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ, îïåðàöèÿ ⊕ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì èäåìïîòåíòíîñòè, êîòîðîå è îïðåäåëÿåò îñíîâíûå îñîáåííî-
ñòè ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Îïåðàöèè ⊕ è ⊗ òàêæå îáëàäàþò
ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, ò.å. èç íåðàâåíñòâ a ≤ c è b ≤ d ñëåäóþò
íåðàâåíñòâà a⊕ b ≤ c⊕ d è a⊗ b ≤ c⊗ d äëÿ ∀ a, b, c, d ∈ R.

1.4 Ìàòðè÷íàÿ (max,+)-àëãåáðà è åå îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà

Èäåìïîòåíòíàÿ àëãåáðà (ïîëóêîëüöî) âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ââîäèòñÿ îáû÷-
íûì ïóòåì (ñì., íàïðèìåð, [5, 24, 57]): äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A = (aij)

è B = (bij) ðàçìåðà l × n äëÿ îïåðàöèè ⊕ è, ñîîòâåòñòâåííî, l × n è
n × m äëÿ îïåðàöèè ⊗ , âûïîëíåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàöèé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

{A⊕B}ij = aij ⊕ bij è {A⊗B}ij =
n⊕

k=1

aik ⊗ bkj.

Â (max,+)-àëãåáðå îïðåäåëåíû òàêæå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû
íà ñêàëÿð è ñëîæåíèÿ ìàòðèöû è ñêàëÿðà. Òàê äëÿ ëþáîãî λ ∈ R è
ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà l × n

{λ⊕ A}ij = λ⊕ aij è {λ⊗ A}ij = λ⊗ aij.

Ìàòðèöà E , âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ε, ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕, à ìàòðèöà E ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíû-
ìè 0 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è ε � âíå åå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó:

E =




ε . . . ε
... . . . ...
ε . . . ε


 è E =




0 ε
. . .

ε 0


 .
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Ïóñòü A 6= E � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Êàê îáû÷íî, ïîëîæèì A⊗0 = E

è A⊗k = A⊗ A⊗(k−1) = A⊗(k−1) ⊗ A äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 1.
Îïåðàöèè ⊕ è ⊗ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, ò.å. èç íåðà-

âåíñòâ äëÿ ìàòðèö A ≤ C è B ≤ D ñëåäóþò íåðàâåíñòâà A⊕B ≤ C⊕D

è A⊗B ≤ C ⊗D. Ýòî ñëåäóåò èç

{A⊕B}ij = aij ⊕ bij ≤ cij ⊕ bij ≤ cij ⊕ dij = {C ⊕D}ij,

{A⊗B}ij =
n⊕

k=1

aik ⊗ bkj ≤
n⊕

k=1

cij ⊗ bij ≤
n⊕

k=1

cij ⊗ dij = {C ⊗D}ij.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ðàç-
ìåðà n× n:

1) E ⊗ A = A⊗ E = A,

2) E ⊕ A = A⊕ E = A,

3) E ⊗ A = A⊗ E = E .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , n è ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà
n× n:

{E ⊗ A}ij = 0⊗ aij = aij ⊗ 0 = {A⊗ E}ij = aij,

{E ⊕ A}ij = ε⊕ aij = aij ⊕ ε = {A⊕ E}ij = aij,

{E ⊗ A}ij = ε⊗ aij = aij ⊗ ε = {A⊗ E}ij = ε.

Ïðåäñòàâèì çäåñü òàêæå åùå ðÿä ñâîéñòâ. Òàê äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö
A = (aij) è B = (bij) ðàçìåðà n× n ñïðàâåäëèâî

A⊕B = B ⊕ A.

Äåéñòâèòåëüíî,

{A⊕B}ij = aij ⊕ bij = bij ⊕ aij = {B ⊕ A}ij.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ìàòðèö
A = (aij), B = (bij) è C = (cij) , ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî
l × n, n×m è n×m, ñïðàâåäëèâî

A⊗ (B ⊕ C) = (A⊗B)⊕ (A⊗ C) .
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Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè èç ñêàëÿðíîé (max,+)-
àëãåáðû, ïîëó÷èì

{A⊗ (B ⊕ C)}ij =
n⊕

k=1

aik ⊗ (bkj ⊕ ckj)

=

(
n⊕

k=1

aik ⊗ bkj

)
⊕

(
n⊕

k=1

aik ⊗ ckj

)
= (A⊗B)⊕ (A⊗ C) .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáûõ òðåõ ìàòðèö A = (aij), B = (bij) è C = (cij) ,
ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî l× n, l× n è n×m, ñïðàâåäëèâî

(A⊕B)⊗ C = (A⊗ C)⊕ (B ⊗ C) .

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A =

(aij) è B = (bij) , ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî l × n è n×m,
à âñå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû èëè ðàâíû ε. Òîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû
C = A ⊗ B ðàçìåðíîñòè l × m îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì. Äåéñòâè-
òåëüíî, ýòî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê

cij = {A⊗B}ij =
n⊕

k=1

aik ⊗ bkj,

à äëÿ ëþáûõ i = 1, . . . , l è j = 1, . . . , m çíà÷åíèå aik ⊗ bkj, ãäå k =

1, . . . , n íåîòðèöàòåëüíî ëèáî ðàâíî ε.
Ïðîâåäÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A = (aij) è

B = (bij) ðàçìåðà l × n , ýëåìåíòû êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíû èëè ðàâíû
ε, ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû C = A⊕B ðàçìåðíîñòè n× n . Îíè òàêæå íåîòðèöàòåëüíû ëèáî
ðàâíû ε.

Îòñþäà ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâî î òîì, ÷òî åñëè ýëåìåí-
òû èñõîäíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ íåîòðèöàòåëüíû ëèáî ðàâíû ε, òî ïðè
ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèÿõ (⊕ è ⊗ ) ìåæäó òàêèìè ìàòðèöàìè è âåêòîðà-
ìè (åñëè îíè âîçìîæíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçìåðíîñòåé äàííûõ ìàòðèö è
âåêòîðîâ), ýëåìåíòû ïîëó÷àþùèõñÿ ìàòðèö è âåêòîðîâ îáëàäàþò îïè-
ñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè (òî åñòü íåîòðèöàòåëüíû ëèáî ðàâíû ε ).
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1.5 Ìàòðèöà ñìåæíîñòåé îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â
(max,+)-àëãåáðå è åå ñâîéñòâà

Ðàññìîòpèì ïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A = (aij) ðàçìåðà n×
n ñ ýëåìåíòàìè èç R. Çàìåòèì, ÷òî îíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ìàòðèöà ñìåæíîñòè íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (ñì., íàïðèìåð,
[33, 57]). Ýëåìåíò aij 6= ε óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå äóãè (i, j) â ãðà-
ôå, à aij = ε � íà åå îòñóòñòâèå.

Âû÷èñëèì ìàòðèöó A⊗2 = A⊗A è îáîçíà÷èì ÷åðåç a
⊗(2)
ij åå ýëåìåíòû.

a
⊗(2)
ij 6= ε òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí

ïóòü èç óçëà i â óçåë j, êîòîðûé ñîäåðæèò äâå äóãè. Àíàëîãè÷íî, äëÿ
ëþáîãî öåëîãî k > 0, ìàòðèöà A⊗k èìååò ýëåìåíò a

⊗(k)
ij 6= ε òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû k èç óçëà i â óçåë j.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

a
⊗(k)
ij =

n⊕
i1,...,i(k−1)=1

aii1 ⊗ ai1i2 ⊗ · · · ⊗ ai(k−1)j
6= ε,

òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ {i1, . . . , i(k−1)},
äëÿ êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû aii1, ai1i2, . . . , ai(k−1)j

äëÿ ìàòðèöû A íå ðàâíû
ε. Îòñþäà ñëåäóåò íàëè÷èå ïóòè èç óçëà i â óçåë j äëèíû k ÷åðåç óçëû
ñîîòâåòñòâóþùèå âûäåëåííûì èíäåêñàì.

Ïpåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå A, ÿâëÿåòñÿ àöèê-
ëè÷åñêèì. Èç âûøå ïðåäñòàâëåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî A⊗k = E
äëÿ ëþáîãî k > r, ãäå r � äëèíà íàèáîëüøåãî ïóòè â ãðàôå. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå A ãðàô èìååò öèêë, òî
A⊗k 6= E äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . ..

Ïðèìåð 1

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâå ìàòðèöû íà ðèñ.1 è ðèñ.2, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû ñìåæíîñòåé ïðåäñòàâëåííûõ ðÿäîì ñ íè-
ìè îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Íà ðèñ.1 ãðàô íå èìååò öèêëîâ è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà ñìåæíîñòè öèêëè÷íà. Äëèíà íàèáîëüøåãî ïóòè â
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äàííîì ãðàôå ðàâíà 2. Îòñþäà äîëæíî âûïîëíÿòñÿ óñëîâèå A⊗k = E äëÿ
âñåõ k > 2, ÷òî äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî. Â âòîðîì æå ãðàôå èìååòñÿ
öèêë {2, 3, 4, 2, . . .} èç ÷åãî ñëåäóåò A⊗k 6= E äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . ..

A =




ε 0 ε ε 0

ε ε 0 0 ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε




e1¡
¡¡µ

@
@@R

e2¡
¡¡µ

@
@@R

e5

e3

e4

Ðèñ.1.

A =




ε 0 ε ε ε

ε ε 0 ε ε

ε ε ε 0 0

ε 0 ε ε ε

ε ε ε ε ε




e1 - e2¡
¡¡µ

e3 -

?

e5

e4@
@@I

Ðèñ.2.

1.6 Óðàâíåíèå x = A⊗ x⊕ b è åãî ðàçðåøèìîñòü

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåÿâíîå îòíîñèòåëüíî x = (x1, . . . , xn)
T óðàâíåíèå

ñëåäóþùåãî âèäà:
x = A⊗ x⊕ b, (1.1)

ãäå A = {aij}n
i,j=1 è b = (b1, . . . , bn)

T ñîîòâåòñòâåííî (n×n)-ìàòðèöà è n-
âåêòîp. Çíàíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî x

èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè äèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñåòåé, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû â äàëüíåéøåì. Ñëåäyþùàÿ
ëåììà îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ÿâíîå ðåøåíèå (1.1)
è åãî âèä (ñì., íàïðèìåð, [1, 47]):

Ëåììà 1 Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A è âåêòîðà b ëèáî ïîëîæè-
òåëüíû, ëèáî ðàâíû ε . Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå x ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé

14



ìàòðèöå A , ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò, îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x = (E ⊕ A)⊗r ⊗ b,

ãäå r � äëèíà íàèáîëüøåãî ïóòè â ãðàôå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû íà÷íåì ñ ïîäñòàíîâêè x èç
óðàâíåíèÿ (1.1) â åãî ïðàâóþ ÷àñòü. Ïðîäåëàåì òàêóþ îïåðàöèþ k ðàç:

x = A⊗ x⊕ b = A⊗(k+1) ⊗ x⊕ (
E ⊕ A⊕ · · · ⊕ A⊗k

)⊗ b,

ãäå äëÿ ìàòðèöû A , ñîîòâåòñòâóþùåé àöèêëè÷åñêîìó ãðàôó (è òîëüêî
äëÿ òàêîé ìàòðèöû) A(k+1) = E äëÿ âñåõ k ≥ r. C ó÷åòîì òîãî, ÷òî

(
E ⊕ A⊕ · · · ⊕ A⊗k

)
= (E ⊕ A)⊗k

ïîëó÷àåì óòâåðæäàåìîå â ëåììå. ¥

Ïðèìåð 2

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çäåñü íåÿâíîå îòíîñèòåëüíî x óðàâíå-
íèå âèäà (1.1) ñ ìàòðèöåé A è âåêòîðîì b ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ.3.

A =




ε 10 5 ε 5

ε ε 4 9 ε

ε ε ε 5 12

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε




, b =




7

2

ε

9

1




,

Ðèñ.3.

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî ëåììå 1, òàê êàê ãðàô
ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå A è ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.4 ÿâëÿåòñÿ àöèê-
ëè÷åñêèì, à äëèíà åãî íàèáîëüøåãî ïóòè ðàâíà 3 (îí ïðîõîäèò ÷åðåç
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âåðøèíû 1, 2, 3 è 4).

e1¡
¡

¡
¡¡µ

-
@

@
@

@@R

e2
@

@
@

@@R?e3 e4-

e5

Ðèñ.4.

Òîãäà ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = (E ⊕ A)⊗3 ⊗ b,

ãäå

(E ⊕ A)⊗3 =




0 10 14 19 26

ε 0 4 9 16

ε ε 0 5 12

ε ε ε 0 ε

ε ε ε ε 0




.

Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå çàïèøåòñÿ êàê x = (27, 18, 14, 9, 1)T .
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Ãëàâà 2

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü ñåòè ñ
î÷åðåäÿìè

2.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ

Ðàññìîòðèì ñåòü (ñì., íàïðèìåð, [1, 57]), ñîñòîÿùóþ èç n óçëîâ, â êàæ-
äîì èç êîòîðûõ èìååòñÿ îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî è î÷åðåäü. Òîïî-
ëîãèÿ ñåòè îïèñûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì G =

(N,A), ãäå N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óçëàì ñåòè, à A = {(i, j)} ⊂ N × N � ìíîæåñòâî äóã ãðàôà,
îïðåäåëÿþùèõ ìàðøðóòû äâèæåíèÿ òðåáîâàíèé.

Äëÿ ëþáîãî óçëà i ∈ N îïðåäåëèì ìíîæåñòâà óçëîâ

P(i) = {j| (j, i) ∈ A}, S(i) = {j| (i, j) ∈ A}.

Êàæäûé óçåë i, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ P(i) = ∅, ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê èñòî÷íèê áåñêîíå÷íîãî ïîòîêà òðåáîâàíèé, ïîñòóïàþùèõ â ñåòü. Òðå-
áîâàíèÿ âûâîäÿòñÿ èç ñåòè ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ â óçëàõ i, äëÿ êîòîðûõ
S(i) = ∅. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå îáñëóæèâàþùèå óñòðîéñòâà
ñåòè ñâîáîäíû, î÷åðåäü òðåáîâàíèé â êàæäîì óçëå-èñòî÷íèêå èìååò áåñ-
êîíå÷íóþ äëèíó, à î÷åðåäè âñåõ ïðî÷èõ óçëîâ i ñîäåðæàò ri òðåáîâàíèé,
ãîòîâûõ ê îáñëóæèâàíèþ, ãäå 0 ≤ ri ≤ ∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τik ïðîäîëæèòåëüíîñòü, à ÷åðåç xi(k) � ìîìåíò âðå-
ìåíè çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ k-ãî òðåáîâàíèÿ â óçëå i. Âpåìÿ ïðèõîäà
k-îãî òðåáîâàíèÿ â î÷åðåäü i-îãî óçëà ñåòè îáîçíà÷èì êàê ai(k). Ïðåä-
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ïîëàãàåòñÿ, ÷òî τik � çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è
E[τik] < ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, è k = 1, 2, . . . Ïðè óñëîâèè, ÷òî ñåòü íà-
÷èíàåò ôóíêöèîíèðîâàòü â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè, ïîëîæèì xi(0) = 0

è xi(k) = ε äëÿ âñåõ k < 0, i = 1, . . . , n.
Òîãäà, èç ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé, äèíàìèêà ëþáîãî óçëà ìî-

æåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ

xi(k) = τik ⊗ ai(k)⊕ τik ⊗ xi(k − 1).

Ââîäÿ ñëåäóþùèå âåêòîðà:

a(k) =




a1(k)
...

an(k)


 , x(k) =




x1(k)
...

xn(k)


 ,

è äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

Tk =




τ1k ε
. . .

ε τnk




ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âåêòîðíîé ôîðìå

x(k) = Tk ⊗ a(k)⊕ Tk ⊗ x(k − 1). (2.1)

2.2 Ìîäåëè ñåòåé ñ îïåðàöèÿìè ñèíõðîíèçàöèè

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññû îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â óçëàõ
ñåòè óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì ïî ñèíõðîíèçàöèè (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, 57]). Ìåõàíèçìû ñèíõðîíèçàöèè ðåàëèçóþòñÿ ïðè ïîìîùè
âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàöèé "îáúåäèíåíèÿ"(join) è "ðàçúåäèíåíèÿ"(fork),
êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â óçëàõ ñîîòâåòñòâåííî äî è ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ. Âûïîëíåíèå îïåðàöèè "îáúåäèíåíèÿ"â óçëå i ñîñòîèò â òîì,
÷òî òðåáîâàíèå íå ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê î÷åðåäè äî òåõ ïîð, ïîêà â óçåë íå
ïîñòóïèò ïî îäíîìó òðåáîâàíèþ èç êàæäîãî óçëà j ∈ P(i). Óêàçàííûå
òðåáîâàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ â îäíî, êîòîðîå çàòåì ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê î÷å-
ðåäè òðåáîâàíèé, îæèäàþùèõ îáñëóæèâàíèÿ â óçëå i.
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Îïåðàöèÿ "ðàçúåäèíåíèÿ"â óçëå i âûïîëíÿåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà çà-
âåðøàåòñÿ îáñëóæèâàíèå î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ. Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå
çàìåíÿåòñÿ íà íîâûå òðåáîâàíèÿ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó óçëîâ
ìíîæåñòâà S(i). Çàòåì íîâûå òðåáîâàíèÿ îäíîâðåìåííî ïîêèäàþò óçåë
i è íàïðàâëÿþòñÿ ïî îäíîìó â êàæäûé èç óçëîâ j ∈ S(i). Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî îïåðàöèè "îáúåäèíåíèÿ"è "ðàçúåäèíåíèÿ", à òàêæå ïåðåìåùåíèå
òðåáîâàíèé â ñåòè îò óçëà ê óçëó îñóùåñòâëÿþòñÿ ìãíîâåííî.

Ñîõðàíÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ îïèñàííûå âûøå ( τik è xi(k)

åñòü ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëæèòåëüíîñòü è ìîìåíò âðåìåíè çàâåðøåíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ k-ãî òðåáîâàíèÿ â óçëå i, ïðè÷åì τik � çàäàííûå íåîòðè-
öàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ãäå E[τik] < ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n,
è k = 1, 2, . . . ). Ñåòü íà÷èíàåò ôóíêöèîíèðîâàòü â íóëåâîé ìîìåíò âðå-
ìåíè, xi(0) = 0 è xi(k) = ε äëÿ âñåõ k < 0, i = 1, . . . , n. Îòñþäà,
ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé îãðàíè÷åíèé ïî ñèíõðîíèçàöèè, âðåìÿ ïðèõîäà
k-îãî òðåáîâàíèÿ â î÷åðåäü i-îãî óçëà ñåòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ai(k) =





⊕

j∈P(i)

xj(k − ri), åñëè P(i) 6= ∅,

ε, åñëè P(i) = ∅.
Ïîëàãàÿ M = max{ri| ri < ∞, i = 1, . . . , n}, ìîæíî çàïèñàòü

ai(k) =
M⊕

m=0

n⊕
j=1

gm
ji ⊗ xj(k −m),

ãäå gm
ij îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

gm
ij =

{
0, åñëè i ∈ P(j) è m = rj,

ε, èíà÷å.

Ââåäåì ìàòðèöó Gm =
(
gm

ij

)
äëÿ êàæäîãî m = 0, 1, . . . , M , êîòîðàÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà Gm = (N,Am), ãäå Am =

{(i, j)| i ∈ P(j), rj = m}.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö Gm ïîëó÷èì

a(k) =
M⊕

m=0

GT
m ⊗ x(k −m),
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ãäå GT
m îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ïî îòíîøåíèþ ê Gm.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ a(k) â óðàâíåíèå (2.1), ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó óðàâíåíèþ

x(k) = Tk ⊗GT
0 ⊗ x(k)⊕ Tk ⊗ x(k − 1)⊕ Tk ⊗

M⊕
m=1

GT
m ⊗ x(k −m).

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, [22, 57]).

Òåîpåìà 1 Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñåòè ãðàô, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ìàòðèöå G0 , ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì. Òîãäà óðàâíåíèå (2.2) ìî-
æåò áûòü ðåøåíî îòíîñèòåëüíî x(k) â ÿâíîì âèäå:

x(k) =
M⊕

m=1

Am(k)⊗ x(k −m), (2.2)

ïðè ýòîì ìàòðèöû Am îïðåäåëÿþòñÿ êàê

A1(k) = (E ⊕ Tk ⊗GT
0 )⊗r ⊗ Tk ⊗ (E ⊕GT

1 ),

Am(k) = (E ⊕ Tk ⊗GT
0 )⊗r ⊗ Tk ⊗GT

m,

m = 2, . . . , M,

ãäå r � äëèíà íàèáîëüøåãî ïóòè â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìàòðèöà Tk � äèàãîíàëüíàÿ, òî ãðàô, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ìàòðèöå Tk ⊗ GT

0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì (ýëåìåí-
òû, ðàâíûå ε â GT

0 òàêæå ðàâíû ε â ìàòðèöå Tk ⊗ GT
0 ). Òîãäà ìîæåì

ïðèìåíèòü ëåììó 1 c ìàòðèöåé

A = Tk ⊗GT
0

è âåêòîðîì

b = Tk ⊗ x(k − 1)⊕ Tk ⊗
M⊕

m=1

GT
m ⊗ x(k −m),

îòêóäà ïîëó÷àåì

x(k) = (E ⊕ A)⊗r ⊗ b
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=
(
E ⊕ Tk ⊗GT

0
)⊗r⊗

(
Tk ⊗ x(k − 1)⊕ Tk ⊗

M⊕
m=1

GT
m ⊗ x(k −m)

)

=
(
E ⊕ Tk ⊗GT

0
)⊗r⊗

(
(Tk ⊕GT

1
)⊗ x(k − 1)⊕ Tk ⊗

M⊕
m=2

GT
m ⊗ x(k −m)

)

=
M⊕

m=1

Am(k)⊗ x(k −m).

¥

Ïðèìåð 3
Êàê ïðèìåð ðàññìîòðèì ìîäåëü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.5 (â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ óêàçàíî êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â óçëàõ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè).

h
1

{∞}
¡

¡
¡

¡¡µ

@
@

@
@@R

h
2

{0}@
@

@
@@R

¡
¡

¡
¡¡µ

h
4

{2}
-

h
3

{2}
-

h
5

{0}
-

Ðèñ.5.

Íåÿâíîå óðàâíåíèå (2.2) äëÿ ýòîé ìîäåëè çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

x(k) = Tk ⊗
(
GT

0 ⊗ x(k)⊕⊗x(k − 1)⊕⊗GT
2 ⊗ x(k − 2)

)
,

ãäå

G0 =




ε 0 ε ε ε

ε ε ε ε 0

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε




, G2 =




ε ε ε 0 ε

ε ε 0 ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε




.
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Îòñþäà äàííîå ypàâíåíèå ìîæåò áûòü påøåíî îòíîñèòåëüíî x(k) â ÿâ-
íîì âèäå:

x(k) = A1(k)⊗ x(k − 1)⊕ A2(k)⊗ x(k − 2),

ãäå ïåðâàÿ ìàòðèöà åñòü

A1 =




τ1k ε ε ε ε

τ1k⊗τ2k τ2k ε ε ε

ε ε τ3k ε ε

ε ε ε τ4k ε

τ1k⊗τ2k⊗τ5k τ2k⊗τ5k ε ε τ5k




,

à âòîðàÿ ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A2 =




ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

τ1k⊗τ2k τ2k ε ε ε

τ1k ε ε ε ε

ε ε ε ε ε




.

2.3 ×àñòíûé êëàññ ñåòåé ñ îïåðàöèÿìè ñèíõðîíèçà-
öèè

Ðàññìîòðèì ñåòü, àíàëîãè÷íóþ ïðåäñòàâëåííîé âûøå, íî ñ óñëîâèåì, ÷òî
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå îáñëóæèâàþùèå óñòðîéñòâà ñåòè ñâî-
áîäíû, î÷åðåäü òðåáîâàíèé â êàæäîì óçëå-èñòî÷íèêå èìååò áåñêîíå÷íóþ
äëèíó, à î÷åðåäè âñåõ ïðî÷èõ óçëîâ íå ñîäåðæàò òðåáîâàíèé (ñì., íàïðè-
ìåð, [22, 20]).

Òîãäà, èç óñëîâèÿ àöèêëè÷íîñòè ãðàôà ñåòè è ïî ëåììå 1, äèíàìèêà
ñåòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (2.2) è ïðèìåò
ñëåäóþùèé âèä:

x(k) = A(k)⊗ x(k − 1), (2.3)

ñ ìàòðèöåé
A(k) = (E ⊕ Tk ⊗GT )⊗r ⊗ Tk, (2.4)
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ãäå G = (gij) � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

gij =

{
0, åñëè i ∈ P(j),

ε, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
à r � äëèíà íàèáîëüøåãî ïóòè â ãðàôå ñåòè G.

Ïðèìåð 4

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñåòü ñ n = 4 óçëàìè, ïðåäñòàâëåííóþ
âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé G íà ðèñ. 6 (íà ðèñóíêå íå óêàçû-
âàåòñÿ êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â óçëàõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òàê
êàê ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçíà÷àëüíî â óçëå-èñòî÷íèêå ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷-
íûé ïîòîê òðåáîâàíèé, à â îñòàëüíûõ óçëàõ òðåáîâàíèÿ îòñóòñòâóþò).

h
1

¡
¡¡µ

@
@@R

h
2

@
@@R

h
3

¡
¡¡µ

h
4

- h
5

- G =




ε 0 0 ε ε

ε ε ε 0 ε

ε ε ε 0 ε

ε ε ε ε 0

ε ε ε ε ε




Ðèñ.6.

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ãðàôà ñåòè äëèíà íàèáîëüøåãî ïóòè r = 3, â óðàâ-
íåíèè (2.3):

x(k) = (E ⊕ Tk ⊗GT )⊗3 ⊗ Tk ⊗ x(k − 1)

ìàòðèöà (2.4) ïðèíèìàåò âèä

A(k) =




τ1k ε ε ε ε

τ1k⊗τ2k τ2k ε ε ε

τ1k⊗τ3k ε τ3k ε ε

τ1k⊗(τ2k⊕τ3k)⊗τ4k τ2k⊗τ4k τ3k⊗τ4k τ4k ε

τ1k⊗(τ2k⊕τ3k)⊗τ4k⊗τ5k τ2k⊗τ4k⊗τ5k τ3k⊗τ4k⊗τ5k τ4k⊗τ5k τ5k




.
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2.4 Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáî÷åãî öèêëà ñåòè èç ÷àñòíîãî
êëàññà

Èòàê, ìû èìååì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà çàâåðøåíèÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ k-ûõ òðåáîâàíèé â óçëàõ ñåòè. Âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàòîðîì,
ñâîéñòâà êîòîðîãî áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåé ãëàâå:

äëÿ ∀A = {aij}m,n
i,j=1 ‖A‖ =

⊕
ij

aij.

Ïîëîæèì âðåìÿ îêîí÷àíèÿ k-îãî öèêëà ñåòè êàê ‖x(k)‖. Èíûìè ñëîâà-
ìè, k-ûé ðàáî÷èé öèêë ñåòè çàâåðøàåòñÿ ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
k-ûõ òðåáîâàíèé âî âñåõ óçëàõ äàííîé ñåòè. Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû lim

k→∞
⊗k
√
‖x(k)‖ = lim

k→∞
1
k‖x(k)‖,

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñðåäíåå âðåìÿ ðàáî÷åãî öèêëà. Èç (2.3) èìååì
äëÿ ÷àñòíîãî êëàññà ñåòè ñ îïåðàöèÿìè ñèíõðîíèçàöèè:
⊗k
√
‖x(k)‖ = ⊗k

√
‖A(k)⊗ x(k − 1)‖ = ⊗k

√
‖A(k)⊗ · · · ⊗ A(1)⊗ x(0)‖,

à ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

Ak = A(k)⊗ · · · ⊗ A(1), (2.5)

ïîëó÷èì
⊗k
√
‖x(k)‖ = ⊗k

√
‖Ak‖. (2.6)

Äåéñòâèòåëüíî, (2.6) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

‖x(k)‖ =
⊕

i

xi(k) =
⊕

i

⊕
j

{Ak}ij ⊗ xj(0)

=
⊕

i

⊕
j

{Ak}ij ⊗ 0 =
⊕

ij

{Ak}ij = ‖Ak‖.

Âñòàåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè èëè îöåíêå âåëè÷èíû

lim
k→∞

⊗k
√
‖x(k)‖ = lim

k→∞
⊗k
√
‖Ak‖. (2.7)

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî â [47], ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáî÷åãî öèêëà ìîæíî
îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖E [T ] ‖ ≤ lim
k→∞

⊗k
√
‖x(k)‖ ≤ E‖T ‖, (2.8)
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à â ðàáîòå [65] ïîëó÷åíî òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû äëÿ ëèíåéíûõ
ñåòåé (ðèñ.7), ðàâíîå íèæíåé îöåíêå â (2.8).

h
1

- h
2

- - h
n

-

Ðèñ.7.

Èòàê, äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáî÷åãî öèêëà ëèíåéíîé ñåòè èç ðàññìàò-
ðèâàåìîãî êëàññà ñïðàâåäëèâî

lim
k→∞

⊗k
√
‖x(k)‖ = ‖E [T ] ‖. (2.9)

Ýòîò ðåçóëüòàò � îäèí èç ïðèìåðîâ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè èç îïèñàííîãî âûøå êëàññà. Äàëåå áóäåò ïîêàçà-
íî, ÷òî ýòî íå åäèíñòâåííîå ïðèìåíåíèå àïïàðàòà äàííîé èäåìïîòåíòíîé
àëãåáðû ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè.
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Ãëàâà 3

Ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû â
(max,+)-àëãåáðå è èõ ñâîéñòâà

3.1 Îïðåäåëåíèå ÷åòûðåõ îïåðàòîðîâ

Ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðà, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì
â äàëüíåéøåì (ñì., íàïðèìåð, [52, 53, 63, 64]). Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A =

(aij) ðàçìåðà m× n:

µ1(A) =





ε, åñëè min
i

⊕
j

aij = ε,

min
ij
{aij | aij 6= ε}, èíà÷å;

µ2(A) =





ε, åñëè min
j

⊕
i

aij = ε,

min
ij
{aij | aij 6= ε}, èíà÷å;

µ(A) =





ε, åñëè min
i

{
⊕
j

aij ,
⊕
j

aji

}
= ε,

min
ij
{aij | aij 6= ε}, èíà÷å;

‖A‖ =
⊕

ij

aij.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà m × n îïåðàòîð µ1(A) = ε òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ñòðîêà, âñå
ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ε; îïåðàòîð µ2(A) = ε òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñòîëáåö, âñå ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî ðàâíû ε; îïåðàòîð µ(A) = ε òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñòîëáåö èëè ñòðîêà, âñå
ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû ε; îïåðàòîð ‖A‖ = ε òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ìàòðèöå A âñå ýëåìåíòû ðàâíû ε (òî åñòü A = E). Îïåðàòîð µ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ(A) = min {µ1(A), µ2(A)} èëè µ(A) = ⊗2
√

µ1(A)⊗ µ2(A),

ãäå ⊗k
√ åñòü êîðåíü k-îé ñòåïåíè â (max,+)-àëãåáðå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

îáû÷íîé îïåðàöèè äåëåíèÿ íà k ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 5

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòðèöû íà ðèñ.8, ðèñ.9 è ðèñ.10. Âñå
ýëåìåíòû âòîðîãî ñòîëáöà â ìàòðèöå íà ðèñ.9 ðàâíû ε èç ÷åãî ñëåäóåò,
÷òî µ(A) = µ2(A) = ε. Íà ðèñ.10 âñå ýëåìåíòû òðåòüåé ñòðîêè è âòîðîãî
ñòîëáöà ìàòðèöû A ðàâíû ε, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî µ(A) = µ1(A) =

µ2(A) = ε.

A =




5 4 ε 7

ε 3 ε 2

2 ε 3 ε

1 6 ε 3

ε ε 4 ε




,

µ1(A) = a41 = 1,

µ2(A) = a41 = 1,

µ(A) = a41 = 1.

‖A‖ = a14 = 7,

Ðèñ.8.

A =




ε ε 4 2

ε ε 9 ε

4 ε ε ε

ε ε 5 ε

2 ε 6 0




,

µ1(A) = a54 = 0,

µ2(A) = ε,

µ(A) = ε.

‖A‖ = a23 = 9,

Ðèñ.9.
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A =




ε ε 4 8

5 ε 3 0

ε ε ε ε

ε ε 5 ε

3 ε ε 0




,

µ1(A) = ε,

µ2(A) = ε,

µ(A) = ε.

‖A‖ = a14 = 8,

Ðèñ.10.

3.2 Îáû÷íûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ â (max,+)-àëãåáðå

Äàëåå óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ îïåðàòîðàìè, îïðåäå-
ëåííûìè âûøå. Çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ äëÿ îïåðàòîðîâ µ1

è µ2 ñîâïàäàþò, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì óïîìèíàòü îòëè÷èÿ
â ñâîéñòâàõ (èëè â ðàññóæäåíèÿõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ñâîéñòâ) äëÿ
âòîðîãî èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ëèøü òîãäà, êîãäà îíè ñóùåñòâóþò. Òàê äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâî

1) ‖A‖ ≥ µ1(A) ≥ µ(A).

Äåéñòâèòåëüíî, ‖A‖ = ε òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = E , à èíà÷å
çíà÷åíèå îïåðàòîðà ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ýëåìåíòó ìàòðèöû. µ(E) =

µ1(E) = ε, à èíà÷å çíà÷åíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ ðàâíî ε èëè ìèíèìàëüíîìó
ýëåìåíòó ìàòðèöû, îòëè÷íîìó îò ε. Óñëîâèå, ïðè êîòîðîì µ1(A) = ε,
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ óñëîâèÿ ïðè êîòîðîì µ(A) = ε, èç ÷åãî ñëåäóåò µ1(A) ≥
µ(A).

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A = (aij) è B = (bij) ðàçìåðà n × n ñïðà-
âåäëèâî

2) ‖A‖ ≤ ‖A⊕B‖ ≤ ‖A‖ ⊕ ‖B‖.
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , n:

aij ≤ aij ⊕ bij ≤
⊕

ij

aij ⊕ bij = ‖A⊕B‖

è òîãî, ÷òî

{A⊕B}ij = aij ⊕ bij ≤
⊕

ij

aij ⊕
⊕

ij

bij = ‖A‖ ⊕ ‖B‖.
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Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A = (aij) è B = (bij), ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâåííî l × n è n×m, ñïðàâåäëèâî

3) ‖A⊗B‖ ≤ ‖A‖ ⊗ ‖B‖.
Òðåòüå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîèçâåäåíèÿ â (max,+)-àëãåáðå ìàòðèö A è B,
ñïðàâåäëèâî

{A⊗B}ij =
n⊕

k=1

aik ⊗ bkj ≤
⊕

ij

aij ⊗
⊕

ij

bij = ‖A‖ ⊗ ‖B‖.

Â äîïîëíåíèå ê âûøåñêàçàííîìó âûïîëíÿåòñÿ

4) ‖A⊗B‖ ≥ ‖A‖ ⊗ µ1(B) ≥ ‖A‖ ⊗ µ(B).

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå íåðàâåíñòâî â ñâîéñòâå 4 (âòîðîå íåðàâåíñòâî áó-
äåò ñëåäîâàòü èç ðàññóæäåíèé ïðèâåäåííûõ âûøå äëÿ ñâîéñòâà 1) äîêà-
çûâàåòñÿ, ê ïðèìåðó, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ai0j0 = ‖A‖. Òîãäà
‖A⊗B‖ =

⊕

ijk

aik ⊗ bkj ≥
⊕

j

ai0j0 ⊗ bj0j = ‖A‖ ⊗
⊕

j

bj0j ≥ ‖A‖ ⊗ µ1(B).

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä âîçìîæåí â ñëåäñòâèè òîãî, ÷òî åñëè bj0j = ε äëÿ
âñåõ j = 1, . . . , n, òî µ1(B) = ε ïî îïðåäåëåíèþ ýòîãî îïåðàòîðà (òàê
êàê â ìàòðèöå ñóùåñòâóåò ñòðîêà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ε ). Äëÿ
îïåðàòîðà µ2 ñâîéñòâî 4 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖A⊗B‖ ≥ µ2(A)⊗ ‖B‖ ≥ µ(A)⊗ ‖B‖,
äëÿ êîòîðîãî äîêàçàòåëüñòâî ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî bi0j0 = ‖B‖, âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖A⊗B‖ =
⊕

ijk

aik ⊗ bkj ≥
⊕

i

aii0 ⊗ bi0j0 =
⊕

i

aii0 ⊗ ‖B‖ ≥ µ2(A)⊗ ‖B‖.

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä âîçìîæåí â ñëåäñòâèè òîãî, ÷òî åñëè aii0 = ε äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , n, òî µ2(A) = ε ïî îïðåäåëåíèþ ýòîãî îïåðàòîðà (òàê
êàê â ìàòðèöå ñóùåñòâóåò ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû ε ). Èç
ñâîéñòâà 4 íàïðÿìóþ ñëåäóåò:

5) ‖Ak‖ ≥ µ1(A)⊗ ‖Ak−1‖ ≥ µ(A)⊗ ‖Ak−1‖.
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Ïðèìåð 6

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòðèöû A è B èçîáðàæåííûå íà
ðèñ.11.

A =




ε 4 4 1 3

6 ε 3 2 ε

ε 7 ε ε ε

ε ε 5 ε ε

3 ε ε 1 6




, B =




2 ε 4 3 8

ε ε 3 2 ε

ε ε 5 ε ε

ε ε 5 ε 2

1 ε ε ε 6




.

Ðèñ.11.

Äëÿ ýòèõ ìàòðèö ñâîéñòâà, ïðåäñòàâëåííûå âûøå, áóäóò âûãëÿäåòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

‖A‖ = 7 ≥ µ1(A) = 2 ≥ µ(A) = ε,

‖A‖ = 7 ≤ ‖A⊕B‖ = 8 ≤ ‖A‖ ⊕ ‖B‖ = 17,

‖A⊗B‖ = 14 ≤ ‖A‖ ⊗ ‖B‖ = 15,

‖A⊗B‖ = 14 ≥ ‖A‖ ⊗ µ1(B) = 8 ≥ ‖A‖ ⊗ µ(B) = ε,

‖A3‖ = 18 ≥ µ1(A)⊗ ‖A2‖ = µ(A)⊗ ‖A2‖ = 14,

ãäå

A2 =




10 11 7 6 9

ε 10 10 7 9

13 ε 7 9 ε

ε 12 ε ε ε

9 7 7 7 12




, A3 =




17 14 14 13 15

16 17 13 12 15

ε 17 17 14 16

18 ε 15 14 ε

15 14 13 12 18




,

A⊗B =




4 ε 9 6 9

8 ε 10 9 14

ε ε 10 9 ε

ε ε 10 ε ε

7 ε 7 6 12




.
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3.3 Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ â (max,+)-
àëãåáðå

Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A = (aij) � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E[A] ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A

ïóòåì çàìåíû åå ýëåìåíòîâ íà èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïðè óñëîâèè,
÷òî Eε = ε. Áóäåì â äàëüíåéøåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö ìîãóò
ïðèíèìàòü ëèáî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ëèáî áûòü ðàâíû ε.

Òîãäà, íàðÿäó ñ îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ïðè-
âåäåííûìè âûøå, óêàæåì ðÿä âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ
ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Ïðîñòåéøèå èç íèõ ñëåäóþò èç ñâîéñòâ
óêàçàííûõ âûøå îïåðàòîðîâ è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ñïåðâà ðàñ-
ñìîòðèì ñâîéñòâà, íà êîòîðûå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ â ðÿäå äàëüíåéøèõ
äîêàçàòåëüñòâ.

Ëåììà 2 (ñì., íàïðèìåð, [2]) Åñëè Eξ ñóùåñòâóåò è g(x) � âûïóê-
ëàÿ âíèç ôóíêöèÿ, òî

g(Eξ) ≤ Eg(ξ).

Ñëåäñòâèå 1 Äëÿ ëþáûõ ξ è η òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eξ è Eη,
âûïîëíÿåòñÿ

E [ξ ⊕ η] ≥ Eξ ⊕ Eη.

à òàêæå

E [min (ξ, η)] ≤ min (Eξ, Eη) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. g(x) = |x| � âûïóêëàÿ âíèç, òî

E [ξ ⊕ η] = E max(ξ, η) = E

[
1

2
(ξ + η + |ξ − η|)

]

=
1

2
(Eξ + Eη + E|ξ − η|) ≥ 1

2
(Eξ + Eη + |Eξ − Eη|)

= max(Eξ, Eη) = Eξ ⊕ Eη.
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

E min(ξ, η) = E

[
1

2
(ξ + η − |ξ − η|)

]
=

1

2
(Eξ + Eη − E|ξ − η|)

≤ 1

2
(Eξ + Eη − |Eξ − Eη|) = min(Eξ,Eη).

Çàìåòèì, ÷òî èç ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé î òîì, ÷òî Eε = ε, ñëå-
äóåò, ÷òî ξ è η ìîãóò áûòü ðàâíû ε. Ïðè ýòîì, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
â óòâåðæäåíèè äàííîãî ñëåäñòâèÿ. ¥

Ñëåäñòâèå 2 Äëÿ ëþáûõ ξ1, . . . ξn òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eξi äëÿ
ëþáîãî i = 1, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ

E

[
n⊕

i=1

ξi

]
≥

n⊕

i=1

Eξi,

à òàêæå

E

[
n

min
i=1

ξi

]
≤

n
min
i=1

Eξi.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ ñëåäóåò èç ïðåäû-
äóùåãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2, òàê êàê ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùåå ïðå-
îáðàçîâàíèå:

E

[
n⊕

i=1

ξi

]
= E

[
ξn ⊕

n−1⊕

i=1

ξi

]
≥ E

[
n−1⊕

i=1

ξi

]
⊕ Eξn ≥ · · · ≥

n⊕

i=1

Eξi.

Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ ñëåäóåò òàêæå èç ïðåäûäóùåãî
ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2, òàê êàê ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùåå ïðåîáðà-
çîâàíèå:

E

[
n

min
i=1

ξi

]
= E

[
ξn ⊕

n−1
min
i=1

ξi

]
≤ E

[
n−1
min
i=1

ξi

]
⊕ Eξn ≤ · · · ≤

n
min
i=1

Eξi.

¥

Ëåììà 3 (ñì., íàïðèìåð, [2]) Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, g(x, y) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà åñëè g(x, y) ≥ 0

èëè Eg(x, y) êîíå÷íî, òî

Eg(ξ, η) = E[Eg(x, η)|x = ξ].
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Ñëåäñòâèå 3 Äëÿ ëþáûõ ξ è η òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eξ è Eη,
âûïîëíÿåòñÿ

E [ξ ⊕ η] ≥ E [ξ ⊕ Eη] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì g(x, y) = max(x, y). Òîãäà

E [ξ ⊕ η] = E max(ξ, η) = E[E max(x, η)|x = ξ]

≥ E[max(x,Eη)|x = ξ] = E max(ξ, Eη) = E [ξ ⊕ Eη] .

Çàìåòèì, ÷òî èç ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé î òîì, ÷òî Eε = ε, ñëå-
äóåò, ÷òî ξ è η ìîãóò áûòü ðàâíû ε. Ïðè ýòîì, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
â óòâåðæäåíèè äàííîãî ñëåäñòâèÿ. ¥

Ñëåäñòâèå 4 Äëÿ ëþáûõ ξ1, . . . ξn òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eξi (äëÿ
ëþáîãî i = 1, . . . , n ), è ëþáûõ η1, . . . ηm òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eηi

(äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , m ), âûïîëíÿåòñÿ

E

[(
n⊕

i=1

ξi

)
⊕

(
m⊕

i=1

ηi

)]
≥ E

[(
n⊕

i=1

ξi

)
⊕

(
m⊕

i=1

Eηi

)]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè èç ïðåäûäóùåãî ñâîé-
ñòâà. Òîãäà

E

[(
n⊕

i=1

ξi

)
⊕

(
n⊕

i=1

ηi

)]

= E

[
E

[(
n⊕

i=1

xi

)
⊕

(
m−1⊕
i=1

yi

)
⊕ηm

] ∣∣∣∣∣
xi = ξi, i = 1, . . . , n

yi = ηi, i = 1, . . . , (m− 1)

]

≥ E

[(
n⊕

i=1

xi

)
⊕

(
m−1⊕
i=1

yi

)
⊕Eηm

∣∣∣∣∣
xi = ξi, i = 1, . . . , n

yi = ηi, i = 1, . . . , (m− 1)

]

= E

[(
n⊕

i=1

ξi

)
⊕

(
m−1⊕
i=1

ηi

)
⊕Eηm

]
≥ · · · ≥ E

[(
n⊕

i=1

ξi

)
⊕

(
m⊕

i=1

Eηi

)]
.

¥
Äîêàæåì òàêæå åùå äâà ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 3.
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Ñëåäñòâèå 5 Äëÿ ëþáûõ ξ, η è ζ òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eξ, Eη

è Eζ, âûïîëíÿåòñÿ

E [ξ ⊕ η ⊗ ζ] ≥ E [ξ ⊕ η ⊗ Eζ] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì g(x, y + z) = max(x, y + z). Òîãäà

E [ξ ⊕ η ⊗ ζ] = E max (ξ, η ⊗ ζ) = E [E max (x, y + ζ) |x = ξ, y = η]

≥ E [max (x,E [y + ζ]) |x = ξ, y = η] = E [max (x, y + Eζ) |x = ξ, y = η]

= E max (ξ, η + Eζ) = E [ξ ⊕ η ⊕ Eζ] .

Çàìåòèì, ÷òî èç ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé î òîì, ÷òî Eε = ε,
ñëåäóåò, ÷òî ξ, ζ è ζ ìîãóò áûòü ðàâíû ε. ¥

Ñëåäñòâèå 6 Äëÿ ëþáûõ ξ1, . . . ξn òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eξi (äëÿ
ëþáîãî i = 1, . . . , n ), è ëþáûõ η1, . . . ηn òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò Eηi

(äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n ), âûïîëíÿåòñÿ

E

[
n⊕

i=1

ξi ⊗ ηi

]
≥ E

[
n⊕

i=1

ξi ⊗ Eηi

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 5.

E

[
n⊕

i=1

ξi ⊗ ηi

]
=E

[(
n−1⊕

i=1

ξi ⊗ ηi

)
⊕ ξn ⊗ ηn

]

≥E

[(
n−1⊕
i=1

ξi ⊗ ηi

)
⊕ (ξn ⊗ Eηn)

]
≥ · · · ≥ E

[
n⊕

i=1

ξi ⊗ Eηi

]
.

¥
Òåïåðü ðàññìîòðèì è äîêàæåì âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ñâÿçàííûå ñ

íàøèìè îïåðàòîðàìè. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñàìûå ïðîñòûå èç íèõ. Òàê
äëÿ ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñïðàâåäëèâî

1) E‖A‖ ≥ ‖EA‖.

Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå ñâîéñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïåðâîé ÷à-
ñòè ñëåäñòâèÿ 2, òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà ‖ · ‖, ïîñëåäíèé
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ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàêñèìóì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, íà êîòîðóþ äåé-
ñòâóåò îïåðàòîð.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû:

2) E [µ1(A)] ≥ E [µ (A)] ,

÷òî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç îáû÷íûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ, äîêàçàííûõ âûøå
(µ1(A) ≥ µ(A) ). Àíàëîãè÷íî,

3) E [µ2(A)] ≥ E [µ (A)] .

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà. Òàê äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñïðà-
âåäëèâî:

4) E[µ1(A)] ≤ µ1(E[A]).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ êîãäà µ(A) = ε

è µ(A) 6= ε. Ïåðâûé ñëó÷àé îçíà÷àåò (îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà µ1 ), ÷òî â
ìàòðèöå A èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ñòðîêà ñòðîêà, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîé ðàâíû ε, à òàê êàê E[ε] = ε, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòðèöå
E [A] ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ðàâíû ε.
Îòñþäà èìååì ðàâåíñòâî E[µ1(A)] = µ1(E[A]) = ε. Åñëè æå µ(A) 6= ε, òî
â äàííîé ìàòðèöå è ìàòðèöå E [A] íåò ñòðîê, ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû
ε, è ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 2:

E[µ1(A)] = E

[
min

ij
{aij|aij 6= ε}

]
≤ min

ij
{E {aij|aij 6= ε}} = µ1(E[A]).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:

5) E[µ2(A)] ≤ µ2(E[A]),

6) E[µ(A)] ≤ µ(E[A]),

ãäå óñëîâèå µ2 = ε îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû ε, à óñëîâèå µ(A) = ε

îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñòîëáåö
èëè ñòðîêà, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû ε.
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Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è B

ðàçìåðà n×m:

7) E[A⊕B] ≥ E[A]⊕ E[B].

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ i = 1, . . . , n è j = 1, . . . , m ïî ñëåäñòâèþ 1
äàííîå ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{E[A⊕B]}ij = E [aij ⊕ bij] ≥ Eaij ⊕ Ebij = {E[A]⊕ E[B]}ij .

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è B ðàç-
ìåðà l × n è n×m ñîîòâåòñòâåííî:

8) E[A⊗B] ≥ E[A]⊗ E[B],

÷òî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà (èñïîëüçóåòñÿ ñëåäñòâèå 2),
ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (i = 1, . . . , l è j = 1, . . . , m)
ìàòðèöû, êîòîðàÿ ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïðîèçâåäåíèÿ A è
B:

{E[A⊗B]}ij = E

[
n⊕

k=1

aik ⊗ bkj

]
≥

n⊕

k=1

E [aik ⊗ bkj]

=
n⊕

k=1

Eaik ⊗ Ebkj = {E[A]⊗ E[B]}ij .

Äàëåå ðàññìîòðèì ñâîéñòâî, êîòîðîå òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ è äîêàçàòåëüñòâàõ. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è
B ðàçìåðà l × n è n×m ñîîòâåòñòâåííî:

9) E‖A⊗B‖ ≤ E‖A‖ ⊗ E‖B‖.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ, ñî ññûëêîé íà ñëåä-
ñòâèå 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E‖A⊗B‖ = E


⊕

ijk

aik ⊗ bkj


 ≤ E




(⊕

ik

aik

)
⊗


⊕

kj

bkj







= E

[⊕

ik

aik

]
⊗ E


⊕

kj

bkj


 = E‖A‖ ⊗ E‖B‖.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îöåíêè, êîòîðûå èìååþò áîëåå ñëîæíûé âèä. Ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è B ðàçìåðà
n×m:

10) E[A⊕B] ≥ E [A⊕ E [B]] .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàññóæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 3. Äëÿ
ëþáûõ i, j = 1, . . . , n:

{E[A⊕B]}ij = E [aij ⊕ bij] ≥ E [aij ⊕ Ebij] = {E [A⊕ E [B]]}ij .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è
B ðàçìåðà l × n è n×m ñîîòâåòñòâåííî:

11) E [A⊗B] ≥ E [A⊗ E[B]] .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàññóæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 6. Äëÿ
i = 1, . . . , n è j = 1, . . . , m:

{E[A⊗B]}ij = E

[
n⊕

k=1

aik ⊗ bkj

]
≥ E

[
n⊕

k=1

aik ⊗ Ebkj

]
= {E [A⊗ E[B]]}ij .

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è B ðàçìåðà l × n

è n×m ñîîòâåòñòâåííî:

12) E‖A⊗B‖ ≥ E‖A⊗ E[B]‖.

Îíî äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 6. Äëÿ i = 1, . . . , n è
j = 1, . . . , m:

E‖A⊗B‖ = E


⊕

ijk

aik ⊗ bkj


 ≥ E


⊕

ijk

aik ⊗ Ebkj


 = E‖A⊗ E[B]‖.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ìàòðèö A

è B ðàçìåðà l × n è n×m ñîîòâåòñòâåííî:

13) E‖A⊗B‖ ≥ E‖A‖ ⊗ E [µ1(B)] .

37



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ‖A ⊗ B‖ ≥
‖A‖ ⊗ µ1(B), êîòîðîå áûëî äîêàçàíî âûøå (îáû÷íûå ñâîéñòâà îïåðàòî-
ðîâ). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

14) E‖A⊗B‖ ≥ E‖A‖ ⊗ E [µ2(B)] .

Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ è óòâåðæäåíèå

15) E‖A⊗B‖ ≥ E‖A‖ ⊗ E [µ(B)] .

Îáà ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è B

ðàçìåðà l × n è n×m ñîîòâåòñòâåííî.
Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìîòðèì åùå ðÿä ñâîéñòâ, êîòîðûå ïîÿâÿòñÿ â

ïðîöåññå ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñîâ ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåì è îöåíèâàíè-
åì äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðÿäà ñåòåé.
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Ãëàâà 4

Ñòîõàñòè÷åñêèå ñåòè

4.1 Îïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé è îñíîâíûå
ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ íèìè

Ïóñòü â àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè ñåòè, ïðåäñòàâëåííîé âûøå, äëÿ êàæäî-
ãî óçëà ñåòè i ( i = 1, . . . , n) âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ τi1, τi2, . . ., ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
ßñíî, ÷òî òîãäà ñëó÷àéíûå ìàòðèöû Tk, k = 1, 2, . . ., áóäóò òàêæå íåçà-
âèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.

Äëÿ êàæäîãî öèêëà îáñëóæèâàíèÿ k ãðàô ñåòè è, ñîîòâåòñòâåííî, åãî
(0− ε)-ìàòðèöà ñìåæíîñòè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì Γk, áóäåì ñ÷èòàòü ñëó-
÷àéíûìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå ìàòðèöû Γ1, Γ2, . . ., íåçàâèñè-
ìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö
T = {Tk} è Γ = {Γk} òàêæå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ ñåòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ
îáñëóæèâàíèÿ. Ïåðâûé öèêë íà÷èíàåòñÿ â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè è
ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âî âñåõ óçëàõ ñåòè íå áóäåò îáñëóæåíî ïî
îäíîìó òðåáîâàíèþ. Âòîðîé öèêë çàâåðøèòñÿ òîãäà, êîãäà âî âñåõ óçëàõ
ñåòè áóäåò îáñëóæåíî ïî äâà òðåáîâàíèÿ, è ò.ä.

Äëÿ ëþáîãî óçëà i ∈ N îïðåäåëèì òàêæå (ïî àíàëîãèè ñ P(i) è S(i),
ââåäåííûìè âûøå) ìíîæåñòâà óçëîâ

Pk(i) = {j| (j, i) ∈ A(k)}, Sk(i) = {j| (i, j) ∈ A(k)},
ãäå A(k) � ìíîæåñòâî äóã ãðàôà äëÿ k-ãî ðàáî÷åãî öèêëà, îïðåäåëÿþ-
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ùèõ ìàðøðóòû äâèæåíèÿ òðåáîâàíèé. Êàæäûé óçåë i, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿåòñÿ Pk(i) = ∅, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èñòî÷íèê áåñêîíå÷íîãî ïîòî-
êà òðåáîâàíèé äëÿ äàííîãî öèêëà, ïîñòóïàþùèõ â ñåòü. k-ûå òðåáîâàíèÿ
âûâîäèòñÿ èç ñåòè ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ â óçëàõ i, äëÿ êîòîðûõ Sk(i) = ∅.
Î÷åðåäü òðåáîâàíèé â êàæäîì óçëå-èñòî÷íèêå èìååò áåñêîíå÷íóþ äëèíó,
à î÷åðåäè âñåõ ïðî÷èõ óçëîâ i â íà÷àëå êàæäîãî ðàáî÷åãî öèêëà ïóñòû.

Çàïèøåì íåÿâíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñåòè:

x(k) = Tk ⊗ Γ T
k ⊗ x(k)⊕ Tk ⊗ x(k − 1),

ãäå x � n-âåêòîð ìîìåíòîâ âðåìåíè çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ k-ãî òðå-
áîâàíèÿ â óçëàõ ñåòè, Tk = diag(τ1k, . . . , τnk) � ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà ïðî-
äîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ k-ûõ òðåáîâàíèé â óçëàõ ñåòè, Γk � ñëó-
÷àéíàÿ (0 − ε)-ìàòðèöà ñìåæíîñòè ìàðøðóòíîãî ãðàôà ñåòè äëÿ k-ãî
öèêëà îáñëóæèâàíèÿ.

Âûøå (Òåîðåìà 1) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè àöèêëè÷íîñòè ìàò-
ðèöû ñìåæíîñòè ñåòåâîãî ãðàôà íåÿâíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî
îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x(k). Äàëåå âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ ãðàôîâ ñåòè óñëîâèå àöèêëè÷íîñòè èõ ìàòðèö ñìåæíî-
ñòè ñîáëþäàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îò íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè
ê óðàâíåíèþ:

x(k) = A(k)⊗ x(k − 1)

ñ ìàòðèöåé A(k), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

A(k) = A(Tk, Γk) =
(
E ⊕ Tk ⊗ Γ T

k

)⊗ηk ⊗ Tk,

ãäå ηk åñòü ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè â ñåòåâîì ãðàôå, ñîîòâåòñòâóþùåì
ìàòðèöå Γk. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) =

(0, . . . , 0)T , âðåìÿ çàâåðøåíèÿ k-ãî öèêëà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òàêæå
êàê è ðàíåå â ãëàâå 2.4:

‖x(k)‖ = ‖Ak‖, Ak = A(k)⊗ . . .⊗ A(1).

Ïðèìåð 7
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ìîäåëü, ãäå ãðàô ñåòè
â íà÷àëå êàæäîãî ðàáî÷åãî öèêëà ìîæåò ïðèíèìàòü äâà ñîñòîÿíèÿ ñ âå-
ðîÿòíîñòÿìè p1 è p2 (p1 + p2 = 1) ñîîòâåòñòâåííî. Ìîäåëè è ìàòðèöû
ñìåæíîñòè ñåòåâîãî ãðàôà äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.12 è
ðèñ.13.

h
1

-
@

@
@

@@R h
3

-

h
3

-

h
4

-
G =




ε 0 0 ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε 0 ε




,

Ðèñ.12.

h
1

¡
¡

¡
¡¡µ

-
@

@
@

@@R

h
2

-

h
4

-

h
3

-

G =




ε 0 0 0

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε




,

Ðèñ.13.

Äëÿ ïåðâîé ìîäåëè ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà k-îãî ðàáî÷åãî öèêëà áóäåò âû-
ãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(k) =




τ1k ε ε ε

τ1k⊗τ2k τ2k ε ε

τ1k⊗τ3k ε τ3k τ4k⊗τ3k

ε ε ε τ4k




,

à äëÿ âòîðîé ìîäåëè äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

A(k) =




τ1k ε ε

τ1k⊗τ2k τ2k ε ε

τ1k⊗τ3k ε τ3k ε

τ1k⊗τ4k ε ε τ4k




.
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Íàéäåì, ê ïðèìåðó, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ‖x(2)‖ äëÿ äàííîé ìîäåëè.
Òàê êàê ‖x(2)‖ = ‖A2‖, òî íèæå ìû ïðîñòî óêàçûâàåì âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A2 (âåðîÿòíîñòè èõ ïîÿâëåíèÿ åñòü ñîîòâåòñòâåííî
p2

1, p1p2, p2p1 è p2
2):




τ12⊗τ11 ε ε ε

τ22⊗τ11⊗ (τ12⊕τ21) τ22⊗τ21 ε ε

τ32⊗τ11⊗ (τ12⊕τ31) ε τ32⊗τ31 τ32⊗τ41⊗ (τ31⊕τ42)

ε ε ε τ42⊗τ41




;




τ12⊗τ11 ε ε ε

τ22⊗τ11⊗ (τ12⊕τ21) τ22⊗τ21 ε ε

τ32⊗τ11⊗ (τ12⊕τ31⊕τ42⊗τ41) ε τ32⊗τ31 τ42⊗τ32⊗τ41

τ42⊗τ11⊗τ41 ε ε τ42⊗τ41




;




τ12⊗τ11 ε ε ε

τ22⊗τ11⊗ (τ12⊕τ21) τ22⊗τ21 ε ε

τ32⊗τ11⊗ (τ12⊕τ31) ε τ32⊗τ31 ε

τ42⊗τ11⊗ (τ12⊕τ41) ε ε τ42⊗τ41




;




τ12⊗τ11 ε ε ε

τ22⊗τ11⊗ (τ12⊕τ21) τ22⊗τ21 ε ε

τ32⊗τ11⊗ (τ12⊕τ31) ε τ32⊗τ31 τ32⊗τ41⊗τ31

τ42⊗τ12⊗τ11 ε ε τ42⊗τ41




.

4.2 Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé ñ îò-
êàçàìè

Ïóñòü ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ óñëîâèé, ïðåïÿòñòâóþùèõ
âûïîëíåíèþ î÷åðåäíîãî öèêëà è äàëüíåéøåé ðàáîòå ñåòè (âåðîÿòíîñòü
îòêàçà) (ñì., íàïðèìåð, [22, 20]. Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ν � íîìåð
ïîñëåäíåãî óñïåøíî çàâåðøåííîãî öèêëà îáñëóæèâàíèÿ, âñëåä çà êîòî-
ðûì ïðîèçîøåë îòêàç ñåòè, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî E[ν] < ∞. Òîãäà ñðåäíåå
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âðåìÿ ðàáîòû ñåòè äî ìîìåíòà îòêàçà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

E‖Aν‖ = E[E‖Ak‖|ν = k] =
∞∑

k=1

E‖Ak‖P{ν = k}.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k, âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî çàâåð-
øåíèÿ k-ãî öèêëà îáñëóæèâàíèÿ íå çàâèñèò îò k. Îáîçíà÷èâ ýòó âåðîÿò-
íîñòü ÷åðåç p, ïîëó÷èì

E‖Aν‖ = (1− p)
∞∑

k=1

E‖Ak‖pk. (4.1)

4.3 Îöåíèâàíèå ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ñåòè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå
ðåçóëüòàòû. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k âûïîëíÿåòñÿ

A(k) = Tk ⊕ (Tk ⊗ Γ T
k )⊗ Tk ⊕ · · · ⊕ (Tk ⊗ Γ T

k )⊗ηk ⊗ Tk ≥ Tk,

ãäå ηk � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè â ìàðøðóòíîì ãðàôå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì Γk. Êðîìå òîãî, äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö T1, . . . , Tk ñïðàâåäëèâî
î÷åâèäíîå òîæäåñòâî T1 ⊗ · · · ⊗ Tk = T1 + · · · + Tk. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî
äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n:

µ1 (Tk) 6= ε, µ2 (Tk) 6= ε, µ (Tk) 6= ε,

µ1 (A (k)) 6= ε, µ2 (A (k)) 6= ε, µ (A (k)) 6= ε,

µ1 (Ak) 6= ε, µ2 (Ak) 6= ε, µ (Ak) 6= ε,

òàê êàê â äàííûõ ìàòðèöàõ íåò ñòðîê è ñòîëáöîâ, ýëåìåíòû êîòîðûõ
ðàâíû ε. Èñõîäÿ èç ýòè ñîîáðàæåíèé ìîæåì â äàëüíåéøåì ðàññìàòðè-
âàòü ëþáîé èç îïåðàòîðîâ µ1, µ2, µ, òàê êàê îíè ðàâíû (èõ çíà÷åíèå �
ìèíèìàëüíûé îòëè÷íûé îò ε ýëåìåíò ìàòðèöû, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò
îïåðàòîð). Áóäåì â äàëüíåéøåì âñå ýòè îïåðàòîðû îáîçíà÷àòü êàê µ.
Ðàññìîòðèì òàêæå òðè âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 4 Ôóíêöèÿ

f(x) =
x(M − 1) + 1

M

x− 1√
2x− 1

px, x ∈ [1, +∞).
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èìååò ëèøü îäèí ýêñòðåìóì íà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ýêñòðåìóì äàííîé ôóíêöèè, âçÿâ ïðîèçâîä-
íóþ äàííîé ôóíêöèè ïî x è ïðèðàâíÿâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íóëþ.

f
′
(x) =

(
x(M − 1) + 1

M

x− 1√
2x− 1

px

)′

= 0

Îòñþäà èìååì:
px

M (2x− 1)3/2

(
ax3 + bx2 + cx + d

)
= 0,

ãäå
a = 2 (M − 1) ln p b = 3 (M − 1)− (3M − 5) ln p

c = (4− 3M)− (4−M) ln p d = M − 1 + ln p

èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî px

M(2x−1)3/2 > 0 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ñëó÷àÿ:

ax3 + bx2 + cx + d = 0. (4.2)

Ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè â îáùåì âèäå èìåþò äî-
âîëüíî ñëîæíûé âèä, íî ëèøü îäíî èç íèõ ïðèíàäëåæèò [1, +∞). Íèæå
íà ðèñ.14 ïðèâåäåíû ðÿä ãðàôèêîâ äëÿ ðàçíûõ M è p (ïîëèíîì òðåòüåé
ñòåïåíè îáîçíà÷àåòñÿ êàê F (x)), à èìåííî (ñëåâà íàïðàâî): (M = 1, p =

0.75), (M = 50, p = 0.3) è (M = 10, p = 0.75). ¥

-

6

x

F (x)

1
1 -

6

x

F (x)

1
50 -

6

x

F (x)

1
50

Ðèñ.14.

Ñëåäñòâèå 7 Ïðè M = 1 èñêîìàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà íà [1, +∞) áó-
äåò

xmax =
3 ln(p)−

√
ln2(p)− 6 ln(p) + 1− 1

4 ln(p)
. (4.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ M = 1 â (4.2) ïîëó÷èì:

(2 ln p) x2 + (1− 3 ln p) x + ln p = 0,

Îòêóäà è ïîëó÷àåì (4.3). ¥
Ñëåäóþùàÿ ëåììà èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå â ñòàòüÿõ, ïîñâÿùåííûõ ïî-

äîáíûì îöåíêàì (ñì., íàïðèìåð, [20])

Ëåììà 5 Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) èìååò òîëüêî îäíó
òî÷êó ìàêñèìóìà è ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé óáûâàþùåé ïðè x → ∞.
Òîãäà ìîæåì îöåíèòü ñâåðõó ïðåäñòàâëåííûé íèæå ðÿä ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∞∑

k=1

f(k) ≤ f(kmax) +

∞∫

1

f(x)dx,

ãäå kmax = argmax {f (bxmaxc) , f (dxmaxe)}, ãäå xmax � àðãóìåíò, êî-
òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå f(x) äëÿ x ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû äîñòàòî÷íî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ïåðâîì èç
èíòåðâàëîâ (äî ñâîåãî ìàêñèìóìà), à çàòåì ìîíîòîííî óáûâàåò. Îòñþ-
äà ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì îöåíèâàíèÿ êàæäîé èç
÷àñòåé ðÿäà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà, à îñîáåííîñòü (íàëè÷èå äàííîé òî÷êè
ìàêñèìóìà) ó÷åñòü â äîïîëíèòåëüíîì ñëàãàåìîì â îöåíêå. ¥

Ëåììà 6
∞∫

1

x(M − 1) + 1

M

x− 1√
2x− 1

pxdx =
p (M + 1)

8Mq
+

3p (M − 1)

16Mq2

+

√
πqp

(
3 (M − 1) + 4q − 4 (M + 1) q2

)

32Mq3 (1− erf (√q)) ,

ãäå q = − ln(p)/2,

Äîêàçàòåëüñòâî.
∞∫

1

x(M − 1) + 1

M

x− 1√
2x− 1

pxdx =

∞∫

0

(x + 1)(M − 1) + 1

M

x√
2x + 1

px+1dx
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= p

∞∫

0

[
x(M − 1)

M
+ 1

]
x√

2x + 1
exp(−λx)dx,

ãäå λ = − ln p ≥ 0. Îòñþäà, ìîæåì ðåøèòü ïîëó÷åííûé èíòåãðàë:
∞∫

1

x(M − 1) + 1

M

x− 1√
2x− 1

pxdx

=
p(M − 1)

2M

∞∫

0

x(2x + 1)− x√
2x + 1

exp(−λx)dx + p

∞∫

0

x√
2x + 1

exp(−λx)dx

=
p

4λ2M
[λ(M + 1) + 3(M − 1)

− λ2(M + 1)− 2λ− 3(M − 1)√
2λ

√
π

(
1− erf

(√
λ

2

))]
.

¥
Çàìåòèì, ÷òî ðÿä îáû÷íûõ è âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ, ðàññìîòðåííûõ

è äîêàçàííûõ ðàíåå, áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ.

4.4 Íèæíèå îöåíêè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τi1, τi2, . . .

� îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è íåçàâèñèìû. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð [22, 20]):

Ëåììà 7 Åñëè ‖E [T1] ‖ > µ (E [T1]), òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E‖Aν‖ ≥ αp(1− pm)− βp

(
1− pm

1− p
−mpm

)
+ γ

p

1− p
, (4.4)

ãäå m = bα/βc è

α = E‖A(1)‖ − µ(E[T1]),

β = ‖E[T1]‖ − µ(E[T1]),

γ = ‖E[T1]‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E‖Aν‖ = (1− p)
∞∑

k=1

E‖Ak‖pk

= (1− p)

(
m∑

k=1

E‖Ak‖pk +
∞∑

k=m+1

E‖Ak‖pk

)
.

Ñíà÷àëà çàïèøåì

‖Ak‖ = ‖A(k)⊗ · · · ⊗ A(1)‖ ≥ ‖(Tk ⊗ · · · ⊗ T2)⊗ A(1)‖.
Ïåðåõîäÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ, ïîëó÷èì

E‖Ak‖ ≥ E‖E(Tk + · · ·+ T2)⊗ A(1)‖ = E‖((k − 1)E[T1])⊗ A(1)‖
≥ µ((k − 1)E[T1])⊗ E‖A(1)‖ = (k − 1)µ (E[T1]) + E‖A(1)‖.

Òåïåðü äëÿ ïåðâîé ñóììû áóäåì èìåòü
m∑

k=1

E‖Ak‖pk ≥ µ (E[T1])
m∑

k=1

(k − 1)pk + E‖A(1)‖
m∑

k=1

pk.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ak ≥ Tk ⊗ · · · ⊗ T1 = Tk + · · ·+ T1, ïîëó÷èì

E‖Ak‖ ≥ ‖E(Tk + · · ·+ T1)‖ = ‖kE[T1]‖ = k‖E[T1]‖.
Òîãäà äëÿ âòîðîé ñóììû èìååì íåðàâåíñòâî

∞∑

k=m+1

E‖Ak‖pk ≥ ‖E[T1]‖
∞∑

k=m+1

kpk.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âûøå îáî-
çíà÷åíèé α, β è γ ïîëó÷èì

E‖Aν‖ ≥ (1− p)

(
α

m∑

k=1

pk − β

m∑

k=1

kpk + γ

∞∑

k=1

kpk

)

= αp(1− pm)− βp

(
1− pm

1− p
−mpm

)
+ γ

p

1− p
. (4.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.4) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè
òåõ æå çíà÷åíèÿõ m, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè

Φ(m) = α

m∑

k=1

pk − β

m∑

k=1

kpk =
m∑

k=1

(α− kβ)pk.
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Çàìåòèì, ÷òî α ≥ β > 0. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(m) ÿâëÿåòñÿ
âîçðàñòàþùåé äî òåõ ïîð, ïîêà (α −mβ) ≥ 0, è ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ïðè m = bα/βc. ¥

Ëåììà 8 Åñëè ‖E [T1] ‖ = µ (E [T1]), òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E‖Aν‖ ≥ p

(
α +

γ

1− p

)
. (4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (4.5). Ïðè óñëîâèè, ÷òî β =

‖E [T1] ‖ − µ (E [T1]) = 0, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðèíèìàåò íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå ïðè m = ∞. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (4.6). ¥

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ëåììû 8 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n çíà÷åíèÿ E[τi1] ðàâíû.

4.5 Âåðõíèå îöåíêè

Ëåììà 9 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E‖Aν‖ ≤ p

1− p
E‖A(1)‖. (4.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

‖Aν‖ ≤ ‖A(ν)‖ ⊗ · · · ⊗ ‖A(1)‖ = ‖A(ν)‖+ · · ·+ ‖A(1)‖,

à òàêæå E[ν] = p/(1− p), ïðèìåíèì òîæäåñòâî Âàëüäà:

E‖Aν‖ ≤ E
ν∑

k=1

‖A(k)‖ =
p

1− p
E‖A(1)‖.

¥
Äàëåå ðàññìîòðèì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ñåòè

ñ îäíèì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèåì. Èíûìè ñëîâàìè, íàøà ñåòü èìååò ñòðîãî
îïðåäåëåííóþ òîïîëîãèþ ñåòåâîãî ãðàôà. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ëåììà.
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Ëåììà 10 Äëÿ ñåòè ñî ñòðîãî îïðåäåëåííîé òîïîëîãèåé ñåòåâîãî ãðà-
ôà, ïðè óñëîâèè, ÷òî Dτi1 < ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

E‖Aν‖ ≤
(

p

1− p
+ rp

)
E‖T1‖+ r(1− p)C(p)

√
D‖T1‖, (4.8)

ãäå r � äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå ñåòè, à C(p) âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

C(p) =
p

4q

(
1 +

√
π(1− 2q)

2
√

pq
(1− erf(√q))

)
+ H(1, p),

ãäå q = − ln(p)/2,

erf(x) =
2√
π

x∫

0

exp(−t2)dt, H(1, p) = max
k

{
k − 1√
2k − 1

pk

}

è

arg (H (1, p)) =
3 ln(p)−

√
ln2(p)− 6 ln(p) + 1− 1

4 ln(p)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé îöåíêîé, ïîëó÷åííîé â [48]:

E‖Ak‖ ≤ (k + r)E‖T1‖+ r
k − 1√
2k − 1

√
D‖T1‖. (4.9)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

E‖Aν‖ = (1− p)
∞∑

k=1

E‖Ak‖pk

≤ (1− p)

(
E‖T1‖

∞∑

k=1

(k + r)pk + r
√

D‖T1‖
∞∑

k=1

k − 1√
2k − 1

pk

)
.

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïåðâóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
∞∑

k=1

(k + r)pk =
p

1− p

(
1

1− p
+ r

)
.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî âòîðóþ ñóììó ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ
ëåììû 4 è ñëåäñòâèÿ 7:

∞∑

k=1

k − 1√
2k − 1

pk ≤
∞∫

1

x− 1√
2x− 1

pxdx + H(1, p)
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à ïî ëåììå 6 äëÿ M = 1:
∞∫

1

x− 1√
2x− 1

pxdx =
p

4q

(
1 +

√
π(1− 2q)

2
√

pq
(1− erf(√q))

)
,

ãäå q = − ln(p)/2. Îòñþäà ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (4.8). ¥
Îöåíêè èç ëåìì 9 è 10 áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå è îïóáëèêîâàíû â [22, 20],
ãäå åùå ðàññìàòðèâàëèñü ñåòè òîëüêî ñî ñòðîãî îïðåäåëåííîé òîïîëîãèåé
ñåòåâîãî ãðàôà. Ïîçäíåå áûë ïîëó÷åí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, ê ðàññìîò-
ðåíèþ êîòîðîãî ìû è ïåðåõîäèì. Ïîñòðîèì ïîäîáíóþ îöåíêó ñðåäíå-
ãî âðåìåíè ðàáîòû äëÿ ñåòè, òîïîëîãèÿ ñåòåâîãî ãðàôà êîòîðûõ ìîæåò
ïðèíèìàòü ðÿä ñîñòîÿíèé, à âåðîÿòíîñòè èõ ïîÿâëåíèÿ ðàâíû. Îáîçíà÷èì
íàèáîëüøóþ äëèíó ïóòè äëÿ âñåõ ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûì
ìàòðèöàì, ÷åðåç R. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ðàáî÷óþ ëåììó.

Ëåììà 11 Äëÿ ñåòåé, òîïîëîãèÿ ñåòåâîãî ãðàôà êîòîðûõ ìîæåò ïðè-
íèìàòü M ñîñòîÿíèé ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ñïðàâåäëèâî ñëåäó-
þùåå íåðàâåíñòâî

E‖Ak‖ ≤
(

k +
k(M − 1) + 1

M
R

)
E‖T1‖

+
k(M − 1) + 1

M

k − 1√
2k − 1

R
√

D‖T1‖.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìîñòü
ìàòðèö Γ1, . . . , Γk, èìååì

E‖Ak‖ =
1

Mk

∑

G1,...,Gk∈G
E‖A(Tk, Gk)⊗ · · · ⊗ A(T1, G1)‖.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàò-
ðèö G1, . . . , Gk è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ã(i) = A(Ti, Gi), i = 1, . . . , k,

Ãk = Ã(k)⊗ · · · ⊗ Ã(1).

ßñíî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè G1, . . . , Gk ìîãóò áûòü ïîâòîðÿþùè-
åñÿ ìàòðèöû. Ïóñòü èìååòñÿ l ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãðóïï ïîâòîðÿþùèõñÿ
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ìàòðèö, ñîñòîÿùèõ èç (ij−ij−1) ìàòðèö, ãäå j = 1, . . . , l, i0 = 0 è il = k.
Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

‖Ãk‖ ≤ ‖ Ã(k)⊗ · · · ⊗ Ã(il−1 + 1)︸ ︷︷ ︸
(k − il−1) ìàòðèö

‖ ⊗ · · · ⊗ ‖ Ã(i1)⊗ · · · ⊗ Ã(1)︸ ︷︷ ︸
i1 ìàòðèö

‖.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç rj äëèíó ìàêñèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå, ñîîòâåòñòâó-
þùåì j-îé ãðóïïå ìàòðèö. Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé â [48]:

‖Ãk‖ ≤
l⊗

j=1




ij⊗
m=ij−1+1

‖Tm‖

⊗




ij⊕
m=ij−1+1

‖Tm‖


⊗rj

≤
k∑

m=1

‖Tm‖+ lR max
1≤m≤k

‖Tm‖.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàòðèö G1, . . . , Gk

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

M

k∑

l=1

C l−1
k−1(M − 1)l−1,

ïîëó÷èì

E‖Ak‖ ≤ E

[
k∑

m=1

‖Tm‖
]

+ E

[
max

1≤m≤k
‖Tm‖

]
R

1

Mk−1

k∑

l=1

C l−1
k−1l(M − 1)l−1

= kE‖T1‖+ E

[
max

1≤m≤k
‖Tm‖

]
k(M − 1) + 1

M
R.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü îöåíêó (4.9)

E

[
max

1≤m≤k
‖Tm‖

]
≤ E‖T1‖+

k − 1√
2k − 1

√
D‖T1‖,

ïðåäëîæåííóþ â [48]. ¥
Îñíîâûâàÿñü íà ëåììû 11, 4 è 5 ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 12 Äëÿ ñåòåé, òîïîëîãèÿ ñåòåâîãî ãðàôà êîòîðûõ ìîæåò ïðè-
íèìàòü M ñîñòîÿíèé ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ñïðàâåäëèâî ñëåäó-
þùåå íåðàâåíñòâî

E‖Aν‖ ≤ p

1− p

(
1 + R

M − p

M

)
E‖T1‖+ R(1− p)C(M, p)

√
D‖T1‖, (4.10)
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ïðè ýòîì C(M, p) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C(M, p) =

√
πqp

(
3 (M − 1) + 4q − 4 (M + 1) q2

)

32Mq3 (1− erf (√q))

+
p (M + 1)

8Mq
+

3p (M − 1)

16Mq2 + H(M, p),

ãäå q = − ln(p)/2, erf(x) = (2/
√

π)
∫ x

0 exp(−t2)dt,

H(M, p) = max
k

{
k(M − 1) + 1

M

k − 1√
2k − 1

pk

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ (4.1) è óòâåðæäåíèåì ëåììû 11:

E‖Aν‖ ≤ (1− p)E‖T1‖
∞∑

k=1

(
k + R

k(M − 1) + 1

M

)
pk

+ (1− p)R
√

D‖T1‖
∞∑

k=1

k(M − 1) + 1

M

k − 1√
2k − 1

pk.

Äëÿ ïåðâîé ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà èìååì
∞∑

k=1

(
k + R

k(M − 1) + 1

M

)
pk =

p

(1− p)2

(
1 + R

M − p

M

)
.

Äëÿ âòîðîé ñóììû ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∞∑

k=1

k(M − 1) + 1

M

k − 1√
2k − 1

pk ≤
∞∫

1

x(M − 1) + 1

M

x− 1√
2x− 1

pxdx + H(M, p).

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. ¥
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ðàññìîòðåííîé ëåììå êîëè÷åñòâî ñåòåé M = 1, òî
ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå ëåììû 10.

4.6 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 8

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû
(äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé p ) ñåòè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ.15 è èìåþùåé
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îäíî âîçìîæíîå ñîñòîÿíèå ñåòåâîãî ãðàôà. Äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé â óçëàõ i = 1, 2, 3, 4 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è èìåþò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè λi.

h
1

¡
¡¡µ

@
@@R

h
2

@
@@R

h
3

¡
¡¡µ

h
4

-

Ðèñ.15.

Â òàá. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðè óñëîâèè, ÷òî λi = 1 äëÿ âñåõ
i = 1, 2, 3, 4. Òàá. 2 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà λ1 = λ4 = 1,
λ2 = 2 è λ3 = 3. Â òàáëèöàõ òàêæå ïðåäñòàâëåíû îöåíêè ñðåäíåãî âðå-
ìåíè ðàáîòû ñåòè âìåñòå ñ ãðàíèöàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ íà óðîâíå äîâåðèÿ 0.95, âû÷èñëåííûå íà îñíîâå èìèòàöèîí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñåòè ïî 10000 íåçàâèñèìûì ðåàëèçàöèÿì.

Îöåíêà Ðåçóëüòàòû Îöåíêà Îöåíêà
p (4.6) ìîäåëèðîâàíèÿ (4.7) (4.8)

0.05 0.178 0.181 ∓ 0.007 0.184 0.452
0.10 0.361 0.385 ∓ 0.013 0.389 0.808
0.20 0.750 0.793 ∓ 0.021 0.875 1.589
0.50 2.250 2.488 ∓ 0.069 3.500 4.776
0.80 6.000 7.729 ∓ 0.298 14.000 12.743
0.90 11.250 14.888 ∓ 0.401 31.500 23.730
0.95 21.375 27.812 ∓ 0.753 66.500 44.834

Òàá.1.
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Îöåíêà Ðåçóëüòàòû Îöåíêà Îöåíêà
p (4.4) ìîäåëèðîâàíèÿ (4.7) (4.8)

0.05 0.133 0.137 ∓ 0.011 0.139 0.362
0.10 0.267 0.250 ∓ 0.018 0.293 0.639
0.20 0.544 0.523 ∓ 0.029 0.658 1.249
0.50 1.155 1.811 ∓ 0.068 2.633 3.744
0.80 4.416 5.452 ∓ 0.186 10.533 9.936
0.90 9.247 10.770 ∓ 0.360 23.700 18.427
0.95 19.134 20.611 ∓ 0.705 50.033 34.712

Òàá.2.

Ïðèìåð 9

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñåòè, â êîòîðîé âîçìîæíî òðè ñîñòîÿíèÿ ñåòåâîãî
ãðàôà. Ïåðâîå ñîñòîÿíèå ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì ðàíåå íà ðèñ.15, à
äâà äðóãèõ èçîáðàæåíû íà ðèñ.16. Äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáî-
âàíèé â óçëàõ i = 1, 2, 3, 4 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è èìåþò ýêñïîíåí-
öèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè λi. Ïîÿâëåíèå êàæäîãî èç ñî-
ñòîÿíèé ñåòåâîãî ãðàôà ðàâíîâåðîÿòíî, ïîýòîìó â òàáëèöå óêàçûâàåòñÿ
ëèøü âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ î÷åðåäíîãî öèêëà.

h
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¡¡µ
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@@R

h
2

h
3

- h
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-

h
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- h
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h
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-
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-

Ðèñ.16.

Â òàá. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðè óñëîâèè, ÷òî λi = 1 äëÿ âñåõ
i = 1, 2, 3, 4. Òàá. 4 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà λ1 = λ4 = 1,
λ2 = 2 è λ3 = 3. Â òàáëèöàõ òàêæå ïðåäñòàâëåíû îöåíêè ñðåäíåãî âðå-
ìåíè ðàáîòû ñåòè âìåñòå ñ ãðàíèöàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ íà óðîâíå äîâåðèÿ 0.95, âû÷èñëåííûå íà îñíîâå èìèòàöèîí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñåòè ïî 10000 íåçàâèñèìûì ðåàëèçàöèÿì.
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Îöåíêà Ðåçóëüòàòû Îöåíêà Îöåíêà
p (4.6) ìîäåëèðîâàíèÿ (4.7) (4.10)

0.05 0.167 0.170 ∓ 0.002 0.173 0.343
0.10 0.339 0.355 ∓ 0.007 0.364 0.739
0.20 0.705 0.729 ∓ 0.020 0.819 1.713
0.50 2.138 2.631 ∓ 0.072 3.275 7.262
0.80 5.820 9.601 ∓ 0.280 13.101 33.332
0.90 11.045 20.347 ∓ 0.386 29.450 86.838
0.95 21.159 42.121 ∓ 0.697 62.171 219.851

Òàá.3.
Îöåíêà Ðåçóëüòàòû Îöåíêà Îöåíêà

p (4.4) ìîäåëèðîâàíèÿ (4.7) (4.10)
0.05 0.123 0.126 ∓ 0.003 0.132 0.269
0.10 0.244 0.259 ∓ 0.011 0.277 0.583
0.20 0.488 0.578 ∓ 0.017 0.622 1.361
0.50 1.372 2.090 ∓ 0.060 2.490 5.865
0.80 4.238 7.851 ∓ 0.212 9.959 27.540
0.90 9.134 16.827 ∓ 0.357 22.407 72.822
0.95 19.071 35.127 ∓ 0.701 47.304 186.906

Òàá.4.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìíîæåñòâå òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñåòåâîãî ãðàôà
î÷åíü ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, êàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âðåìåíà
îáñëóæèâàíèé òðåáîâàíèé â óçëàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè. Êàê ïðèìåð,
îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â óêàçàííûõ âûøå ïðèìåðàõ âåñüìà çàìåòíà
ðàçíèöà â âåðõíèõ îöåíêàõ. Íî ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñîâåðøåííî èíîé ðåçóëüòàò. Â ïîäòâåðæäåíèå ñêà-
çàííîìó ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð 10
Ðàññìîòðèì ñåòü, èäåíòè÷íóþ ñåòè èç ïðèìåðà 9, íî ñ óñëîâèåì, ÷òî äëè-
òåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â óçëàõ i = 1, 2, 3, 4 ÿâëÿþòñÿ íåçà-
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âèñèìûìè è èìåþò íîðìàëüíîå ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
(50, 0.001). Ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îòðèöàòåëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êðàéíå ìàëà. Âäîáàâîê, ìû èñïîëü-
çîâàëè ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîëó÷åíèÿ ãàóññîâî
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1) ñëåäóþùåãî âèäà (ñì., íàïðè-
ìåð, [27]):

η(0,1) =
12∑

i=1

αi − 6,

ãäå αi, i = 1, . . . , 12 � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà (0, 1) ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì ïîÿâëåíèå ýòîãî ñîáûòèÿ. Â
òàá. 5 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ñåòè âìåñòå ñ
ãðàíèöàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íà óðîâíå äîâå-
ðèÿ 0.95, âû÷èñëåííûå íà îñíîâå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñåòè ïî
10000 íåçàâèñèìûì ðåàëèçàöèÿì, à òàêæå îöåíêè äàííûõ âåëè÷èí.

Îöåíêà Ðåçóëüòàòû Îöåíêà Îöåíêà
p (4.6) ìîäåëèðîâàíèÿ (4.7) (4.10)

0.05 7.632 7.780 ∓ 0.557 7.895 7.807
0.10 15.556 16.040 ∓ 0.807 16.668 16.297
0.20 32.500 33.395 ∓ 1.150 37.500 35.834
0.50 100.000 116.521 ∓ 2.391 150.000 133.337
0.80 280.000 381.312 ∓ 6.307 600.002 493.351
0.90 540.000 806.495 ∓ 13.146 1350.003 1080.046
0.95 1045.000 1646.255 ∓ 40.317 2850.007 2248.453

Òàá.5.

Â äàííîì ïðèìåðå âåðõíÿÿ îöåíêà (4.10) äàåò áîëåå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ÷åì
îöåíêà (4.7).
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Ãëàâà 5

Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ
(màx,+)-àëãåáðû äëÿ îïèñàíèÿ
äèíàìèêè ðÿäà ÷àñòíûõ ñåòåé

Â ââåäåíèè óæå óïîìèíàëîñü î òîì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ (max,+)-
àëãåáðû íàìíîãî øèðå òîé, ÷òî áûëà ïðåäñòàâëåíà â ìàòåðèàëå äèññåð-
òàöèè. Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí ðÿä ïðèìåðîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ýòî.

Ïðèìåð 11

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñåòü, àíàëîãè÷íóþ òîé, ÷òî ìû èìåëè â ãëàâå 2.4
(ðèñ.12), ñîñòîÿùóþ èç n óçëîâ, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî, èìåþ-
ùèõ áåñêîíå÷íóþ åìêîñòü è, êðîìå ïåðâîãî óçëà, èçíà÷àëüíî ïóñòûõ. Â
áóôåðå ïåðâîãî óçëà èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íûé ïîòîê òðåáîâà-
íèé. Íèæå (ðèñ.17) ìû äëÿ óäîáñòâà ñíîâà ïðèâîäèì ñõåìó ýòîé ñåòè.

h
1

- h
2

- - h
n

-

Ðèñ.17.

Äëÿ íà÷àëà, ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âèä ëèíåéíûõ ñåòåé, â êîòîðûõ âðåìå-
íà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé âî âñåõ óçëàõ äëÿ êàæäîãî ðàáî÷åãî öèêëà
îäèíàêîâû.
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Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàííîé ñåòè, àíàëîãè÷íî (2.3):

x(k) = A(k)⊗ x(k − 1), (5.1)

ãäå

A(k) =




τ1k ε ε . . . ε

τ1k⊗τ2k τ2k ε . . . ε
... ... ... . . . ...
τ1k⊗τ2k⊗τ3k⊗· · ·⊗τnk τ2k⊗τ3k⊗· · ·⊗τnk τ3k⊗· · ·⊗τnk . . . τnk




.

Íî, èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ íàì óñëîâèé î äàííîé ñåòè, ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà
A(k) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

A(k) =




τk ε ε . . . ε

τk⊗τk τk ε . . . ε
... ... ... . . . ...
τk⊗τk⊗τk⊗· · ·⊗τnk τk⊗τk⊗· · ·⊗τk τk⊗· · ·⊗τnk . . . τk




èëè

A(k) =




τk ε ε . . . ε

τ⊗2
k τk ε . . . ε
... ... ... . . . ...
τ⊗n
k τ

⊗(n−1)
k τ

⊗(n−2)
k . . . τk




.

Ðàñïèñûâàÿ ðåêóððåíòíîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (5.1) ïîëó÷èì:

x(k) = A(k)⊗ A(k − 1)⊗ · · · ⊗ A(1)⊗ x(0) = Ak ⊗ x(0),

ãäå A(k), . . . , A(1) èìåþò âèä ïðåäñòàâëåííûé âûøå, x(0) = (0, . . . , 0)T,
à Ak = A(k)⊗ · · · ⊗A(1), àíàëîãè÷íî (2.5). Òîãäà äèàãîíàëüíûå è íèæ-
íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ak, ãäå i ≥ j åñòü

{Ak}ij =

(
k⊕

m=1

τm

)⊗(i−j)

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)
.

Ýëåìåíòû âûøå äèàãîíàëè äëÿ ìàòðèöû Ak ðàâíû ε. Íàñ èíòåðåñóåò
{Ak}n1, òàê êàê èìåííî ýòîò ýëåìåíò ðàâåí âðåìåíè îêîí÷àíèÿ îáñëóæè-
âàíèÿ k-îãî òðåáîâàíèÿ â n-îì óçëå (òî åñòü çàêàí÷èâàåòñÿ k-ûé öèêë
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ñåòè). Èñõîäÿ èç ýòîãî ïîëó÷àåì:

‖x(k)‖ = {Ak}n1 =

(
k⊕

m=1

τm

)⊗(n−1)

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)
= n

k
max
m=1

τm +
k∑

m=1

τm.

Îòñþäà, ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5.1) äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé âî âñåõ óçëàõ äëÿ êàæäîãî
ðàáî÷åãî öèêëà îäèíàêîâû, ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

x(k) =




k⊗
m=1

τm

(
k⊗

m=1

τm

)
⊗

(
k⊗

m=1

τm

)

(
k⊕

m=1

τm

)⊗2

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)

...

(
k⊕

m=1

τm

)⊗(n−1)

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)




=




k∑
m=1

τm

k
max
m=1

τm +
k∑

m=1

τm

2
k

max
m=1

τm +
k∑

m=1

τm

...

(n− 1)
k

max
m=1

τm +
k∑

m=1

τm




.

Ïðèìåð 12

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âèä ëèíåéíûõ ñåòåé, â êîòîðûõ âðåìåíà îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé âî âñåõ óçëàõ ïîñòîÿííû (íî íå îáÿçàòåëüíî îäè-
íàêîâûå äëÿ âñåõ óçëîâ), êðîìå óçëîâ-èñòî÷íèêîâ, â êîòîðûõ âðåìåíà îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé åñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðè ñóùåñòâóþùåì
óñëîâèè íà âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìû ïîëó÷èì, ÷òî â äè-
íàìè÷åñêîì óðàâíåíèè, àíàëîãè÷íîì (2.3) è (5.1), ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà
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A(k) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

A(k) =




τ1k ε ε . . . ε

τ1k⊗τ2 τ2 ε . . . ε
... ... ... . . . ...
τ1k⊗τ2⊗τ3⊗· · ·⊗τn τ2⊗τ3⊗· · ·⊗τn τ3⊗· · ·⊗τn . . . τn




,

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ìàòðèöû Ak (i ≥ j), çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòîâ
ïåðâîãî ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû:

{Ak}ij =

(
i⊕

m=j

τm

)⊗(k−1)

⊗

(
i⊗

m=j

τm

)
äëÿ i ≥ 2.

Ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû Ak áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

{Ak}i1 =

(
i⊗

m=2

τm

)
⊗

k⊕

l=1




(
l⊗

m=1

τ1m

)
⊗

(
i⊕

m=2

τm

)⊗(k−l)

 ,

à îáùåå ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5.1) áóäåò:

x(k) =




{Ak}11

{Ak}21

...

{Ak}n1




. (5.2)

Îòñþäà, âðåìÿ îêîí÷àíèÿ k-ãî ðàáî÷åãî öèêëà:

‖x(k)‖ = {Ak}n1 =

(
n⊗

m=2

τm

)
⊗

k⊕

l=1




(
l⊗

m=1

τ1m

)
⊗

(
n⊕

m=2

τm

)⊗(k−l)

 .

Ïðèìåð 13

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àöèêëè÷åñêóþ ñåòü. Òàêæå êàê è â ïåðâîì èç
ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ãëàâå êëàññîâ ëèíåéíûõ ñåòåé (ïðèìåð 11) ïî-
ëàãàåì, ÷òî âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â êàæäîì óçëå äëÿ îäíîãî
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öèêëà îäèíàêîâû. Òîãäà äëÿ ïåðåõîäíîé ìàòðèöû A(k) â äèíàìè÷åñêîì
óðàâíåíèè (5.1) åå ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âè-
äå:

{A(k)}ij = τ
⊗rij

k ,

ãäå rij � ìàêñèìàëüíûé ïóòü èç j-ãî óçëà â i-ûé óçåë, åñëè îí ñóùå-
ñòâóåò. Åñëè ïóòè íåò, òî rij = ε òàêæå êàê è çíà÷åíèå äàííîãî ýëåìåíòà
ïåðåõîäíîé ìàòðèöû. Òîãäà:

{Ak}ij =





(
k⊕

m=1

τm

)⊗rij

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)
,åñëè ïóòü èç j-ãî óçëà
â i-ûé ñóùåñòâóåò;

ε ,èíà÷å.

Îòñþäà, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå ri =
k⊕

j=1
rij, ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî äèíàìè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x(k) =




(
k⊕

m=1

τm

)⊗r1

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)

(
k⊕

m=1

τm

)⊗r2

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)

...

(
k⊕

m=1

τm

)⊗rn

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)




,

à âðåìÿ îêîí÷àíèÿ k-ãî ðàáî÷åãî öèêëà ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè ïðåäñòà-
âèìî â âèäå:

‖x(k)‖ =

(
k⊕

m=1

τm

)⊗r

⊗

(
k⊗

m=1

τm

)
,

ãäå r =
k⊕

i=1
ri � ìàêñèìàëüíûé ïóòü â ñåòåâîì ãðàôå.
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Ïðèìåð 14

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñåòü èç âòîðîãî ïðèìåðà äàííîé ãëàâû (ïðèìåð 12),
â êîòîðîé âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé âî âñåõ óçëàõ ïîñòîÿííû
(íî íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå äëÿ âñåõ óçëîâ), âêëþ÷àÿ óçëû-èñòî÷íèêè.
Òîãäà ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ìàòðèöû Ak (i ≥ j):

{Ak}ij =

(
i⊕

m=j

τm

)⊗(k−1)

⊗

(
i⊗

m=j

τm

)
.

è îáùåå ðåøåíèå ðåêóðåíòíîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä (5.2).
Îòñþäà, âðåìÿ îêîí÷àíèÿ k-ãî ðàáî÷åãî öèêëà:

‖x(k)‖ = {Ak}n1 =

(
n⊕

m=1

τm

)⊗(k−1)

⊗

(
n⊗

m=1

τm

)
.
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Ãëàâà 6

Îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëåíèé
äåòåðìèíèðîâàííûõ ñåòåé

6.1 Èåðàðõèÿ ñåòåé è åå óðîâíè

Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííóþ (îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè åå ñåòåâîãî
ãðàôà) ñåòü, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (2.3). Îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå G äîëæåí áûòü àöèê-
ëè÷åí è ïóñòü äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè â ãðàôå åñòü r . Òîãäà ìîæíî
ïåðåíóìåðîâàòü óçëû ãðàôà è îïèñàòü äèíàìèêó ïîëó÷åííîé ñåòè óðàâ-
íåíèåì âèäà:

y(k) = B(k)⊗ y(k − 1), (6.1)
ãäå ìàòðèöà B(k) áóäåò èìåòü íèæíåòðåóãîëüíûé âèä è ïðåäñòàâèìà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B(k) = (E ⊕ T ′
k ⊗HT )r ⊗ T ′

k . (6.2)

Âåêòîð çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ k-ûõ òðåáîâàíèé â óçëàõ ñåòè è ìàò-
ðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ τ

′
·k ýòèõ òðå-

áîâàíèé åñòü ñîîòâåòñòâåííî

y(k) =




y1(k)
...

yn(k)


 è T ′

k =




τ
′
1k ε

. . .
ε τ

′
nk


 .

H ÿâëÿåòñÿ (n×n)-ìàòðèöåé ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñåòè ñ
ïåðåíóìåðîâàííûìè óçëàìè. Äàëåå ìû ââåäåì ïîíÿòèå óðîâíåé èåðàðõèè
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ñåòè, ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ è ïðîàíàëèçèðóåì âèä
ìàòðèöû B(k).

6.1.1 Óðîâíè èåðàðõèè

Ðàññìîòðèì G � ìàòðèöó ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñåòè. Èç
àöèêëè÷íîñòè ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí óçåë
i, äëÿ êîòîðîãî P(i) = ∅. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ìàòðèöå G ñóùåñòâóåò
ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû ε. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ëåãêî äî-
êàçàòü èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåäïîëîæåíèå, òî åñòü, ÷òî â ìàòðèöå G íå
ñóùåñòâóåò ñòîëáöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû ε. Òîãäà ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö i1. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â íåì ñóùå-
ñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò gi1i2, íå ðàâíûé ε, ÷òî óêàçûâàåò íà ñó-
ùåñòâîâàíèå äóãè ãðàôà (i1, i2) ∈ A. Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ñòîëáöû
i2, i3, . . . , in+1. Â ñëåäñòâèå êîíå÷íîñòè ÷èñëà óçëîâ ãðàôà, ñðåäè ýòèõ
íîìåðîâ ñòîëáöîâ åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå
öèêëà â ãðàôå, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ äëÿ ñåòåé ðàññìàòðèâàåìîãî
íàìè òèïà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èññëåäóåìîì íàìè ãðàôå äëÿ óçëà i ñïðàâåäëè-
âî P(i) = ∅. Òîãäà ðàññìîòðèì íîâûé ãðàô, îòëè÷àþùèéñÿ îò èñõîäíîãî
ëèøü îòñóòñòâèåì i-ãî óçëà è âñåõ äóã èç íåãî èñõîäÿùèõ {(i, j)|j ∈
S(i)}. Èç àöèêëè÷íîñòè èñõîäíîãî ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûé ãðàô
òàêæå àöèêëè÷åí è ãëàâíûé ìèíîð ìàòðèöû G, ÿâëÿþùèéñÿ ìàòðèöåé
ñìåæíîñòè ïîëó÷åííîãî ïîäãðàôà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñòîëáåö,
âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû ε. Àíàëîãè÷íî, âûáðàñûâàÿ èç äàííîãî
ïîäãðàôà óçåë, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñòîëáöó è âñå èñõîäÿùèå èç íåãî
äóãè ïîëó÷èì íîâûé ïîäãðàô, äëÿ êîòîðîãî âåðíû âñå ïðåäûäóùèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ. Ýòó îïåðàöèþ ìû ìîæåì ïîâòîðèòü n ðàç (ïî êîëè÷åñòâó
óçëîâ â èñõîäíîì ãðàôå).

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó ãðàôó. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî óçëîâ

N1 = {i|P(i) = ∅} = {i|∀j ∈ N : (j, i) /∈ A} = {i|
⊕
j∈N

gji = ε}.
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Ðàññìîòðèì ïîäãðàô, îòëè÷àþùèéñÿ îò èñõîäíîãî ëèøü îòñóòñòâèåì óç-
ëîâ èç ìíîæåñòâà N1 è âñåõ äóã, èç ýòèõ óçëîâ èñõîäÿùèõ {(i, j)|i ∈
N1, j ∈ S(i)}. Òîãäà îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

N2 = {i|∀j ∈ {N \N1} : (j, i) /∈ A} = {i|
⊕

j∈N\N1

gji = ε}.

Àíàëîãè÷íî ìîæåì îïðåäåëèòü

N3 = {i|∀j ∈ {N \
2⋃

m=1

Nm} : (j, i) /∈ A} = {i|
⊕

j∈{N\
2S

m=1
Nm}

gji = ε},

· · ·
NL = {i|∀j ∈ {N \

L−1⋃
m=1

Nm} : (j, i) /∈ A} = {i|
⊕

j∈{N\
L−1S
m=1

Nm}

gji = ε},

ãäå äëÿ öåëîãî L ñïðàâåäëèâî NL 6= ∅ è NL+l = ∅ äëÿ l = 1, 2, . . ..
Áóäåì íàçûâàòü äàííûå ìíîæåñòâà óðîâíÿìè èåðàðõèè ñåòè, à èíäåêñû
ýòèõ ìíîæåñòâ � íîìåðàìè óðîâíåé. Ïîñòîÿííàÿ L îïðåäåëÿåò êîëè÷å-
ñòâî óðîâíåé èåðàðõèè äëÿ êîíêðåòíîé ñåòè.

6.1.2 Ïåðåíóìåðàöèÿ óçëîâ

Ðàññìîòðèì ñåòü ñ ñèíõðîíèçàöèåé, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíû óðîâíè èåðàð-
õèè. Òîãäà, ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèíöèï àëãîðèòìà ïåðåíóìåðàöèè
óçëîâ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

Àëãîðèòì 1 Óçëàì èç óðîâíåé èåðàðõèè ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè äîëæ-
íû ñîîòâåòñòâîâàòü ìåíüøèå íîìåðà â ïåðåíóìåðîâàííîì ãðàôå. Äëÿ
óçëîâ èç îäíîãî óðîâíÿ èåðàðõèè íèêàêèõ óñëîâèé íà ïåðåíóìåðàöèþ íå
íàêëàäûâàåòñÿ.

Ïðè óæå âûÿâëåííûõ (ñì. ïîäãëàâó 6.1.1) óðîâíÿõ èåðàðõèè äîñòàòî÷íî
ïðèñâàèâàòü íîìåðà ïî ïîðÿäêó (íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî) óçëàì èç óðîâíÿ
èåðàðõèè ñ íîìåðîì 1, çàòåì 2, 3 è òàê äàëåå.

Íèæå ïðåäñòàâëåí ñõåìàòè÷åñêèé àëãîðèòì (òàê, íàïðèìåð, ε ìîæ-
íî çàìåíèòü íà ëþáóþ îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó, â ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî
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âñå íàøè âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíû, à ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîâåðÿòü ýëå-
ìåíòû íà íåîòðèöàòåëüíîñòü è ò.ï.), êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû H:

Àëãîðèòì 2 Àëãîðèòì ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ:

For i = 1 to (n− 1)

For j = i to n

if
n

max
k=1

gjk = ε then {
if (i 6= j) then {

For l = 1 to n

if (l 6= i or l 6= j) then {
tmp := gli, gli := glj, glj := tmp;

tmp := gil, gil := gjl, gjl := tmp;

}
tmp := gii, gii := gjj, gjj := tmp;

tmp := gij, gij := gji, gji := tmp;

}
break;

}

Â àëãîðèòìå 2 íå îòðàæåí ìåõàíèçì ïåðåèíäåêñàöèè óçëîâ ñåòåâîãî ãðà-
ôà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èçìåíåíèÿ âåêòîðà îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé (x → y) è ìàòðèöû âðåìåí äàííûõ îáñëóæèâàíèé (T → T ′),
íî ðåàëèçîâàòü ýòî ñîâñåì íå ñëîæíî.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âèä äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü (6.1) c ïåðåõîäíîé ìàòðèöåé âèäà (6.2). Äàëåå ìû ðàññìîòðèì
áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðó ýòîé ïåðåõîäíîé ìàòðèöû.
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6.1.3 Ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà äëÿ ñåòè ñ ïåðåíóìåðîâàííûìè óç-
ëàìè

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ñìåæíîñòè H ãðàôà ñ ïåðåíóìå-
ðîâàííûìè óçëàìè èìååò âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä è ýëåìåíòû ãëàâíûõ
ìèíîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì èç îäíèõ óðîâíåé èåðàðõèè, ðàâíû ε.
Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ èåðàðõèè (ïîäãëàâà 6.1.1) ñëåäó-
åò, ÷òî íåò äóã èç óçëà èç óðîâíÿ èåðàðõèè ñ áîëüøèì íîìåðîì â óçëû
èç óðîâíÿ èåðàðõèè ñ ìåíüøèì íîìåðîì. Åñëè äîáàâèòü ê ýòîìó êðèòå-
ðèé îòáîðà óçëîâ â îäèí óðîâåíü èåðàðõèè, òî ìû ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé
ðåçóëüòàò.

Îòñþäà, ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó

Ëåììà 13 Ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà B(k) äëÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñåòè ñ ïåðåíóìåðîâàííûìè óçëàìè èìååò íèæíåòðåóãîëüíûé âèä è
ýëåìåíòû ãëàâíûõ ìèíîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì èç îäíèõ óðîâ-
íåé èåðàðõèè, ðàâíû ε êðîìå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ðàâíû
âðåìåíàì îáñëóæèâàíèÿ k-ûõ òðåáîâàíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäàåìîå ñëåäóåò èç âèäà ìàòðèö H, E è T ′
k .

¥
Mû ìîæåì ðàñïèñàòü (6.1) êàê

y(k) = B(k)⊗B(k − 1)⊗ · · · ⊗B(1)⊗ y(0), (6.3)

ãäå ìàòðèöû B(k), B(k − 1), ..., B(1) èìåþò âèä èç ëåììû 13. Â ñëå-
äóþùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèé ïðè
óìíîæåíèè ýòèõ ìàòðèö.

6.2 Àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèé ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ñåòåé ñ ñèíõðîíèçàöèåé

Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñåòè ñóùåñòâóåò L óðîâíåé èåðàðõèè.
Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî óçëîâ â óðîâíå êàê sl, ãäå l = 1, . . . L. Îáîçíà-
÷èì Sl = s1 + s2 + · · · + sl, ãäå S0 = 0. Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ
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ðàññóæäåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâå ìàòðèöû B(1) è B(2), à
èõ ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷èì C = B(2)⊗B(1).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû C â ñëó÷àå, êîãäà íåèç-
âåñòåí âèä ìàòðèö B(1) è B(2), íåîáõîäèìî n îïåðàöèé îáîáùåííîãî
ñëîæåíèÿ ⊕ è (n− 1) îïåðàöèé îáîáùåííîãî óìíîæåíèÿ ⊗, ò.å. âñåãî

Op1 = n2(2n− 1) (6.4)

îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû.
Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ èíôîðìàöèåé î íèæíåòðåóãîëüíîì âèäå ìàò-

ðèö B(1) è B(2), òî îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè C

ñîêðàùàåòñÿ äî

Op2 =
n∑

i=1

i∑
j=1

(2 (i− j + 1)− 1) =
n∑

i=1

i2, (6.5)

òàê êàê íà âû÷èñëåíèå îäíîãî ýëåìåíòà cij, ãäå i ≥ j, íåîáõîäèìî (2(i−
j +1)−1) îïåðàöèé. Íî íàì èçâåñòíî ãîðàçäî áîëüøå î âèäå ïåðåõîäíûõ
ìàòðèö, ÷òî ïîçâîëÿåò åùå áîëåå îïòèìèçèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû C. Ðàññìîòðèì ýòî äàëåå.

Òåïåðü íàéäåì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè C, âîñïîëüçî-
âàâøèñü èíôîðìàöèåé èç ëåììû 13.
Ëåììà 14 Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íåîáõîäèìîå äëÿ ìàòðèöû C, åñëè
ìàòðèöû B(1) è B(2) èìåþò âèä èç ëåììû 13 åñòü

Op3 = n + 3
L∑

l=2

slS(l−1) + 2
L∑

l=3

sl

l−2∑
v=1

sv

(
S(l−1) − Sv

)
. (6.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ìàòðèöû C. Îáùèé âèä ýëå-
ìåíòà ìàòðèöû åñòü

cij =
n⊕

k=1

bik(1)⊗ bkj(2).

Îäíàêî, äëÿ i ∈ (Sl−1, Sl], ãäå l = 2, . . . , L, è j ∈ (S(v−1), Sv], ãäå v =

1, . . . , (l − 1):

cij = bij(1)⊗ tjj(2)⊕ tii(1)⊗ bij(2)⊕
S(l−1)⊕

k=Sv+1

bik(1)⊗ bkj(2);
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äëÿ i = j:
cij = tii(1)⊗ tii(2);

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i è j ýëåìåíòû ìàòðèöû C ðàâíû ε. Îòñþäà îáùåå
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû C ðàâíî

Op3 = n + 3
L∑

l=2

slS(l−1) + 2
L∑

l=2

sl

l−2∑
v=1

sv

(
S(l−1) − Sv

)

= n +
L∑

l=2

sl

(
3S(l−1) + 2

l−2∑
v=1

sv

(
S(l−1) − Sv

)
)

= n + 3
L∑

l=2

slS(l−1) + 2
L∑

l=3

sl

l−2∑
v=1

sv

(
S(l−1) − Sv

)
.

¥

Ñëåäñòâèå 8 Ïðè óñëîâèè ÷òî si = N äëÿ i = 1, . . . , L (ò.å. Si = iN

äëÿ i = 1, . . . , L) èìååì

Op3 = LN + 3N 2L(L− 1)

2
+ 2N 3

L∑

l=3

l−1∑
v=2

(l − v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì èìåþùèåñÿ ó íàñ äàííûå â (6.6):

Op3 = n + 3
L∑

l=2

slS(l−1) + 2
L∑

l=3

sl

l−2∑
v=1

sv

(
S(l−1) − Sv

)

= LN + 3
L∑

l=2

N(l − 1)N + 2
L∑

l=3

N

l−2∑
v=1

N ((l − 1)N − vN)

= LN + 3N 2
L−1∑

l=1

l + 2N 3
L∑

l=3

l−2∑
v=1

(l − (v + 1))

= LN + 3N 2L(L− 1)

2
+ 2N 3

L∑

l=3

l−1∑
v=2

(l − v)

¥
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 8:

Op1 = 2L3N 3 − L2N 2;
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Op2 =
LN∑
i=1

i2;

Ïðèìåð 15

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñåòü ñîñòîÿùóþ èç 9 óçëîâ (ñì. ðèñ. 18).
Ó íåå ñóùåñòâóåò 3 óðîâíÿ èåðàðõèè, ïåðâîìó (âåðõíåìó) èç êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò óçëû 1, 5 è 6. Âòîðîìó óðîâíþ èåðàðõèè ïðèíàäëåæàò óçëû
2, 3, 7. Îñòàëüíûå óçëû (4, 8, 9) ïðèíàäëåæàò òðåòüåìó óðîâíþ èåðàðõèè.

h
5

-

h
1

¡
¡

¡
¡¡µ

-
@

@
@

@@Rh
6

-

h
2

- h
9

-

h
7

-¡
¡

¡
¡¡µ

h
8

-

h
3

- h
4

-

Ðèñ.18.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåíóìåðîâàòü óçëû ñåòåâîãî ãðàôà. Ïåðåõîäíàÿ ìàò-
ðèöà A(k) äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äàííîé ñåòè èìååò ñëåäóþùèé
âèä:



τ1k ε ε ε ε ε ε ε ε

τ1k⊗τ2k τ2k ε ε τ2k⊗τ5k ε ε ε ε

τ1k⊗τ3k ε τ3k ε ε ε ε ε ε

τ1k⊗τ4k⊗τ7k ε ε τ4k ε τ4k⊗τ6k⊗τ7k τ4k⊗τ7k ε ε

ε ε ε ε τ5k ε ε ε ε

ε ε ε ε ε τ6k ε ε ε

τ1k⊗τ7k ε ε ε ε τ6k⊗τ7k τ7k ε ε

τ1k⊗τ7k⊗τ8k ε ε ε ε τ6k⊗τ7k⊗τ8k τ7k⊗τ8k τ8k ε

τ1k⊗τ2k⊗τ9k τ2k⊗τ9k ε ε τ2k⊗τ5k⊗τ9k ε ε ε τ9k




Ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà B(k) íîâîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè àëãîðèòìà ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ (÷òî îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ïåðåõîäíîé ìàòðèöû A(k))
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Âèä ñåòè Op1 Op2 Op3 Op1/Op2 Op1/Op3 Op2/Op3

{s1, s2, . . . , sL}
{2,5,7} 5292 1015 201 5.214 26.328 5.050
{1,5,7,3} 5292 1015 255 5.214 20.753 3.980
{4,6,9,5} 15600 2870 491 5.436 31.772 5.845
{1,1,1} 45 14 14 3.214 3.214 1
{3,3,3} 1377 285 144 4.832 9.563 1.979
{5,5,5} 6525 1240 490 5.262 13.316 2.531
{5,5,5,5} 15600 2870 1470 5.436 10.612 1.952
{4,4,4,4,4} 15600 2870 1780 5.436 8.764 1.612

Òàá.5.

ìîæåò, ê ïðèìåðó, èìåòü ñëåäóþùèé âèä:



τ1k ε ε ε ε ε ε ε ε

ε τ5k ε ε ε ε ε ε ε

ε ε τ6k ε ε ε ε ε ε

τ1k⊗τ2k τ2k⊗τ5k ε τ2k ε ε ε ε ε

τ1k⊗τ3k ε ε ε τ3k ε ε ε ε

τ1k⊗τ7k ε τ6k⊗τ7k ε ε τ7k ε ε ε

τ1k⊗τ4k⊗τ7k ε τ4k⊗τ6k⊗τ7k ε ε τ4k⊗τ7k τ4k ε ε

τ1k⊗τ7k⊗τ8k ε τ6k⊗τ7k⊗τ8k ε ε τ7k⊗τ8k ε τ8k ε

τ1k⊗τ2k⊗τ9k τ2k⊗τ5k⊗τ9k ε τ2k⊗τ9k ε ε ε ε τ9k




1

5

6

2

3

7

4

8

9

Ñïðàâà îò ìàòðèöû ñòîÿò èçíà÷àëüíûå èíäåêñû óçëîâ ñåòè, ñîîòâåòñòâî-
âàâøèå ñòðîêàì (è ñòîëáöàì) ïåðåõîäíîé ìàòðèöû. Âðåìåíà îáñëóæèâà-
íèÿ òðåáîâàíèé îñòàâëåíû áåç èçìåíåíèé (äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðèìåðà).

Ïðèìåð 16

Íèæåïðèâåäåííàÿ òàáëèöà 5 ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî îïåðàöèé è èõ îòíî-
øåíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåòåé. Â ïåðâîì ñòîëáöå çàäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î
÷èñëå óðîâíåé èåðàðõèè è óçëîâ â íèõ â âèäå {s1, s2, . . . , sL}. Ïðèìåð 16
ñîîòâåòñòâóåò {3, 3, 3} â äàííîé òàáëèöå.
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Ãëàâà 7

Îïèñàíèå ïðîãðàììû FJS

Â ïðèëîæåíèè ê äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíà îäíà èç ïðîñòåéøèõ ïðî-
ãðàìì, íàïèñàííàÿ íà ÿçûêå C++, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîäåëèðîâàëàñü
ðàáîòà ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé. Â äàííîì ïðèìåðå äàíà ïîïûòêà ïîêàçàòü,
êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä â íàïèñàíèè
ïðîãðàìì äëÿ ñîçäàíèÿ ñèñòåì ìîäåëèðóþùèõ ðàáîòó ðàññìîòðåííîãî â
äèññåðòàöèè êëàññà ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè. Çäåñü îïóùåíû ðÿä äåòàëåé ïî
ïîëó÷åíèþ ðÿäà õàðàêòåðèñòèê ñåòåâîãî ãðàôà (íàïðèìåð, íàõîæäåíèå
íàèáîëüøåé äëèíû ïóòè). Îòìåòèì, ÷òî â êëàññå Matrix ïåðåãðóæåíû
ðÿä îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ðàáîòàòü â
àïïàðàòå èäåìïîòåíòíîé (max,+)-àëãåáðû. Êëàññ Random ðåàëèçóåò ãå-
íåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë èìåþùèõ ðàâíîìåðíîå èëè ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Â êëàññå Simul ìîäåëèðóåòñÿ ðàáîòà ñåòè ñ î÷åðåäÿìè,
òîïîëîãèÿ ñåòåâîãî ãðàôà êîòîðîé ìîæåò ïðèíèìàòü ðÿä ñîñòîÿíèé ñ
çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ìîäåëèðîâàíèå îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè
êëàññà Matrix ñ åãî îïåðàöèÿìè.

Âõîäíûå ïàðàìåòðû áåðóòñÿ èç äâóõ ôàéëîâ.
Ïåðâûé ôàéë InitData.txt ñîäåðæèò ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå (äà-

þòñÿ â ïîðÿäêå èõ ÷òåíèÿ ïðîãðàììîé ñ íà÷àëà ôàéëà): êîëè÷åñòâî ñå-
òåâûõ òîïîëîãèé (Systems_Num ), êîëè÷åñòâî óçëîâ â ñåòåâîì ãðàôå
(Nodes_Num ), êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ( Iteration_Num ), âåðîÿòíîñòü
ïðîäîëæåíèÿ ðàáîòû î÷åðåäíîãî öèêëà (GoodPropab ), âåðîÿòíîñòè ïî-
ÿâëåíèÿ ñòðóêòóð ãðàôà (Propab[i], i = 1, . . . , Systems_Num ), ïà-
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ðàìåòðû ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé â óçëàõ ñåòè (Lambda[i], i = 1, . . . , Nodes_Num ), äëè-
íû ìàêñèìàëüíûõ ïóòåé äëÿ âñåõ òîïîëîãèé ñåòåâîãî ãðàôà (Way[i],
i = 1, . . . , Systems_Num ).

Âòîðîé ôàéë Data.txt ñîäåðæèò òðàíñïîíèðîâàííûå ìàòðèöû ñìåæ-
íîñòè ñåòåâûõ ãðàôîâ.

Òàêæå ñ êîíñîëè ââîäèòñÿ ÷èñëî (init) � èíèöèàëèçàöèÿ äàò÷èêà ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë.

Âûõîäíûìè ïàðàìåòðàìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñðåäíåå è âûáîðî÷íàÿ
äèñïåðñèÿ âðåìåíè ðàáîòû ñåòè äî ìîìåíòà îòêàçà. Äàííûå âûâîäÿòñÿ â
ôàéë OutData.txt.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Îïðåäåëåí íîâûé êëàññ ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè, òîïîëîãèÿ ñåòåâûõ ãðà-
ôîâ êîòîðûõ ìîæåò èçìåíÿòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â íà÷àëå êàæäîãî èç
ðàáî÷èõ öèêëîâ. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ â óçëàõ ñåòè � ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû. Â íà÷àëå êàæäîãî ðàáî÷åãî öèêëà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü ñáîÿ â
ðàáîòå ñåòè.

� Îïðåäåëåíî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå â èäåìïîòåíòíîé (max,+)-àëãåáðå
äëÿ íîâîãî êëàññà ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè.

� Îïèñàí íàáîð îáû÷íûõ è âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ äëÿ ðÿäà ìàòðè÷-
íûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëü-
òàòîâ.

� Ââåäåíî ïîíÿòèå ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû äî ìîìåíòà ñáîÿ äëÿ
íîâîãî êëàññà ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè. Ïîñòðîåí ðÿä îöåíîê äëÿ äàííîé âåëè-
÷èíû.

� Ïðîâåäåí àíàëèç ñåòåé ñî ñòðîãî îïðåäåëåííîé òîïîëîãèåé ñåòåâîãî
ãðàôà, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåí àëãîðèòì ïåðåíóìåðàöèè óçëîâ. Äàííàÿ
ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýòîãî êëàññà ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè.

� Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïî èñïîëüçîâàíèþ àïïàðàòà èäåìïîòåíòíîé
(max,+)-àëãåáðû äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè, îòëè÷àþ-
ùèõñÿ îò ðàññìîòðåííûõ â îñíîâíîé ÷àñòè äèññåðòàöèè.

� Äàí ïðèìåð ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè (íà îñíîâå îáúåêòíî-îðèåí-
òèðîâàííîé ìîäåëè) ðàáîòû ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè èç ðàññìàòðèâàåìîãî â
äèññåðòàöèè êëàññà. Ðåçóëüòàòû ïðîãðàììíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëü-
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çîâàëèñü â ðÿäå ïðèìåðîâ â äèññåðòàöèè.
Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è ïðîãðàììíîå ÿäðî ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ èäåìïîòåíòíîãî àíàëèçà è ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè èç ðàññìîòðåííîãî â äèññåðòàöèè êëàññà.
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Ïðèëîæåíèÿ

MATRIX.H

///////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
//
// Êëàññ Matrix. Ðåàëèçóåò ïåðåãðóæåííûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöåé:
//
// ñëîæåíèå,óìíîæåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñïåöèàëüíî äëÿ ðàáîòû
//
// â (ìàêñ,+)-àëãåáðå.
//
//
///////////////////////////////////////////////////////////////////////

typedef double* DPTR;
typedef int* IPTR;

class Matrix
{

private:
int row;
int col;

public:
DPTR* array;

public:
Matrix() {};
Matrix(int,int);
~Matrix();

Matrix& operator*(const Matrix& matrix);
Matrix& operator+(const Matrix& matrix);
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Matrix& operator()(int);

double operator&(void);
void operator!(void);

void Matrix_Init(int,int);
void Matrix_Init(int,int,DPTR*);

double Ret_Max(double,double);
double Ret_Max(DPTR*,DPTR*,int,int);

};

85



RANDOM.H

///////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
//
// Êëàññ Random. Ðåàëèçóåò äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë äëÿ ðàâíîìåðíîãî
//
// è ýêñïîòåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
//
//
///////////////////////////////////////////////////////////////////////

class Random {
public:
Random() {};
void rninit(int);
double rnunif(void);
double rnexp (void);

};
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SIMUL.H

///////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
//
// Êëàññ Simul. Áàçèðóÿñü íà ìåòîäàõ,ðåàëèçîâàííûõ â êëàññå Matrix,
//
// ìîäåëèðóåò ðàáîòó ñåòè ñ î÷åðåäÿìè, òîïîëîãèÿ ñåòåâîãî ãðàôà
//.
// êîòîðîé ìîæåò ïðèíèìàòü ðÿä ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
//
//
///////////////////////////////////////////////////////////////////////

#include "matrix.h"
#include "random.h"

typedef char** CHPTR;

class Simulation {

private:
Matrix Result_Matrix;
Matrix Unitary_Matrix;
Matrix Service_Matrix;
Matrix* Adjacent_Matrix;

private:
double GoodPropab;
DPTR Propab;
DPTR Lambda;
IPTR Way;

private:
int Systems_Num;
int Nodes_Num;
int Iteration_Num;

public:
int Init_Generator;

public:
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Random rand_value;

Simulation() {};
Simulation(char*,char*);
~Simulation() {};

void Calculation(void);
void Init_Service(void);
void Result(double,double);

int Ret_Max_Way(int);
int Ret_Index_System(void);

};
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MATRIX.CPP

#include <stdio.h>
#include "matrix.h"

#define infty -1

Matrix::Matrix(int row, int col)
{
this -> row = row;
this -> col = col;

array = new DPTR[row];

for(int i = 0; i < row; i++)
array[i] = new double[col];

}

Matrix::~Matrix() {}

Matrix& Matrix::operator+(const Matrix& matrix)
{
Matrix MTemp(this -> row, this -> col);

for(int i = 0; i < this -> row; i++)
for(int j=0; j < this -> col; j++)
MTemp.array[i][j] = Ret_Max(array[i][j],matrix.array[i][j]);

return MTemp;
}

Matrix& Matrix::operator*(const Matrix& matrix)
{
Matrix MTemp(this -> row,this -> col);

for(int i = 0; i < this -> row; i++)
for(int j=0; j < matrix.col; j++)
MTemp.array[i][j] = Ret_Max(this -> array,matrix.array,i,j);

return MTemp;
}
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void Matrix::operator!(void)
{

for(int i = 0; i < (this -> row) - 1; i++)
for(int j = i+1; j < this -> col; j++)

this -> array[i][j] = this -> array[j][i] = infty;

for(i = 0; i < this -> row; i++)
this -> array[i][i] = 0;

}

Matrix& Matrix::operator()(int pow)
{
Matrix MTemp = *this;

for(int i = 0; i < pow-1; i++)
MTemp = MTemp * (*this);

return MTemp;
}

double Matrix::operator&(void)
{
double max_val = infty;

for(int i = 0; i < this -> row; i++)
for(int j = 0; j < this -> col; j++)
if(array[i][j] > max_val) max_val = array[i][j];

return max_val;
}

double Matrix::Ret_Max(double first,double second)
{
return (first > second)?first:second;

}

double Matrix::Ret_Max(DPTR* first,DPTR* second,int row,int col)
{
double temp = infty;
double summ = infty;
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for(int i = 0; i < this -> row; i++) {
if(first[row][i] < 0.0 || second[i][col] < 0.0) continue;
summ = first[row][i] + second[i][col];
if( summ > temp) temp = summ;
}
return temp;

}

void Matrix::Matrix_Init(int row ,int col, DPTR* _array)
{
this -> row = row;
this -> col = col;

array = new DPTR[row];

for(int i = 0; i < this -> row; i++)
array[i] = new double[this -> col];

for(i=0; i < this -> row; i++)
for(int j=0; j < this -> col; j++)
this -> array[i][j] = _array[i][j];

}

void Matrix::Matrix_Init(int row ,int col)
{
this -> row = row;
this -> col = col;

array = new DPTR[row];

for(int i = 0; i < this -> row; i++)
array[i] = new double[this -> col];

}
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RANDOM.CPP

#include <math.h>
#include "random.h"

static unsigned int iu, iuhold, mult=663608941;
const double flt = 0.232830643654e-9;

double Random::rnunif()
{
iu *= mult;
return (flt*iu);

}

void Random::rninit ( int iufir)
{
iu = ( ( iufir%2 ) ? iufir : iufir + 1 );
iuhold = iu;

}

double Random::rnexp()
{
return( - log( rnunif () ) );

}
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SIMUL.CPP

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "simul.h"

Simulation::Simulation(char* Init_file, char* Data_file)
{
FILE* fptr = fopen(Init_file,"r");
DPTR* temp_array;

fscanf(fptr,"%d",&(this -> Systems_Num));
fscanf(fptr,"%d",&(this -> Nodes_Num));
fscanf(fptr,"%d",&(this -> Iteration_Num));
fscanf(fptr,"%lf",&(this -> GoodPropab));

Propab = new double[this -> Systems_Num];
for(int i = 0; i < this -> Systems_Num; i++)
fscanf(fptr,"%lf",&(this -> Propab[i]));

Lambda = new double[this -> Nodes_Num];
for(i = 0; i < this -> Nodes_Num; i++)
fscanf(fptr,"%lf",&(this -> Lambda[i]));

Way = new int[this -> Systems_Num];
for(i = 0; i < this -> Systems_Num; i++)
fscanf(fptr,"%d",&(this -> Way[i]));

Adjacent_Matrix = new Matrix[this -> Systems_Num];
temp_array = new DPTR[Nodes_Num];
for(i = 0; i < Nodes_Num; i++)
temp_array[i] = new double[Nodes_Num];

FILE* fptr_data = fopen(Data_file,"r");
for(i = 0; i < this -> Systems_Num; i++)
{
for(int j = 0; j < Nodes_Num; j++)
for(int k = 0; k < Nodes_Num; k++)
fscanf(fptr_data,"%lf",&(temp_array[j][k]));

Adjacent_Matrix[i].Matrix_Init(Nodes_Num,Nodes_Num,temp_array);
}
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Unitary_Matrix.Matrix_Init(Nodes_Num,Nodes_Num);
!Unitary_Matrix;

Service_Matrix.Matrix_Init(Nodes_Num,Nodes_Num);
!Service_Matrix;

}

void Simulation::Init_Service(void)
{
for(int i = 0; i < this -> Nodes_Num; i++)
this -> Service_Matrix.array[i][i] =

rand_value.rnexp()/(this -> Lambda[i]);
}

int Simulation::Ret_Max_Way(int index)
{
return (this -> Way[index]);

}

int Simulation::Ret_Index_System(void)
{
double alpha = rand_value.rnunif();

for(int i = 0; i < this -> Systems_Num; i++)
{
alpha -= (this -> Propab[i]);
if(alpha < 0) break;
}
return i;

}

void Simulation::Result(double max_value,double max_value2)
{
FILE* fptr = fopen("OutData.txt","a+");
double Mean =0, Disp = 0, Coef = 0;

Mean = max_value/(this -> Iteration_Num);

Disp = max_value2/(this -> Iteration_Num - 1) -
(max_value/(this -> Iteration_Num)) *

(max_value/(this -> Iteration_Num - 1));
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Coef = 1.64 * sqrt(Disp / this -> Iteration_Num);

fprintf(fptr,"\n\n The Mean Work is %lf",Mean);
fprintf(fptr,"\n The Dispersion of Work is %lf",Disp);
fprintf(fptr,"\n The Coef is %lf \n",Coef);

}

void Simulation::Calculation(void)
{
rand_value.rninit(Init_Generator);

double sum_max_value = 0;
double sum_max_value2 = 0;
double tmp = 0;
int index = 0;

Matrix MTemp(Nodes_Num,Nodes_Num);

for(int i = 0; i < this -> Iteration_Num; i++)
{
this -> Result_Matrix = this -> Unitary_Matrix;

while(rand_value.rnunif() < (this -> GoodPropab))
{
Init_Service();
index = Ret_Index_System();

MTemp = this -> Service_Matrix * this -> Adjacent_Matrix[index];
MTemp = this -> Unitary_Matrix + MTemp;
MTemp = MTemp(this -> Ret_Max_Way(index));
MTemp = MTemp * (this -> Service_Matrix);
this -> Result_Matrix = MTemp * (this -> Result_Matrix);

}

tmp = &Result_Matrix;
sum_max_value += tmp;
sum_max_value2 += tmp*tmp;
}

this -> Result(sum_max_value,sum_max_value2);
}
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void main()
{
int init;
printf("\n Enter init generator number: ");
scanf("%d",&init);

Simulation s("InitData.txt","data.txt");
s.Init_Generator = init;
s.Calculation();

}
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INITDATA.TXT

3

4

10000

0.1

.333333333333 .333333333333 .333333333333

1 2 3 1

2 2 2
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DATA.TXT

-1 -1 -1 -1

0 -1 -1 -1

0 -1 -1 -1

-1 0 0 -1

-1 -1 -1 -1

0 -1 -1 -1

0 -1 -1 -1

-1 -1 0 -1

-1 -1 -1 0

0 -1 -1 -1

0 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1
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OUTDATA.TXT

The Mean Work is 0.258747
The Dispersion of Work is 0.449881
The Coef is 0.011037
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