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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Çàäà÷è îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, ðàçäåëåíèÿ îøèáîê â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå è
ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ èìåþò âàæíîå ïðèêëàäíîå
çíà÷åíèå. Óìåíèå ñ÷èòàòü ýôôåêòèâíî ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû ïîìîãàåò
â ðÿäå çàäà÷ ëþáîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, à âûäåëåíèå ñèñòåìàòè÷åñêîé
ïîãðåøíîñòè îò ñëó÷àéíîé ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ
êà÷åñòâî ðåãðåññèè. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òðåòüÿ çàäà÷à,
ðåøåíèå êîòîðîé èçâåñòíî ëèøü â ðÿäå ÷àñòíûõ, ïðè÷åì îäíîìåðíûõ,
ñëó÷àåâ. Ââåäåííûå Êèôåðîì è Âîëüôîâèöåì íåïðåðûâíûå ïëàíû
ýêñïðèìåíòà, äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáîòàíà ñîëèäíàÿ òåîðèÿ, ñëóæàò ëèøü
ïðèáëèæåíèÿìè òî÷íûõ è íå îòðàæàþò ðÿä ñâîéñòâ ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷åê D-îïòèìàëüíîãî ïëàíà. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ D-
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ïîçâîëèò ðåøàòü áîëåå øèðîêèé êëàñ çàäà÷ D-
îïòèìèçàöèè, ïðè÷åì â îáëàñòÿõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2, à òàêæå
ðàçðàáîòêà è ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ D-
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ñ åãî ïîìîùüþ.

Çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.
� ñîñòàâëåíèå àëãîðèòìà ýôôåêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

∆2 âî âñåõ åãî ðàçíîâèäíîñòÿõ (íåïðåðûâíîé, äèñêðåòíîé, îáîáùåííîé) è
îöåíêà åãî òðóäîåìêîñòè

� èññëåäîâàíèå âîïðîñà î íàõîæäåíèè òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ
êàê çàäà÷à ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,
èñïîëüçóÿ îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå ∆2; ñðàâíåíèå ñ ðàâíîìåðíûì
ñëó÷àéíûì ïîèñêîì

� èëëþñòðàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðàõ
Îáùàÿ ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2 ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû îáðàùåíèÿ, îòáîðà è êîìïîçèöèè,
à ïðè D-îïòèìèçàöèè èñïîëüçîâàëàñü íîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà
ñëó÷àéíîãî ïîèñêà.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Óäàëîñü ïîñòðîèòü àëãîðèòì ýôôåêòèâíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2 â ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç åãî òðóäîåìêîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ
ìåòîäàìè, êîòîðûå äî ýòîãî ïðèìåíÿëèñü, à èìåííî ìåòîäîì îòáîðà â
íåïðåðûâíîì ñëó÷àå è ìåòîäîì îáðàùåíèÿ â äèñêðåòíîì. Ìîäåëèðîâàíèå
îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2, à òàêæå íàõîæäåíèå òî÷íûõ D-
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ñ åãî ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàþòñÿ âïåðâûå. Â
÷àñòíîñòè, âïåðâûå íàéäåí D-îïòèìàëüíûé ïëàí äëÿ êâàäðàòè÷íîé
ðåãðåññèè â åäèíè÷íîì äâóìåðíîì ãèïåðêóáå.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ
òðåõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2 ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðîãðàìì,
÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ, ðàçäåëåíèÿ
ïîãðåøíîñòåé è ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â ðÿäå ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ, ðàçäåëåíèÿ îøèáîê â

ðåãðåññèîííîì àíàëèçå è ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ è èõ
ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2.

2. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2 â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå,
îöåíêà åãî òðóäîåìêîñòè è ñðàâíåíèå ñ ìåòîäîì îòáîðà. Ìîäåëèðîâàíèå
äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2, îöåíêà åãî òðóäîåìêîñòè è ñîïîñòàâëåíèå ñ
ìåòîäàìè îáðàùåíèÿ è îòáîðà. Ìîäåëèðîâàíèå îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
∆2 è îöåíêà åãî ñëîæíîñòè.

3. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñõåìà íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî D-îïòèìàëüíîãî ïëàíà ñ
ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2. Îöåíêà ïðèáëèæåíèÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ
ê èñòèííîìó.

4. Ïðèìåðû ïðèëîæåíèÿ òðåõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2: àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîãî � â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ, äèñêðåòíîãî � â çàäà÷å
ðàçäåëåíèÿ îøèáîê, îáîáùåííîãî � â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ D-
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ

Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ
êàôåäðû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü
íà êîíôåðåíöèè "5th St. Petersburg Workshop on Simulation"â 2005ã.,
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Ñàíêò-Ïåòåðáóðã.
Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé îòðàæåíû â

ðàáîòàõ 1. � 4. Â ñòàòüå 1. ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæèò ëåììà 2 î
ñòðóêòóðå óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé äèñêðåòíîãî ∆2-ðàñïðåäåëåíèÿ è òåîðåìà
1 î òðóäîåìêîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåäëîæåííîãî
àâòîðàìè, ÷èñòîãî ìåòîäà îáðàùåíèÿ è ÷èñòîãî ìåòîäà îòáîðà. Â ñòàòüå
2. ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò ëåììà 2.2 è ñëåäñòâèå 2.1, âûÿâëÿþùèå
ñòðóêòóðó óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé íåïðåðûâíîãî ∆2-ðàñïðåäåëåíèÿ, ëåììà
4.2, óêàçûâàþùàÿ ñïîñîá èòåðàòèâíîãî íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñìåñè,
â âèäå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþòñÿ óñëîâíûå ïëîòíîñòè, à òàêæå ëåììà
4.1 è òåîðåìà 4.1, â êîòîðûõ ñîñ÷èòàíû òðóäîåìêîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåäëîæåííîãî àâòîðàìè è ÷èñòîãî ìåòîäà îòáîðà.
Â ñòàòüå 3. ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæèò òåîðåìà 1 î ìîäåëèðîâàíèè ∆2-
ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ïðèìåðû 1, 2 è 3 îá îöåíèâàíèè èíòåãðàëîâ ñ
ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû â ñòàòüÿõ
1., 2. è 3. ïðèíàäëåæàò ñîàâòîðó. Ñòàòüÿ 2. îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå,
âõîäÿùåì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ðàáîòà ñîäåðæèò 98 ñòðàíèö, ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî
26 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêè çàäà÷ îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî, ðàçäåëåíèÿ îøèáîê â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå è ïîñòðîåíèÿ
òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ, à òàêæå èõ èçâåñòíûå ðåøåíèÿ. Â
�1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ
ñëó÷àéíûõ èíòåðïîëÿöèîííî-êóáàòóðíûõ ôîðìóë (ÑÈÊÔ). Íà s-ìåðíîì
ìíîæåñòâå X ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé µ çàäàåòñÿ íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ôóíêöèé ϕ1, . . . , ϕn, äëÿ êîòîðûõ ñòàâèòñÿ óñëîâèå òî÷íîñòè ÑÈÊÔ.
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü ϕ1, . . . , ϕn

îðòîíîðìèðîâàííûìè â L2(X, µ). Äàëåå, âûáèðàÿ n òî÷åê x1, . . . , xn ∈ X

ñîãëàñíî íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ∆2, èìåþùåìó ïëîòíîñòü

∆2(Q) =
1

n!

(
det ||ϕj(xi)||ni,j=1

)2
, Q = (x1, . . . , xn),
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ïîñòðîåííàÿ ýòèì ñïîñîáîì ÑÈÊÔ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé
èññëåäóåìîãî èíòåãðàëà ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé.

Â �2 îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à î ðàçäåëåíèè îøèáîê â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ s-ìåðíîå ìíîæåñòâî X = {x1, . . . , xn} ñ çàäàííîé
ðàâíîìåðíîé ìåðîé µ è ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü
ïîðÿäêà m:

ξj =
m∑

i=1

ciϕi(xj) + εj, j = 1, . . . , n, (1)

ãäå ϕ1, . . . , ϕm îðòîíîðìèðîâàíû â X è Eεi = 0, Eε2
i = σ2, cov(εi, εj) =

0, i 6= j. Ïàðàìåòðû ìîäåëè ci îöåíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à ðàçäåëåíèå ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè îò
ñëó÷àéíîé ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàíäîìèçàöèè ýòèõ îöåíîê (ò.å.
ïðîöåäóðû òèïà ðåñåìïëèíã): â òî÷êàõ xi1, . . . , xim ââîäèòñÿ äèñêðåòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ∆2 ñ ïëîòíîñòüþ

p(i1, . . . , im) =
∆2(i1, . . . , im)

∑
1≤i1<...<im≤n

∆2(i1, . . . , im)
,

ãäå

∆(i1, . . . , im) = det ||ϕj(xik)||mj,k=1

è ñòðîÿòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

χi = χi(i1, . . . , im) =
∆i(ξ, i1, . . . , im)

∆(i1, . . . , im)
,

ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ðàâíûì ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêe ÌÍÊ ĉi.
Èññëåäóÿ äèñïåðñèþ χi â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ïðîìîäåëèðîâàííûõ
íàáîðîâ xi1, . . . , xim è ÷èñëà èçìåðåíèé, ïðîâåäåííûõ â êàæäîì èç íèõ,
óäàåòñÿ ðàçäåëèòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü îò ñëó÷àéíîé.

Â �3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî D-îïòèìàëüíîãî
ïëàíà â ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ïîðÿäêà m ñ n > m
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èçìåðåíèÿìè (1). Ìíîæåñòâî ïëàíèðîâàíèÿ X , êàê è ðàíåå, s-ìåðíî, íà íåì
çàäàíà ìåðà Ëåáåãà µ, à íàáîð ôóíêöèé ϕ1, . . . , ϕm, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà ïðîâåäåíèè ñëó÷àéíîãî ïîèñêà â îáëàñòè ïëàíèðîâàíèÿ ñ
ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2, èìåþùåãî ïëîòíîñòü

∆2
n,m(Q) =

(n−m)!

n!
det

(
||ϕi(x1), . . . , ϕi(xn)||mi=1 · ||ϕ1(xj), . . . , ϕm(xj)||nj=1

)
,

ãäå c � êîíñòàíòà íîðìèðîâêè. Îáîñíîâàíèåì òàêîãî ïîèñêà ñëóæèò
òîò ôàêò, ÷òî ïëîòíîñòü ∆2

N,m(Q) ðàâíà, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé,
îïðåäåëèòåëþ èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû ïëàíà ýêñïåðèìåíòà. Ïîñêîëüêó
ïîñëåäíèé ïðè D-îïòèìèçàöèè ìàêñèìèçèðóåòñÿ, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
íàõîæäåíèþ àðãóìåíòà ìàêñèìóìà ∆2

N,m(Q) äëÿ âûáîðêè èç ãåíåðàëíîé
ñîâîêóïíîñòè ñ îáîáùåííûì ∆2-ðàñïðåäåëåíèåì.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ∆2 ìíîãîìåðíî è çàâèñèò îò âûáîðà
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé, åãî ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿëî
òðóäíîñòü, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ è
ðàçäåëåíèÿ îøèáîê èññëåäîâàëèñü íà ïðàêòèêå òîëüêî ïðè î÷åíü ñèëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X è íàáîðà ϕ1, . . . , ϕn. Çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â ñâÿçè ñ ∆2 íå èññëåäîâàëàñü.
Ïîýòîìó îñíîâíîé öåëüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå, â ñàìûõ îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ, ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
∆2 â òðåõ åãî âàðèàíòàõ ñ öåëüþ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷
â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2 â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ïðè÷åì îöåíèâàåòñÿ
åãî òðóäîåìêîñòü è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷å
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ϕ1, . . . , ϕn îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(X,µ), a µ � ìåðà
Ëåáåãà èëè ýêâèâàëåíòíàÿ åé. Â �1 îáðàùàåòñÿ âíèìàíèå ìîäåëèðîâàíèþ
÷èñòûì ìåòîäîì îòáîðà, êîòîðûé ïðåäëàãàëñÿ äî íåäàâíåãî âðåìåíè
â ëèòåðàòóðå êàê åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé â ýòîé ñèòóàöèè. Â �2 eãî
òðóäîåìêîñòü îöåíåíà ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 1 Äëÿ òðóäîåìêîñòè Cr ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2
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ìåòîäîì îòáîðà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Cr ≤
(

2n3 + n + 3

3
+ cn2

) nn

(
max

x∈X, i=1,...,n
|ϕi(x)|

)2n

n!
,

ãäå c � ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü îäíîêðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ϕi , i = 1, n

â ëþáîé òî÷êå x ∈ X. Áîëåå òîãî, åñëè ϕi(x) 6= 0 ∀x ∈ X, i = 1, n, âåðõíåå
íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Â �3 èçëîæåí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè
∆2(Q) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ñâîäèì çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, âîçìîæíî, áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè, ê çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è, áîëåå òîãî,
èìåííî ñòðóêòóðà óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé äàåò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü
ïðîöåññ.

Òåîðåìà 2 Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü k-îãî ïîðÿäêà pk(xk|x1x2 . . . xk−1)

ïðåäñòàâèìà â âèäå

∑
1≤i1<...,ik≤n

k∑
j=1

(
c
(k)
{i1,i2,...,ik}\{ij}

)2

(n−k+1)
∑

1≤j1<...,jk−1≤n

(
c
(k)
j1j2...jk−1

)2

(
k∑

m=1
(−1)m+1c

(k)
{i1,i2,...,ik}\{im}ϕim(xk)

)2

k∑
j=1

(
c
(k)
{i1,i2,...,ik}\{ij}

)2
,

ãäå

c
(k)
{i1,i2,...,ik}\{ij} =

k∑

s=1,s 6=j

(−1)s+1c
(k−1)
{i1,...,ik}\{ij ,is}ϕis(xk−1) (2)

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü k-îãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâèìà
â âèäå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé, ïðè÷åì ïëîòíîñòü êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì îïðåäåëèòåëÿ k-îãî ïîðÿäêà. Åñëè ðàçëîæèòü åãî ïî ñòðîêå,
ñîäåðæàùåé ìîäåëèðóåìóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ÷èòàþòñÿ èòåðàòèâíî � ÷åðåç
òå æå ñàìûå êîýôôèöèåíòû, ïðèñóòñòâóþùèå â ïðåäñòàâëåíèè óñëîâíîé
ïëîòíîñòè (k − 1)-îãî ïîðÿäêà. Ýòî ïîçâîëÿåò çàìåòíî óìåíüøèòü
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òðóäîåìêîñòü, íå òðåáóÿ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ k-îãî ïîðÿäêà,
à ëèøü ïðîñòîãî ïåðåñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ. Òåì ñàìûì ëþáóþ ïëîòíîñòü
â ñìåñè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ýôôåêòèâíî ìåòîäîì îòáîðà. Ïðîöåäóðà
ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëíîñòüþ èçëîæåíà â �4 è èìååò âèä:

Àëãîðèòì 1 Ìîäåëèðîâàíèå ∆2-ðàñïðåäåëåíèÿ

Äëÿ k = 1, n:

1. Ïåðåñ÷èòûâàåì êîýôôèöèåíòû c
(k)
i1,...,ik−1

ñîãëàñíî (2).

2. Ìîäåëèðóåì äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñìåñü.

3. Âûáðàâ îäíîçíà÷íî íàáîð i1, . . . , ik, ìîäåëèðóåì ìåòîäîì îòáîðà òî
ðàñïðåäåëåíèå â ñìåñè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ýòèì èíäåêñàì. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðîìîäåëèðîâàëè xk.

Â òîì æå �4 îöåíåíà òðóäîåìêîñòü Àëãîðèòìà 1:

Òåîðåìà 3 Òðóäîåìêîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ∆2-ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðåäëîæåííûì â Àëãîðèòìå 1 ìåòîäîì ðàâíà

C =

(
c + 2

2
n2 − c + 8

2
n− 3 + (n + 4)2n−1 + log2

n−1∏

k=2

Ck
n

)
C(n)

ϕ

Â �5 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òðóäîåìêîñòåé Àëãîðèòìà 1 è ÷èñòîãî îòáîðà,
êîòîðîå ïðîèëëþñòðèðîâàíî â �6 íà ïðèìåðå îöåíèâàíèÿ îäíîêðàòíîãî,
äâóêðàòíîãî è ïÿòèêðàòíîãî èíòåãðàëîâ îò íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè ïî
ðàçíûì îáëàñòÿì. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàíû ñíà÷àëà ñëó÷àéíûå,
à çàòåì è êâàçèñëó÷àéíûå òî÷êè, ÷òîáû óëó÷øèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.
Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè n ìîäåëèðóåìîãî âåêòîðà
ýôôåêòèâíîñòü Àëãîðèòìà 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ îòáîðîì âîçðàñòàåò çàìåòíî,
÷òî îòðàæåíî â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2 â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, ïðè÷åì îöåíèâàåòñÿ åãî
òðóäîåìêîñòü è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ
ïîãðåøíîñòåé â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå. Â �1 è �2 ïðèâîäÿòñÿ ñõåìû
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n C/R Ratio
2 0, 375

3 0, 427

4 0, 129

5 0, 066

6 0, 035

7 0, 019

8 0, 011

9 7, 1.10−3

10 3, 9.10−4

20 5, 6.10−5

50 1, 26.10−9

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå òðóäîåìêîñòåé ìåòîäà óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé è ìåòîäà îòáîðà

ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñòûõ ìåòîäîâ îáðàùåíèÿ è îòáîðà,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì îöåíåíû òðóäîåìêîñòè ýòèõ ïðîöåäóð.

Òåîðåìà 4 Òðóäîåìêîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ∆2-ðàñïðåäåëåíèÿ
îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîé ìåðû µn ìåòîäîì îáðàùåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò

Cinv =

(
n− 1 + nNCϕ + Cn

N

2n3 + n + 6

3

)
+ log2 Cn

N ,

ãäå Cϕ - ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ëþáîé èç ôóíêöèé ϕi â
êàêîé áè íè áûëî òî÷êå xj, i, j = 1, n.

Òåîðåìà 5 Òðóäîåìêîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ∆2-ðàñïðåäåëåíèÿ
îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîé ìåðû µn ìåòîäîì îòáîðà íå ïðåâîñõîäèò

Crej = nn(MAX)2n

(
2n3 + n + 3

3
+ n2Cϕ + 2

Nn(N − n)!

N !
+ log2 n

)
,

ãäå MAX = max
i=1,n,j=1,N

|ϕi(xj)|, à Cϕ - ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü
ìîäåëèðîâàíèÿ ëþáîé èç ôóíêöèé ϕi â êàêîé áè íè áûëî òî÷êå xj, i, j =

1, n.

Â �3 îáñóæäàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ Àëãîðèòìà 1 â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî
âàðèàíòà ∆2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâíûå ïëîòíîñòè èìåþò àíàëîãè÷íóþ
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ñòðóêòóðó, ïîçâîëÿþùóþ ïåðåñ÷èòûâàòü êîýôôèöèåíòû ñìåñåé è ìèíîðû
îïðåäåëèòåëåé èòåðàòèâíî. Ñëîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå íå
ïðåâîñõîäèò

Ccond = M 2
(

Cϕ+2
2 n2 − Cϕ+8

2 n− 3 + (n + 4)2n−1 + log2
∏n−1

k=2 Ck
n + log2 Cn

N

)
,

ãäå, M = max
i=1,n,j=1,N

|ϕi(xj)|, à Cϕ - ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ

ëþáîé èç ôóíêöèé ϕi â êàêîé áè íè áûëî òî÷êå xj, i, j = 1, n. Â �4 ïðîâåäåí
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ îáðàùåíèÿ,
îòáîðà è óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè n è N ,
à òàêæå îò êîëè÷åñòâà ïðîìîäåëèðîâàííûõ âåêòîðîâ R.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì �5 Ãëàâû 2 ïðèâåäåíû ïðèìåðû íà ðàçäåëåíèÿ
îøèáîê â îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ îáëàñòÿõ êàê ïðè àêòèâíîì, òàê è ïðè
ïàññèâíîì ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ îáîáùåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2, ïðè÷åì îöåíèâàåòñÿ åãî òðóäîåìêîñòü è ïðèâîäÿòñÿ
ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ
ïëàíîâ. Â �1 ââîäèòñÿ ïëîòíîñòü îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2:

∆2
n,m(Q) = pn(x1, . . . , xn) =

(n−m)!

n!
det

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ϕk(xi)ϕl(xi)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

m

k,l=1

, (3)

è âûâîäèòñÿ ÿâíûé âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü ôóíêöèè ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(X, µ), ãäå X � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, à µ �
ìåðà Ëåáåãà. Îáîçíà÷èì

pn−k(x1, . . . , xn−k) =

∫

X

pn(x1, . . . , xn)dxn−k+1 . . . dxn,

ãäå pn(x1, . . . , xn) èìååò âèä (3). Òîãäà

pn−k(x1, . . . , xn−k) = (n−m)!
n!

bk∑
l=ak

Cbk−l
k

∑
1≤i1<...<il≤n−k

1≤j1<...<jl≤m

(
det

∣∣∣∣ϕjp
(xiq)

∣∣∣∣l
p,q=1

)2
, (4)
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ãäå ak = max{0,m− k}, bk = min{m,n− k}, à ïîä
(
det

∣∣∣∣ϕjp
(xiq)

∣∣∣∣l
p,q=1

)2
â

ñëó÷àå l = 0 ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî m.

Ñëåäñòâèå 1 Óñëîâíûå ïëîòíîñòè îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2

pn−k(xn−k|x1, . . . , xn−k−1), k = 0, n− 1 èìåþò âèä

pn−k(xn−k|x1, . . . , xn−k−1) =

bk∑

l=ak

Cbk−l
k

∑

1≤i1<...<il≤n−k

1≤j1<...<jl≤m

(
det

∣∣∣∣ϕjp
(xiq)

∣∣∣∣l
p,q=1

)2

bk+1∑

l=ak+1

C
bk+1−l
k+1

∑

1≤i1<...<il≤n−k−1

1≤j1<...<jl≤m

(
det

∣∣∣∣ϕjp
(xiq)

∣∣∣∣l
p,q=1

)2

Â �2 ïîñòðîåíà ìîäèôèêàöèÿ Àëãîðèòìà 1 äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáîáùåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2. Äîêàçàíî, ÷òî åãî òðóäîåìêîñòü íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
âåëè÷èíó

Cgen =
(
O(n2) + O(n22n)C

[m
2 ]

m + n log2 C
[m

2 ]
m

)
C(n)

ϕ

Â �3 èññëåäîâàí âîïðîñ î ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ è
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðàâíîìåðíûì ñëó÷àéíûì ïîèñêîì. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ â ε-îêðåñòíîñòü òî÷íîãî D-îïòèìàëüíîãî ïëàíà ïðè
ðàâíîìåðíîì ïîèñêå íå ïðåâîñõîäèò 1

µs(X)
(ε
√

π)n

Γ(n
2 +1) è, òåì ñàìûì,

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ìåðå ìíîæåñòâà ïëàíèðîâàíèÿ. Â ñâîþ
î÷åðåäü, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ìîäû âûáîðêè èç ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè ñ ðàñïðåäåëåíèåì ∆2

n,m â òó æå îêðåñòíîñòü íå ïðåâîñõîäèò
max ∆2

n,m(Q) (ε
√

π)n

Γ(n
2 +1) , ÷òî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ýôôåêòèâíî D-îïòèìàëüíûå

ïëàíû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ max ∆2
n,m(Q).

Â �4 ñäåëàíî çàìå÷àíèå î ìîäåëèðîâàíèè â îáëàñòè ñëîæíîãî âèäà.
Åñëè ìíîæåñòâî ïëàíèðîâàíèÿ èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ìû îêðóæàåì
åãî äðóãèì, â êîòîðîì ìîæíî ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó
ôóíêöèé ϕ1, . . . , ϕm. Çàòåì èùåì D-îïòèìàëüíûé ïëàí â áîëüøåé îáëàñòè
è ïðîâåðÿåì åãî ïðèíàäëåæíîñòü íà÷àëüíîìó ìíîæåñòâó.
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Â çàêëþ÷èòåëüíîì �5 Ãëàâû 4 ïðèâåäåíî ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ
íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íàéäåííûé âïåðâûå
òî÷íûé D-îïòèìàëüíûé ïëàí â äâóìåðíîé îáëàñòè ïðè ðàññìîòðåíèè
êâàäðàòè÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû ðàáîòû.

1. Ïîñòðîåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ∆2,
â íåïðåðûâíîì è äèñêðåòíîì âàðèàíòàõ, è îáîáùåííîãî ∆2 â ñàìûõ
îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî
ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäëîæåííûìè äî ýòîãî â
ëèòåðàòóðå. Ðåàëèçîâàíû ïðîãðàììû ìîäåëèðîâàíèÿ âñåõ òðåõ óêàçàííûõ
ðàñïðåäåëåíèé.

2. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ìîäåëèðîâàíèå ïî îòíîøåíèþ ê äèñêðåòíîé
ìåðå, ÷òî ïîçâîëèëî ðàçäåëåíèå ñèñòåìàòè÷åñêîé îò ñëó÷àéíîé îøèáêè
â ðåãðåññèîííûõ ìîäåëÿõ. Â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ âû÷èñëèòåëüíàÿ
òðóäíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ íå ïîçâîëÿëà ñîñòàâèòü ýôôåêòèâíóþ
ïðîöåäóðó.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ îáîáùåíû íà ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî òî÷åê n

áîëüøå ÷èñëà ôóíêöèé m, ÷òî ÷àñòî ñëó÷àåòñÿ â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå.
Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó D-îïòèìàëüíûìè ïëàíàìè è ìàêñèìóì âûáîðêè
èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, èìåþùåé îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå ∆2,
ïðè÷åì îöåíåíî ïðèáëèæåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ê èñòèííîìó.
Ïîñòðîåíà ìîäèôèêàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò â ðÿäå
ñëó÷àåâ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ðåøàòü òðóäíóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ D-
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ.

4. Ïðèâåäåíû ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå
ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆2 â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
Ïîñòðîåí D-îïòèìàëüíûé ïëàí äëÿ êâàäðàòè÷íîé ðåãðåññèè â äâóìåðíîì
ãèïåðêóáå.
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