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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó íåêî-
òîðûì íàáîðîì âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ
ïðîáëåì, âñòàþùèõ ïåðåä ó÷åíûìè ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Èñêîìàÿ
çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç òåîðèè èëè ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Åñëè çàâèñèìîñòü âûâåäåíà èç òåîðå-
òè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, òî äîâîëüíî ÷àñòî îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, çàäàííîì ñ òî÷íîñòüþ äî íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ. Åñëè æå â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòè ëåæàò ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, òî ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ïîñòóëèðóåòñÿ.
Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü èãðàåò îïòèìàëüíûé âûáîð óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà è èìååò ìíîãî÷èñëåííûå
ïðèëîæåíèÿ. Áîëüøîé âêëàä â åå ðàçâèòèå âíåñëè çàðóáåæíûå è îòå÷å-
ñòâåííûå ó÷åíûå Äæ. Êèôåð, Äæ. Âîëüôîâèö, Äæ. Áîêñ, Â.Â. Íàëèìîâ,
Â.Â. Ôåäîðîâ, Ã.Ê. Êðóã, Å.Â. Ìàðêîâà, Ì.Á. Ìàëþòîâ, Ñ.Ì. Åðìàêîâ è
äðóãèå. Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè âåñüìà ïîëíî èçó÷åíû ëèíåéíûå ïî ïàðà-
ìåòðàì ìîäåëè. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ïëàíàì, êîòîðûå
ìàêñèìèçèðóþò îïðåäåëèòåëü èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû. Òàêèå ïëàíû íà-
çûâàþòñÿ D-îïòèìàëüíûìè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñòàíäàðòíûõ îáëàñòåé
ïëàíèðîâàíèÿ (îòðåçîê, ãèïåðøàð è ãèïåðêóá) D-îïòèìàëüíûå ïëàíû íàé-
äåíû â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå (ñì., íàïðèìåð, Åðìàêîâ, Æèãëÿâñêèé,
1987; Ôåäîðîâ, 1971; Êàðëèí, Ñòàääåí, 1976). Âìåñòå ñ òåì, çíà÷èòåëüíûé
ïðàêòè÷åñêèé è òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïëàíû, îïòèìàëüíûå
äëÿ îöåíèâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ek-îïòèìàëüíûå ïëàíû),
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à òàêæå ïëàíû, ìèíèìèçèðóþùèå ñëåä äèñïåðñèîííîé ìàòðèöû, óìíîæåí-
íîé íà íåêîòîðóþ çàäàííóþ ìàòðèöó (L-îïòèìàëüíûå ïëàíû). Òðóäíîñòü
èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ïëàíîâ îáóñëîâëåíà, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì èíôîðìàöèîííûå ìàòðèöû ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Äî
ñèõ ïîð ýòè ïëàíû èçó÷åíû ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì D-îïòèìàëüíûå ïëàíû.
Ýòî îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè,
øèðîêî èñïîëüçóåìîé â áèîëîãèè è ìåäèöèíå (ñì., íàïðèìåð, Currie, et. al.,
2000; Young, Ehrlich, 1977; Kitsos, et. al. 1988). Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü
ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëüþ, íî äî íåäàâíåãî âðåìåíè
áûëè ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ëèøü D-îïòèìàëüíûå ïëàíû íà îòðåçêå
[−π, π]. Íåäàâíî áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ D-, E- è ek- ïëàíîâ íà
ñèììåòðè÷íûõ îòðåçêàõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû (ñì. Dette, Melas, 2003), íî
íåêîòîðûå çàäà÷è îñòàâàëèñü íå ðåøåííûìè. Èìåííî ýòèì íå ðåøåííûì
ïðîáëåìàì ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ è èññëåäî-
âàíèþ ek- è L-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîí-
íîé ìîäåëè íà èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ [−π, π], à òàêæå ek-îïòèìàëüíûõ
ïëàíîâ äëÿ ýòîé ìîäåëè íà ïðîèçâîëüíîì ñèììåòðè÷íîì èíòåðâàëå ïëà-
íèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå
(Melas, 1978) è ðàçâèòîãî â ìîíîãðàôèÿõ (Ìåëàñ, 1999; Melas, 2006).

Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà (òåîðåìà î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè), ëèíåéíîé àëãåáðû,
òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (òåîðåìû ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëîæåíèé òî÷åê è âåñîâ
ïëàíà), à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû ñèìâîëüíîé îáðà-
áîòêè äàííûõ (Maple, Mathcad) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ è âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ïîëó÷åíî ïîëíîå ðåøå-
íèå çàäà÷è ek-îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåñ-
ñèè íà èíòåðâàëå [−π, π]. Âïåðâûå â ðÿäå ñëó÷àåâ â ÿâíîì âèäå íàéäåíû
L-îïòèìàëüíûå ïëàíû äëÿ ýòîé ìîäåëè. Âïåðâûå ïðåäëîæåí ìåòîä íàõî-
æäåíèÿ ek-îïòèìàëüíîãî ïëàíà íà ïðîèçâîëüíîì ñèììåòðè÷íîì èíòåðâàëå
äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûé íà
ïðèìåíåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà. Êðîìå òîãî, äëÿ ìîäåëè òðåòüåãî
ïîðÿäêà ek-îïòèìàëüíûå ïëàíû íà ïðîèçâîëüíîì ñèììåòðè÷íîì èíòåðâàëå
íàéäåíû â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàê-
òè÷åñêàÿ öåííîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè, ñîñòîèò â òîì,
÷òî îíè äàþò îáîñíîâàííûå îòâåòû íà âîïðîñû îïòèìàëüíîé îðãàíèçàöèè
ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.
Â ÷àñòíîñòè, ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò ëèøü îäèí èëè äâà êîýôôèöèåíòà ìîäåëè. Çàêîíîìåðíîñòè, íàé-
äåííûå íà ïðèìåðå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
â êà÷åñòâå ðàáî÷èõ ãèïîòåç ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ ðåãðåññèîííûõ ìîäå-
ëåé, à íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû (íàïðèìåð, òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ L-
êðèòåðèÿ) ïðèìåíèìû íåïîñðåäñòâåííî ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó ìîäåëåé.
Êðîìå òîãî, îïòèìàëüíûå ïëàíû, ïîñòðîåííûå â äèññåðòàöèè, ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ áèîëîãèè (íàïðèìåð, â ïåðåêðåñòíîì
àíàëèçå ôîðì (ñì. Currie, et. al., 2000; Young, Ehrlich, 1977)). Íà ïðàêòè-
êå (íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ðèòìîìåòðèè, äëÿ êîòîðûõ èíòåðâàë ïëàíèðîâà-
íèÿ îãðàíè÷åí âðåìåííûì ïåðèîäîì öèðêàäíîãî ðèòìà (ñì. Kitsos, et. al.,
1988)) ÷àñòî áûâàåò íåâîçìîæíî ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ íà ïîëíîì èíòåðâà-
ëå. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ïîëåçíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òðåòüåé
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ãëàâå.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå êàôåäðû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ, à òàêæå íà ÕÕ-îé ìåæäó-
íàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ÌÌÒÒ-20) â ßðîñëàâëå (ìàé 2007).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ÷åòûðå ðàáîòû, ïå-
ðå÷èñëåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
÷åòûðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 41 íàèìåíîâàíèå. Îá-
ùèé îáúåì ðàáîòû − 119 ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ îïòèìàëüíûõ ïëà-

íîâ ýêñïåðèìåíòà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.
Ïîä ïëàíîì ýêñïåðèìåíòà ìû áóäåì ïîíèìàòü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ξ

ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå χ. Ìåðà ξ îïðåäåëÿåòñÿ
òàáëèöåé

ξ =

(
t1 . . . tn

ω1 . . . ωn

)
, ti ∈ χ, i = 1, 2, . . . , n.

Íîñèòåëü ïëàíà ξ ñîñòîèò èç òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ íàáëþäåíèÿ, à
âåñà ωi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ωi ≥ 0,

∑n
i=1 ωi = 1.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïëàíà ýêñïåðèìåíòà, íà êîòîðîì äîñòèãà-
åòñÿ ýêñòðåìóì (ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì) âåëè÷èíû

Φ(M(ξ)),

ãäå Φ − íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ (êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè), M(ξ) −
èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà ïëàíà ξ. Äëÿ ëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðàì ôóíê-
öèè ðåãðåññèè βTf(t), ãäå f(t) = (f0(t), . . . , fd(t)) − âåêòîð ðåãðåññèîííûõ
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ôóíêöèé, β = (β0, . . . , βd)
T − âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, èíôîðìà-

öèîííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

M(ξ) =

(
n∑

k=1

f(tk)f
T (tk)ωk

)
.

Êàê îáû÷íî, âûðîæäåííûì ïëàíîì áóäåì íàçûâàòü ïëàí, èíôîðìàöèîííàÿ
ìàòðèöà êîòîðîãî âûðîæäåííàÿ.

Âî ââåäåíèè êðàòêî îïèñàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ

òåîðèè îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ðåãðåññèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû ôîðìóëèðóþòñÿ áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ,

à òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà, äàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è
ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåé ëèíåéíîé íåñìåùåííîé îöåíêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Êðîìå òîãî, ôîðìóëèðóåòñÿ âàðèàíò ýòîé
òåîðåìû äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ (ñì., íàïðèìåð, Ðàî, 1968).

Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôàõ ââîäÿòñÿ êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè
è ýôôåêòèâíîñòè ïëàíîâ.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ÿâëÿþò-
ñÿ òåîðåìû ýêâèâàëåíòíîñòè. Îíè óñòàíàâëèâàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëü-
êî òàêèõ òåîðåì, èñïîëüçóþùèõñÿ â äèññåðòàöèè.

Øåñòîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ èññëåäóåìîé â äèññåðòàöèè òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ìåòîäîëîãèè ôóíêöèî-
íàëüíîãî ïîäõîäà.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü (ìîäåëü Ôóðüå)

(∗) y = βTf(t) + ε, t ∈ χ,
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ãäå β = (β0, β1, . . . , β2m)T − âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, f(t) = (1,sin t,
cos t,. . . , sin(mt),cos(mt))T = (f0(t), . . . , f2m(t))T − âåêòîð ðåãðåññèîííûõ
ôóíêöèé, m − ïîðÿäîê ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, à ε − ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé σ2 > 0.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïëàíèðîâàíèÿ χ ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàë [−π, π].

Îøèáêè ïðåäïîëàãàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè.
Äëÿ ýòîé ìîäåëè èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ â ÿâíîì àíàëèòè-

÷åñêîì âèäå ïëàíîâ, îïòèìàëüíûõ äëÿ îöåíèâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ. Ýòè ïëàíû ìèíèìèçèðóþò âåëè÷èíó

Φk(η) = eT
k M−(η)ek

íà ìíîæåñòâå âñåõ ïëàíîâ η òàêèõ, ÷òî βk îöåíèâàåì äëÿ ïëàíà η. (Â ïî-
ñëåäíåé ôîðìóëå ek − åäèíè÷íûé âåêòîð, à M− åñòü îáîáùåííàÿ îáðàòíàÿ
ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû M).

Íåäàâíî â ðàáîòå (Dette H. and Melas V.B., 2003) áûëè ïîñòðîåíû ïëàíû,
îïòèìàëüíûå äëÿ îöåíèâàíèÿ ñòàðøèõ èíäèâèäóàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
(òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ β2l è β2l−1 ïðè m/3 < l ≤ m), à òàêæå
êîýôôèöèåíòà β0. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïëàíîâ, îïòèìàëüíûõ äëÿ îöåíèâà-
íèÿ ìëàäøèõ èíäèâèäóàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (1 ≤ l ≤ m/3), îñòàâàëàñü
íåðåøåííîé.

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì, îáåñïå÷èâàþùèì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2 Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü
(∗) ïðè m ≥ 3 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 ≤ l ≤ m/3.
(a) Ïóñòü p =

⌊
m+3l

2l

⌋
, n = l(p− 1), òîãäà ïëàí

ξ∗2l−1 =

(
−tn . . . −t1 t1 . . . tn

ωn . . . ω1 ω1 . . . ωn

)
, ãäå n = l(p− 1),
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ti =

(
i +

⌊
i− 1

p− 1

⌋)
· π

l · p, ωi =
| sin(lti)|

2
∑n

j=1 | sin(ltj)| , i = 1, . . . , n

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà β2l−1. Ïðè ýòîì çíà-
÷åíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Φk(ξ
∗
2l−1) =

(
2

lp

n∑
i=1

| sin(lti)|
)2

=

(
2

p
cot

(
π

2p

))2

.

(b) Åñëè p =
⌊

m+3l
2l

⌋
íå÷åòíîå, òîãäà ïëàí

ξ∗2l =

(
−tn . . . −t1 t1 . . . tn

ωn . . . ω1 ω1 . . . ωn

)
, ãäå n = l(p− 1),

ti =

(
2i− 1 + 2

⌊
i− 1

p− 1
+

1

2

⌋)
· π

2l · p, ωi =
| cos(lti)|

2
∑n

j=1 | cos(ltj)| , i = 1, . . . , n

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà β2l. Ïðè ýòîì çíà÷å-
íèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Φk(ξ
∗
2l) =

(
2

lp

n∑
i=1

| cos(lti)|
)2

=

(
2

p
cot

(
π

2p

))2

.

(c) Åñëè p =
⌊

m+3l
2l

⌋
÷åòíîå, òîãäà ïëàí

ξ∗2l =

(
−π −tn . . . −t2 0 t2 . . . tn π

µ ωn . . . ω2 ω1 ω2 . . . ωn ω1 − µ

)
,

ãäå n = l(p− 1), µ ∈ [0, ω1],

ti =

(
2(i− 1) + 2

⌊
i− 1

p− 1
+

1

2

⌋)
· π

2l · p, ωi =
| cos(lti)|

2
∑n

j=1 | cos(ltj)| , i = 1, . . . , n

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà β2l. Ïðè ýòîì çíà÷å-
íèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Φk(ξ
∗
2l) =

(
2

lp

n∑
i=1

| cos(lti)|
)2

=

(
2

p
cot

(
π

2p

))2

.
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Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü (∗) íà ïðîèç-
âîëüíîì ñèììåòðè÷íîì èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ χ = [−a, a], 0 < a ≤ π.

Äëÿ ýòîé ìîäåëè èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïëàíîâ, îïòèìàëüíûõ
äëÿ îöåíèâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Còðóêòóðà îïòèìàëüíî-
ãî ïëàíà è ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a è ïîðÿä-
êà ýëåìåíòà, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò îöåíèâàåòñÿ. Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïòèìàëüíûé ïëàí ìîæåò áûòü íàéäåí â ÿâíîì âèäå.
Â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ïëàíà ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì íåëèíåéíûõ ñèñòåì
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé.

Â § 3.2 íà îñíîâå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà (ñì., íàïðèìåð, Ìåëàñ, 1999)
ðàçðàáîòàí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïðåäñòàâëÿòü òî÷êè íîñèòåëÿ è âåñà îï-
òèìàëüíîãî ïëàíà â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó a. Ñëîæíîñòü çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî òî÷åê íîñèòåëÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà ìîæåò
çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a. Ðàññìîòðèì íàáîð âåëè÷èí 0 = a∗0 <

a∗1 < a∗2 < . . . < a∗p < a∗p+1 = π, ðàçáèâàþùèõ îòðåçîê (0, π] òàêèì îáðàçîì,
÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì i (0 ≤ i ≤ p) è a ∈ [a∗i , a

∗
i+1) ÷èñëî òî÷åê íîñèòåëÿ

îïòèìàëüíîãî ïëàíà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî p

ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî b4m/3c âêëþ÷èòåëüíî. Â ðåçóëüòàòå
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà íà èíòåðâàëå [−a, a], a ∈ (0, π]

ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé p, a1, . . . , ap è îïòèìàëüíûõ
ïëàíîâ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [a∗i , a

∗
i+1), i = 0, 1 . . . , p, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà.
Ïðèìåíÿòü ïðåäëîæåííûé â § 3.2 ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî

ïëàíà ìîæíî ëèøü ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé. Â § 3.3 óäàëîñü äî-
êàçàòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû ïî êðàéíå ìåðå äëÿ ïëàíîâ, îïòèìàëü-
íûõ äëÿ îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ β2l è β2l−1 ïðè l ∈ ⋃∞

r=0

[
m+2
2r+2 ,

m
2r+1

]
.

Â § 3.4 èëëþñòðèðóåòñÿ ðàáîòà ìåòîäà íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Ðåøàåò-
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ñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïëàíà, îïòèìàëüíîãî äëÿ îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåí-
òà β6 â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè (∗) ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
(m = 4) íà èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ [−a, a], a ∈ (0, π]. Èññëåäóåòñÿ ýôôåê-
òèâíîñòü ïîëó÷åííîãî ïëàíà ïî îòíîøåíèþ ê ïëàíàì, îáû÷íî èñïîëüçóå-
ìûì íà ïðàêòèêå. Äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà β6

äëÿ äàííîãî ïëàíà ïðèìåðíî â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñòàíäàðòíûõ ïëàíîâ
â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ.

Â § 3.5 íàéäåíû â ÿâíîì âèäå ïëàíû, îïòèìàëüíûå äëÿ îöåíèâàíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè (∗) òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà (m = 3) íà èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ [−a, a], a ∈ (0, π].

Â § 3.6 ïðèâîäÿòñÿ èëëþñòðàöèè, äåìîíñòðèðóþùèå ïîâåäåíèå òî÷åê è
âåñîâ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ, ïîñòðîåííûõ â § 3.5. Òàêæå äåìîíñòðèðóåòñÿ
ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ ïëàíîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàíàìè, èñïîëüçóåìûìè íà
ïðàêòèêå (ñì., íàïðèìåð, Åðìàêîâ, Æèãëÿâñêèé, 1987; Ôåäîðîâ, 1971).

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ L-îïòèìàëüíûå ïëàíû, êîòîðûå ìèíè-
ìèçèðóþò ñóììó äèñïåðñèé ïàð îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ {β2i1, β2i2} è {β2j1−1,

β2j2−1}, i1, i2 ∈ {0, . . . ,m}, j1, j2 ∈ {1, . . . , m} òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåñ-
ñèîííîé ìîäåëè (∗) íà èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ χ = [−π, π]. Â ðÿäå ñëó÷àåâ
îïòèìàëüíûå ïëàíû óäàåòñÿ íàéòè â ÿâíîì âèäå. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ L-îïòèìàëüíûõ ïëà-
íîâ (òåîðåìà 4.1). Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé òåîðåìû
(ñì., íàïðèìåð, Åðìàêîâ Ñ.Ì., Æèãëÿâñêèé À.À., 1987) íà ñëó÷àé, êîãäà
ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà âûðîæäåííîì ïëàíå.

Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì
íåëèíåéíûõ ñèñòåì áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Êàê ïðàâèëî, ðåøåíèå òàêèõ
çàäà÷ íå óäàåòñÿ íàéòè â ÿâíîì âèäå. Îäíàêî âûáîð ïîäõîäÿùåé ñòðóêòó-
ðû ìíîæåñòâà ïëàíîâ, íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå, ïîçâîëÿåò ýòè çàäà÷è
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ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Êðèòåðèÿìè âûáîðà ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà èíôîðìà-
öèîííîé ìàòðèöû è óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìå
ýêâèâàëåíòíîñòè (òåîðåìà 4.1). Ñîãëàñíî äàííîé òåîðåìå, ïðîâåðêà îïòè-
ìàëüíîñòè îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ýêñòðåìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà

ϕ(t, ξ) = fT (t)M+(ξ)LM+(ξ)f(t), t ∈ [−π, π],

ãäå f(t) − âåêòîð ðåãðåññèîííûõ ôóíêöèé ìîäåëè (∗), M+(ξ) − îáîáùåííî
îáðàòíàÿ ìàòðèöà â ñìûñëå Ìóðà äëÿ M(ξ), L− íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Èäåÿ ïðåäëîæåííî-
ãî â ãëàâå 4 ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èñêàòü îïòèìàëüíûå ïëàíû
íà ìíîæåñòâå òàêèõ ïëàíîâ, äëÿ êîòîðûõ ýêñòðåìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ϕ(t, ξ)

ëåãêî ïðåäñòàâèì â ÿâíîì âèäå. Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì òàêîãî ïîäõîäà ñëó-
æèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 4.2 Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü (∗), m > 3.

1. Ïëàí

ξ∗(2bm
2 c−1, 4bm

2 c−1) =

(
−tn −tn−1 . . . −t1 t1 . . . tn

ωn ωn−1 . . . ω1 ω1 . . . ωn

)
, ãäå

n = 2
⌊m

2

⌋
, ti = 2

⌊
i

2

⌋
π

n
+ (−1)(i−1)x, ωi =

1

2n
, x =

2 arctg( 4
√

5)

n

ÿâëÿåòñÿ L−îïòèìàëüíûì ïëàíîì, ìèíèìèçèðóþùèì ñóììó äèñïåðñèé
îöåíîê ïàðàìåòðîâ β2bm

2 c−1 è β4bm
2 c−1.

Ïðè÷åì

trLM+(ξ∗(2bm
2 c−1, 4bm

2 c−1)) =

√
5

2
+

3

2
≈ 2.618034 . . . .

Âî âòîðîé ÷àñòè ýòîé òåîðåìû â ÿâíîì âèäå óêàçàí îïòèìàëüíûé ïëàí,
ìèíèìèçèðóþùèé ñóììó äèñïåðñèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ β2bm

2 c è β4bm
2 c.

Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ïëàíîâ, íà êîòîðîì èùåòñÿ îïòè-
ìàëüíûé ïëàí, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè. Ìû ïðåäïîëàãàåì,

12



÷òî îïòèìàëüíûé ïëàí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, à åãî òî÷êè è âåñà èìåþò
âèä ti = 2

⌊
i
2

⌋
π
n + (−1)(i−1)x, ωi = 1

2n , i = 1, . . . , n, n = 2
⌊

m
2

⌋
. Áëàãîäàðÿ

ýòîìó ïðåäïîëîæåíèþ óäàåòñÿ çàïèñàòü ýêñòðåìàëüíûé ìíîãî÷ëåí â ÿâíîì
âèäå

ϕ(t, ξ) = fT (t)M+(ξ)LM+(ξ)f(t) =
sin2(m

2 t)

sin4(m
2 x)

+
sin2(mt)

sin4(mx)
.

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèÿ ∂ϕ(t,ξ∗)

∂t |t=x = 0.

Èñïîëüçîâàíèå îïèñàííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íà-
õîäèòü îïòèìàëüíûå ïëàíû â ÿâíîì âèäå.

Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1. Íàéäåíû â ÿâíîì âèäå ïëàíû, îïòèìàëüíûå äëÿ îöåíèâàíèÿ ìëàä-

øèõ èíäèâèäóàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé
ìîäåëè, òî÷íåå ãîâîðÿ, ïëàíû, ìèíèìèçèðóþùèå äèñïåðñèþ îöåíêè ïàðà-
ìåòðà βk äëÿ ñëó÷àåâ k = 2l, k = 2l − 1, 1 ≤ l ≤ m/3, ãäå m- ïîðÿäîê
ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.

2. Èññëåäîâàíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ek- îïòèìàëüíîãî ïëàíà äëÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè íà ñèììåòðè÷íîì èíòåðâàëå ïëàíè-
ðîâàíèÿ χ = −[a, a], 0 < a ≤ π. Íà îñíîâå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà
ðàçðàáîòàí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïðåäñòàâëÿòü îïîðíûå òî÷êè è âåñà îïòè-
ìàëüíîãî ïëàíà â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó a.

3. Èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïîðíûõ òî÷åê è âåñîâ îïòè-
ìàëüíûõ ïëàíîâ êàê íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé îò äëèíû èíòåðâàëà.

4. Íàéäåíû â ÿâíîì âèäå ïëàíû, îïòèìàëüíûå äëÿ îöåíèâàíèÿ èíäèâè-
äóàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè òðå-
òüåãî ïîðÿäêà íà ñèììåòðè÷íîì èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ χ = −[a, a], 0 <

a ≤ π. Èññëåäîâàíà ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ ïëàíîâ.
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5. Ïîñòðîåíû â ÿâíîì âèäå L−îïòèìàëüíûå ïëàíû, ìèíèìèçèðóþùèå
ñóììó äèñïåðñèé îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ {β2i1, β2i2} è {β2j1−1, β2j2−1} òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ
i1, i2, j1, j2, çàâèñÿùåãî îò ïîðÿäêà ìîäåëè.
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