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Преди с л о в и е

В настоящее время математические методы планирования экспе-
римента получили основательное теоретическое развитие и широко
используются на практике. В частности, такие методы используют-
ся при анализе производственных процессов для изучения всевоз-
можных зависимостей между величинами, влияющими на ход ис-
следуемого процесса. Искомые зависимости могут быть выведены
теоретически или же получены из экспериментальных данных. Раз-
дел статистики, объединяющий практические методы исследования
(регрессионной) зависимости между величинами по эксперименталь-
ным данным, получил название «регрессионный анализ». Целью ре-
грессионного анализа является определение общего вида уравнения
регрессии (модели), построение оценок неизвестных параметров, вхо-
дящих в это уравнение, и проверка статистических гипотез об этих
параметрах. При построении моделей по экспериментальным дан-
ным существенную роль играет оптимальный выбор условий прове-
дения экспериментов. Этой задачей занимается теория оптимального
планирования экспериментов, интенсивно развивающаяся с середи-
ны прошлого века и имеющая многочисленные приложения.

Цель данного учебного пособия — познакомить читателя с базо-
выми понятиями и результатами регрессионного анализа и матема-
тической теории планирования регрессионных экспериментов. Авто-
ры постарались дать краткое, доступное и в то же время достаточно
полное изложение материала по указанной теме.

В основе учебного пособия лежат курсы лекций, читаемых авто-
рами на математико-механическом факультете СПбГУ.

Пособие состоит из двух частей. В первой части рассматрива-
ются основные понятия и методы регрессионного анализа, подроб-
но исследуются задачи построения оценок, в частности, для мо-
делей неполных рангов, приводится ряд классических теоретиче-
ских результатов. Вторая часть посвящена описанию результатов
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теории оптимального планирования экспериментов. Подробно из-
лагаются классические результаты, касающиеся свойств информа-
ционных матриц, теорема Каратеодори, теорема эквивалентности
Кифера—Вольфовица и ее следствия. Также приводится ряд новых
результатов, основанных на применении теорем эквивалентности.
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1. Регрессионный анализ

1.1. Описательная регрессия

Рассмотрим следующую задачу. Пусть у нас есть некоторая си-
стема, работающая по принципу «черного ящика». На вход пода-
ется набор управляющих сигналов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 (на практике обычно
𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 — некоторые количественные величины). На выходе —
некоторая скалярная величина 𝑦, зависящая от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚. Мы хо-
тим определить эту зависимость, т.е. найти функцию

𝑦 = 𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

Для решения этой задачи на первом этапе необходимо получить экс-
периментальные данные, то есть результаты совместных измерений
величин 𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚. Допустим, мы провели 𝑁 измерений. Резуль-
таты можно записать в виде матрицы эмпирических данных:

(𝑌,𝑋) =

⎡⎢⎢⎣
𝑦1 𝑥11 . . . 𝑥1𝑚
𝑦2 𝑥21 . . . 𝑥2𝑚
· · · · · · · · · · · ·
𝑦𝑁 𝑥𝑁1 . . . 𝑥𝑁𝑚

⎤⎥⎥⎦ , (1.1)

где

𝑌 =

⎡⎢⎢⎣
𝑦1
𝑦2
· · ·
𝑦𝑁

⎤⎥⎥⎦ , 𝑋 =

⎡⎢⎢⎣
𝑥11 . . . 𝑥1𝑚
𝑥21 . . . 𝑥2𝑚
· · · · · · · · ·
𝑥𝑁1 . . . 𝑥𝑁𝑚

⎤⎥⎥⎦ , (1.2)

𝑦𝑗, 𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑚, (𝑗 = 1, . . . , 𝑁) — значения величин 𝑦, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 в
𝑗-м измерении. Вектор 𝑌 называется вектором результатов изме-
рений, а матрица 𝑋 — матрицей плана эксперимента или просто
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матрицей плана. Слово «план» отражает тот факт, что входные зна-
чения 𝑥𝑖𝑗 могут быть заданы или измерены экспериментатором до
проведения эксперимента по измерению величин 𝑦𝑗.

В большинстве случаев функцию, точно выражающую искомую
зависимость, найти не удается, в связи с тем, что исследуемые зави-
симости оказываются весьма сложными. На практике используются
упрощенные модели, аппроксимирующие предполагаемую статисти-
ческую зависимость с удовлетворительной точностью.

В общей постановке задача описания эмпирической зависимости
с помощью параметрической регрессии предполагает, что задает-
ся функция, определенная с точностью до нескольких параметров,
которые подбирают таким образом, чтобы получающаяся функция
наилучшим образом описывала данные (1.1). Функция 𝜂 называет-
ся эмпирической или описательной регрессией. Если 𝜂 линейна как
функция неизвестных параметров, то эмпирическая регрессия назы-
вается линейной, в противном случае — нелинейной. Простейшим
примером линейной эмпирической регрессии является функция

𝜂(𝑥) = 𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑚) = 𝜃1𝑥1 + . . .+ 𝜃𝑚𝑥𝑚, (1.3)

где 𝜃1, . . . , 𝜃𝑚 — неизвестные параметры регрессии.
В частном случае, когда 𝑥1 ≡ 1, функция регрессии (1.3) после

перенумерации принимает вид

𝜂(𝑥) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥1 + . . .+ 𝜃𝑚−1𝑥𝑚−1.

Если порядок модели равен 1, то есть имеются только две перемен-
ные 𝑦 и 𝑥1, то эмпирические данные могут быть представлены гра-
фически.

Рассмотрим следующую задачу. Допустим, мы хотим найти за-
висимость между ростом (𝑦) и весом (𝑥1) для определенной группы
взрослых мужчин. На рис. 1 данные для 35 мужчин представлены в
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виде точек (𝑦𝑗, 𝑥1𝑗). Отметим, что существуют такие значения роста,
для которых встречаются разные значения веса, и наоборот. Таким
образом, в данном случае мы не можем говорить о функциональной
зависимости между 𝑦 и 𝑥1. Однако функция, определяющая, как
средний вес зависит от значений роста, существует и может быть
аппроксимирована прямой 𝑦 = 𝜃0+𝜃1𝑥1. Подбор прямой линии к на-
бору измерений — одна из наиболее часто встречающихся процедур,
применяемых на практике. Двумерные графики, подобные рис. 1,
широко используются для исследования статических зависимостей.
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Рис. 1. Данные о соотношении веса и роста для 35 мужчин.

Следующей задачей после выбора типа функции 𝜂 является зада-
ча нахождения значений неизвестных параметров 𝜃1, . . ., 𝜃𝑚, при ко-
торых эмпирическая регрессия будет достаточно хорошо описывать
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экспериментальные данные. Для этого необходимо выбрать крите-
рий, позволяющий оценить степень соответствия эмпирической ре-
грессии этим данным. Данный критерий должен учитывать отклоне-
ния между измеряемыми величинами 𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 и приближенными
значениями ̃︀𝑦𝑗:

𝜖𝑗 = 𝑦𝑗 − ̃︀𝑦𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (1.4)

где ̃︀𝑦𝑗 =∑︀𝑚
𝑖=1 𝑥𝑗𝑖𝜃𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁.

Формулу (1.4) можно переписать следующим образом:

𝑦𝑗 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑗𝑖𝜃𝑖 + 𝜖𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

или же в матричной форме

𝑦 = 𝑋𝜃 + 𝜖, (1.5)

где 𝜃, 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚)
𝑇 , — вектор неизвестных параметров, а 𝜖, 𝜖 =

(𝜖1, . . . , 𝜖𝑁)
𝑇 , — вектор отклонений. Из (1.4) следует, что вектор 𝜖

и соответственно качество регрессионного описания при заданной
матрице 𝑋 зависит от значения вектора параметров 𝜃. Существуют
различные критерии, позволяющие найти «оптимальное» значение
этого параметра. Например, наилучшими могут считаться те, для
которых минимальна одна из величин

max
𝑗=1,...,𝑁

|𝜖𝑗|,
𝑁∑︁
𝑗=1

|𝜖𝑗|, 𝜖𝑇 𝜖 .

Наиболее изучен и наибольшее распространение на практике полу-
чил третий критерий. Это связано с тем, что в этом случае формулы
расчета для значений параметра 𝜃 относительно просты с вычисли-
тельной точки зрения, а сами значения обладают определенными
свойствами оптимальности.
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Определение 1.1. Вектор

̂︀𝜃 = arg min
𝜃∈𝑅𝑚

(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) = arg min
𝜃∈𝑅𝑚

𝜖𝑇 𝜖 (1.6)

называется (эмпирической) оценкой метода наименьших квадратов
(МНК-оценкой).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 1.1. Для любой матрицы 𝑋 и вектора 𝑌 соответству-
ющих размерностей система уравнений

𝑋𝑇𝑋𝜃 = 𝑋𝑇𝑌 (1.7)

имеет решение. Причем вектор 𝜃*, удовлетворяющий системе, яв-
ляется МНК-оценкой.

Доказательство леммы 1.1.
Для произвольной матрицы 𝐴 векторное пространство, порож-

денное ее столбцами, обозначим за ℒ(𝐴). Покажем, что

ℒ(𝐴𝑇 ) = ℒ(𝐴𝑇𝐴). (1.8)

Действительно, для любого вектора 𝑏, ортогонального пространству
ℒ(𝐴𝑇 ), имеет место равенство 𝑏𝑇𝐴𝑇 = 0⇒ 𝑏𝑇𝐴𝑇𝐴 = 0.

В обратную сторону, если вектор 𝑏 ортогонален пространству
ℒ(𝐴𝑇𝐴), т.е. 𝑏𝑇𝐴𝑇𝐴 = 0, то выполнено 0 = 𝑏𝑇𝐴𝑇𝐴𝑏 = (𝐴𝑏)𝑇𝐴𝑏,
и следовательно, 𝑏𝐴𝑇 = 0.

Из равенства (1.8) автоматически следует, что для любого векто-
ра 𝑋𝑇𝑌 ∈ ℒ(𝑋𝑇 ) существует вектор 𝑋𝑇𝑋𝜃* ∈ ℒ(𝑋𝑇𝑋) такой, что
𝑋𝑇𝑋𝜃* = 𝑋𝑇𝑌 .
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Покажем теперь, что любое решение уравнения (1.7) является
МНК-оценкой, т.е. минимизирует функцию

(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) .

Обозначив за ̂︀𝜃 произвольное решение (1.7), имеем
(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) =

=
(︁
𝑌 −𝑋̂︀𝜃 +𝑋(̂︀𝜃 − 𝜃)

)︁𝑇 (︁
𝑌 −𝑋̂︀𝜃 +𝑋(̂︀𝜃 − 𝜃)

)︁
*
=

*
=
(︁
𝑌 −𝑋̂︀𝜃)︁𝑇 (︁𝑌 −𝑋̂︀𝜃)︁+ (̂︀𝜃 − 𝜃)𝑇𝑋𝑇𝑋(̂︀𝜃 − 𝜃) ≥

≥
(︁
𝑌 −𝑋̂︀𝜃)︁𝑇 (︁𝑌 −𝑋̂︀𝜃)︁ .

Равенство «*» выполнено в силу того, что ̂︀𝜃 является решением урав-
нения (1.7), и следовательно,

(̂︀𝜃 − 𝜃)𝑇𝑋𝑇
(︁
𝑌 −𝑋̂︀𝜃)︁ = (̂︀𝜃 − 𝜃)𝑇

(︁
𝑋𝑇𝑌 −𝑋𝑇𝑋̂︀𝜃)︁ = 0.

Таким образом, минимум (𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) достигается при 𝜃 =̂︀𝜃. Лемма доказана.
2

Замечание 1.1. Если матрица 𝑋𝑇𝑋 — невырожденная, то си-
стема (1.7) имеет единственное решение:

̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌.
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1.2. Математическая модель и предпосылки
регрессионного анализа

Математической моделью описательной регрессии является клас-
сическая регрессионная модель

𝑦𝑗 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑗𝑖𝜃𝑖 + 𝜖𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (1.9)

или же в матричной форме

𝑌 = 𝑋𝜃 + 𝜖, (1.10)

где 𝑌 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑁)
𝑇 — вектор результатов измерений,

𝑋 = (𝑥𝑖𝑗)
𝑚 𝑁
𝑖=1,𝑗=1 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥11 . . . 𝑥1𝑚
𝑥21 . . . 𝑥2𝑚
... . . . ...

𝑥𝑁1 . . . 𝑥𝑁𝑚

⎞⎟⎟⎠
— матрица плана, 𝜖 = (𝜖1, . . . , 𝜖𝑁)

𝑇 — вектор случайных ошибок на-
блюдений, 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚)

𝑇 — вектор неизвестных коэффициентов.
В дальнейшем мы будем использовать для модели (1.10)

следующее обозначение: (𝑌,𝑋𝜃,Σ) где Σ — фиксирован-
ная, 𝑁 × 𝑁 -дисперсионная матрица случайных ошибок(︁
Σ = 𝐸𝜖𝜖𝑇 = ‖𝜖𝑖𝜖𝑗‖𝑁𝑖,𝑗=1

)︁
.

Для модели (1.10) имеют место следующие стандартные предпо-
ложения об ошибках (см., например, [3], [38]):

(1) несмещенность 𝐸𝜖𝑖 = 0;

(2) равноточность 𝐸𝜖2𝑖 = 𝜎2;

(3) некоррелированность ошибок 𝐸𝜖𝑖𝜖𝑗 = 0 (𝑖 ̸= 𝑗);
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и требования к оценкам:

(a) несмещенность 𝐸𝜃 = 𝜃;

(b) минимальность дисперсии: для любого вектора 𝑧 соответствую-

щей размерности и несмещенной оценки ̃︀𝜃 выполнено неравен-
ство 𝐷(𝑧𝑇 (̂︀𝜃 − 𝜃)) ≤ 𝐷(𝑧𝑇 (̃︀𝜃 − 𝜃));

(c) линейность: ̂︀𝜃 = 𝑆𝑌 , где 𝑆 некоторая матрица, не зависящая от
𝑌.

Прокомментируем условие (b). Обозначим за ̃︀𝐷 = 𝐷̃︀𝜃 дисперсию

оценки 𝐸(̃︀𝜃 − 𝜃)(̃︀𝜃 − 𝜃)𝑇 . Имеем

𝐷(𝑧𝑇 (̃︀𝜃 − 𝜃)) = 𝐸(𝑧𝑇 (̃︀𝜃 − 𝜃))2 = 𝐸𝑧𝑇 (̃︀𝜃 − 𝜃)(̃︀𝜃 − 𝜃)𝑇𝑧 = 𝑧𝑇 ̃︀𝐷𝑧.

Последнее равенство выполняется в силу несмещенности оценки ̃︀𝜃.
Таким образом, требование (b) означает, что выполнено неравенство

𝑧𝑇 ̂︀𝐷𝑧 ≤ 𝑧𝑇 ̃︀𝐷𝑧, т.е. матрица ̃︀𝐷− ̂︀𝐷 положительно определена. Отме-
тим, что оценка, удовлетворяющая условию (b), не всегда существу-
ет.

Определение 1.2. Оценка, удовлетворяющая требованиям (a), (b)
и (c), называется наилучшей линейной несмещенной оценкой (НЛН-
оценкой).

Пример 1.1. Рассмотрим линейную регрессионную модель. Пусть

𝜂(𝑡) = 𝑎+ 𝑏𝑡 .

Эта модель описывает, в частности, изменение длины металлическо-
го стержня в зависимости от температуры.

Пусть измерения проводятся в точках 𝑡1, . . . , 𝑡𝑁 :

𝑦𝑗 = 𝑎+ 𝑏𝑡𝑗 + 𝜖𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 .
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Представим это уравнение в матричной форме:

𝑌 = 𝑋𝜃 + 𝜖, 𝜃 = (𝑎, 𝑏)𝑇 , 𝜖 = (𝜖1, . . . , 𝜖𝑁)
𝑇 ,

𝑋𝜃 = 𝑋

(︂
𝑎
𝑏

)︂
=

⎛⎝ 1 𝑡1
...

...
1 𝑡𝑁

⎞⎠(︂ 𝑎
𝑏

)︂
=

⎛⎝ 𝑎+ 𝑏𝑡1
...

𝑎+ 𝑏𝑡𝑁

⎞⎠ .

1.3. Теорема Гаусса—Маркова

Пусть задана классическая регрессионная модель (𝑌,𝑋𝜃,Σ) и
матрица 𝑋𝑇𝑋 — невырожденная.

Определение 1.3. Вектор

̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌 (1.11)

называется (стандартной) оценкой метода наименьших квадратов
(МНК-оценкой).

Слово «стандартная» в дальнейшем будет опускаться.

Пример 1.2. Рассмотрим для примера линейную по параметрам
модель

𝑦𝑗 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑗𝑖𝜃𝑖 + 𝜖𝑗 = 𝑎+ 𝑏𝑡𝑗 + 𝜖𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

где 𝑡1, . . . , 𝑡𝑁 — некоторые заданные вещественные числа.

𝑋 =

⎛⎝ 1 𝑡1
...

...
1 𝑡𝑁

⎞⎠ , 𝑋𝑇𝑋 =

(︂
𝑁

∑︀
𝑖 𝑡𝑖∑︀

𝑖 𝑡𝑖
∑︀

𝑖 𝑡
2
𝑖

)︂
.
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Применяя известную формулу для обратной матрицы, получаем

(𝑋𝑇𝑋)−1 =

(︃ ∑︀
𝑖 𝑡

2
𝑖

Δ
−
∑︀

𝑖 𝑡𝑖
Δ

−
∑︀

𝑖 𝑡𝑖
Δ

𝑁
Δ

)︃
, Δ = 𝑁

∑︁
𝑖

𝑡2𝑖 −

(︃∑︁
𝑖

𝑡𝑖

)︃2

и

𝑋𝑇𝑌 =

(︂
1 . . . 1
𝑡1 . . . 𝑡𝑁

)︂⎛⎝ 𝑦1
...
𝑦𝑁

⎞⎠ =

(︂ ∑︀
𝑖 𝑦𝑖∑︀
𝑖 𝑦𝑖𝑡𝑖

)︂
.

Искомая оценка(︂ ̂︀𝑎̂︀𝑏
)︂

= (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌 =

(︃ ∑︀
𝑖 𝑡

2
𝑖

∑︀
𝑖 𝑦𝑖−

∑︀
𝑖 𝑡𝑖
∑︀

𝑖 𝑦𝑖𝑡𝑖
Δ

𝑁
∑︀

𝑖 𝑦𝑖𝑡𝑖−
∑︀

𝑖 𝑡𝑖
∑︀

𝑖 𝑦𝑖
Δ

)︃
.

Пусть задана классическая модель (𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝐼𝑁), 𝐼𝑁 — единичная
матрица размера 𝑁 и, кроме того, 𝐸𝜖 = 0 (т.е. ошибки 𝜖𝑖 удовлетво-
ряют требованиям (1)—(3)). Предположим также, что матрица 𝑋𝑇𝑋
— невырожденная. Тогда имеет место следующая теорема.

Теорема 1.1 (Гаусса—Маркова). При сформулированных
выше предположениях оценка метода наименьших квадратов̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌 является наилучшей линейной оценкой в классе
несмещенных оценок. Ковариационная матрица этой оценки
имеет вид

𝐷̂︀𝜃 = 𝜎2(𝑋𝑇𝑋)−1.

Для доказательства нам потребуются следующие вспомогатель-
ные утверждения.
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Лемма 1.2. МНК-оценка является линейно несмещенной оцен-
кой (т.е. для нее выполнены требования (a) и (c)).

Доказательство. Линейность МНК-оценки очевидна (𝑆 =
(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇 ), проверим несмещенность. Посчитаем математическое
ожидание:

𝐸̂︀𝜃 = 𝐸𝑆𝑌 = 𝑆𝐸𝑌 = 𝑆𝐸(𝑋𝜃 + 𝜖) = 𝑆𝑋𝜃 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑋𝜃 = 𝜃.

Лемма доказана.
2

Теперь сформулируем более общее утверждение о несмещенности
оценки.

Лемма 1.3. Для того чтобы оценка ̃︀𝜃 = 𝐴𝑌 была несмещенной,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

𝐴𝑋 = 𝐼.

Эта лемма является основным инструментом доказательства теоре-
мы Гаусса—Маркова.

Доказательство. Достаточность. Пусть 𝐴𝑋 = 𝐼, тогда

𝐸̃︀𝜃 = 𝐸𝐴𝑌 = 𝐴𝐸(𝑋𝜃 + 𝜖) = 𝐴𝑋⏟ ⏞ 
𝐼

𝜃 = 𝜃.

Таким образом, оценка ̃︀𝜃 = 𝐴𝑌 является несмещенной оценкой.
Необходимость. Пусть теперь выполнено 𝐸̃︀𝜃 = 𝜃, т.е. оценка —
несмещенная. Получаем 𝐸̃︀𝜃 = 𝐴𝑋𝜃 = 𝜃. Следовательно,

𝐴𝑋𝜃 = 𝜃.
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Так как это равенство должно быть выполнено для любого вектора
𝜃, можем в качестве него выбрать вектор 𝑒𝑖 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)𝑇 с
единицей на 𝑖-м месте. Проделав это для всех 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, получим
систему уравнений 𝐴𝑋 = 𝐼, что завершает доказательство.

2

Лемма 1.4. В предположениях теоремы 1.1 дисперсионная
матрица любой линейной несмещенной оценки ̃︀𝜃 = 𝐴𝑌 имеет вид

𝐷̃︀𝜃 = 𝜎2𝐴𝐴𝑇 .

В частном случае, если ̃︀𝜃 — МНК-оценка, то

𝐷̃︀𝜃 = 𝜎2(𝑋𝑇𝑋)−1.

Доказательство. Посчитаем дисперсионную матрицу оценки ̃︀𝜃:
𝐷̃︀𝜃 = 𝐸(̃︀𝜃 − 𝜃)(̃︀𝜃 − 𝜃)𝑇 = 𝐸(𝐴𝑌 − 𝜃)(𝐴𝑌 − 𝜃)𝑇 = 𝐸𝐴𝑌 𝑌 𝑇𝐴𝑇 − 𝜃𝜃𝑇 ,

так как 𝐸𝐴𝑌 = (𝐸𝑌 𝑇𝐴𝑇 )𝑇 = 𝜃. С другой стороны,

𝐸𝐴𝑌 𝑌 𝑇𝐴𝑇 = 𝐴𝐸(𝑌 𝑌 𝑇 )𝐴𝑇 = 𝐴𝐸(𝑋𝜃 + 𝜖)(𝑋𝜃 + 𝜖)𝑇𝐴𝑇 =

= 𝐴𝑋⏟ ⏞ 
𝐼

𝜃𝜃𝑇𝑋𝑇𝐴⏟  ⏞  
𝐼

𝑇
+ 𝜎2𝐴𝐴𝑇 = 𝜃𝜃𝑇 + 𝜎2𝐴𝐴𝑇 .

Таким образом, получаем, что 𝐷̃︀𝜃 = 𝜎2𝐴𝐴𝑇 и, в частности, в случае
МНК-оценки (т.е. при 𝐴 = (𝑋𝑇𝑋𝑇 )−1𝑋)

𝐷̂︀𝜃 = 𝜎2𝐴𝐴𝑇 = 𝜎2(𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1 = 𝜎2(𝑋𝑇𝑋)−1.

Лемма доказана.
2
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Вернемся теперь к доказательству теоремы.
Доказательство теоремы 1.1. Проверим, что выполняется нера-
венство

𝐷̂︀𝜃 ≤ 𝐷̃︀𝜃.
Обозначим матрицу (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇 за 𝑆. Для произвольной несмещен-

ной оценки ̃︀𝜃 = 𝐴𝑌 имеем

𝐷̃︀𝜃 = 𝐷(𝐴𝑌 ) = 𝐷(𝐴𝑌 − 𝑆𝑌 + 𝑆𝑌 )
*
= 𝐷(𝐴𝑌 − 𝑆𝑌 ) +𝐷(𝑆𝑌 ) =

= 𝐷(𝐴𝑌 − 𝑆𝑌 ) +𝐷̂︀𝜃 ≥ 𝐷̂︀𝜃;
равенство «*» выполняется в силу того, что (𝐴 − 𝑆)𝑋 = 𝐼 − 𝐼 = 0,
и следовательно,

𝐸((𝐴− 𝑆)𝑌 𝑌 𝑇𝑆𝑇 ) = (𝐴− 𝑆)(𝑋𝜃𝜃𝑇𝑋𝑇 + 𝜎2𝐼)𝑆𝑇 = (𝐴− 𝑆)𝑆𝑇𝜎2 =

= (𝐴− 𝑆)𝑋(𝑋𝑇𝑋)−1𝜎2 = 0.

Теорема 1.1 доказана.
2

Пример 1.3. Предположим, результаты измерений определяются
следующей функцией:

𝑦 =
2

4− 3𝑥
.

Подчеркнем, что знание об этой функции будем использовать не при
построении модели, а лишь для исследования ее свойств. Пусть про-
ведены измерения в точках 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 2/3, 𝑥3 = 1, а модель,
используемая для аппроксимации истинной зависимости, — квадра-
тичная (𝜂(𝑥, 𝜃) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥+ 𝜃2𝑥

2). При этом будем предполагать от-
сутствие ошибок измерений (что, конечно, является искусственным
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допущением). Запишем, чему равны вектор 𝑌 и матрица 𝑋:

𝑌 =

⎛⎝ 1/2
1
2

⎞⎠ , 𝑋 =

⎛⎝ 1 0 0
1 2

3
4
9

1 1 1

⎞⎠ .

Найдем МНК-оценку. Вычислим матрицу 𝑋𝑇𝑋 :

𝑋𝑇𝑋 =

⎛⎝ 1 1 1
0 2

3 1
0 4

9 1

⎞⎠⎛⎝ 1 0 0
1 2

3
4
9

1 1 1

⎞⎠ =

⎛⎝ 3 5/3 13/9
5/3 13/9 35/27
13/9 35/27 97/81

⎞⎠ ,

и обратную к ней

(𝑋𝑇𝑋)−1 =

⎛⎝ 1 −5/2 3/2
−5/2 61/2 −30
3/2 −30 63/2

⎞⎠ .

По определению оценка ̂︀𝜃, построенная по методу наименьших квад-
ратов, равна

̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌 =

⎛⎝ 1/2
−3/4
9/4

⎞⎠ .

Таким образом, мы получили приближение нашей исходной функ-
ции 2

4−3𝑥 квадратичной функцией, рассчитав ее коэффициенты по
методу наименьших квадратов (см. рисунок 2). Отметим, что в этом
случае полученная нами аппроксимирующая функция совпадает с
интерполяционным полиномом Лагранжа, построенным по тем же
узловым точкам.

Обобщим полученные результаты на случай векторной парамет-
рической функции 𝜏 = 𝑇𝜃, где 𝑇 есть 𝑘×𝑚-матрица, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚}.
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Рис. 2. Приближение функции 𝑦 = 2
4−3𝑥

(сплошная линия) функцией

𝑦 = 1/2− 3/4𝑥+ 9/4𝑥2(штриховая линия), построенной по методу наименьших

квадратов.

Определение 1.4. Векторная параметрическая функция 𝜏 = 𝑇𝜃
(𝑇 ∈ 𝑅𝑘×𝑚, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚}) называется оцениваемой, если для нее
существует несмещенная оценка вида ̂︀𝜏 = 𝐴𝑌 (𝐴 ∈ 𝑅𝑘×𝑁).

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1.5. Для классической регрессионной модели (1.10), век-
тора ошибок, удовлетворяющего условию 𝐸𝜖 = 0, и некоторой фик-
сированной величины 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} следующие утверждения экви-
валентны:

(a) строки матрицы 𝑇 принадлежат линейному пространству
ℒ(𝑋𝑇 ) = ℒ(𝑋𝑇𝑋);
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(b) вектор 𝑇 ̂︀𝜃 один и тот же для всех ̂︀𝜃 решений нормального
уравнения (1.7);

(c) параметрическая функция 𝜏 = 𝑇𝜃 (𝑇 ∈ 𝑅𝑘×𝑚) оцениваема.

Замечание 1.2. Отметим, что мы не делаем никаких предполо-
жений о ранге матрицы 𝑋. Это означает, что лемма 1.5 верна и для
вырожденной матрицы 𝑋𝑇𝑋.

Доказательство. Доказательство будем проводить для случая 𝑘 =
1. В общем случае лемма доказывается аналогично. Схема доказа-
тельства следующая: (𝑎) ⇒ (𝑏) ⇒ (𝑐) ⇒ (𝑎).
Пусть 𝑇 𝑇 ∈ ℒ(𝑋𝑇𝑋). Это означает, что существует вектор 𝑝 такой,

что 𝑇 𝑇 = 𝑋𝑇𝑋𝑝. Пусть ̂︀𝜃 — некоторое решение нормального урав-
нения. Тогда

𝑇 ̂︀𝜃 = 𝑝𝑇𝑋𝑇𝑋̂︀𝜃 = 𝑝𝑇𝑋𝑇𝑌,

т.е. оценка 𝑇 ̂︀𝜃 не зависит от ̂︀𝜃. Кроме того,
𝐸𝑇 ̂︀𝜃 = 𝑝𝑇𝑋𝑇𝐸𝑌 = 𝑝𝑇𝑋𝑇𝑋𝜃 = 𝑇𝜃,

что означает, что функция 𝜏 = 𝑇𝜃 оцениваема. Осталось проверить,
что из (𝑐) ⇒ (𝑎). Пусть функция 𝜏 = 𝑇𝜃 оцениваема. По определе-
нию существует матрица 𝐴 такая, что 𝐸𝐴𝑌 = 𝑇𝜃. Тогда 𝐴𝑋𝜃 = 𝑇𝜃,
откуда следует, что 𝐴𝑋 = 𝑇 (см. доказательство леммы 1.3), и сле-
довательно, 𝑇 𝑇 ∈ ℒ(𝑋𝑇 ). Лемма доказана.

2

Из этой леммы и теоремы Гаусса—Маркова вытекает следующая тео-
рема:
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Теорема 1.2. Если матрица 𝑋𝑇𝑋 — невырожденная и выпол-
нены предпосылки линейного регрессионного анализа, то для любой
матрицы 𝑇 соответствующей размерности функция 𝜏 = 𝑇𝜃 оце-
ниваема, и ее наилучшей линейной несмещенной оценкой является
вектор

̂︀𝜏 = 𝑇 ̂︀𝜃 = 𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌.

Ковариационная матрица оценки ̂︀𝜏 имеет вид

𝐷̂︀𝜏 = 𝜎2𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−1𝑇 𝑇 .

Далее, мы обобщим эту теорему на случай, когда матрица 𝑋𝑇𝑋 вы-
рожденная.

1.4. МНК-оценка в вырожденном случае

В предыдущем параграфе мы рассматривали задачу нахождения
МНК-оценки в случае, когда матрица 𝑋𝑇𝑋 — невырожденная. В
данном параграфе мы обобщим полученные результаты для вырож-
денного случая, т.е. случая, когда rank𝑋𝑇𝑋 < 𝑚. Заметим, что этот
случай очень важен. В частности, матрица 𝑋𝑇𝑋 является вырож-
денной в задачах дисперсионного анализа, которые будут рассмот-
рены в дальнейшем.

Итак, пусть 𝑋𝑇𝑋 — вырожденная матрица. В этом случае под
МНК-оценкой, по-прежнему, понимается вектор, минимизирующий
‖𝑌 −𝑋𝜃‖2 и, согласно лемме 1.1, являющийся решением нормального
уравнения

𝑋𝑇𝑋𝜃 = 𝑋𝑇𝑌.
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Как уже было показано ранее, это уравнение совместно, однако в
вырожденном случае оно имеет бесконечное множество решений, т.е.
вектор ̂︀𝜃, являющийся решением, определен не однозначно. Он вы-
ражается через так называемые обобщенно-обратные матрицы.

Пусть имеется произвольная система уравнений

𝐴𝑥 = 𝑦,

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑦 ∈ 𝑅𝑚 — векторы , 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑚 — матрица соответствую-
щей размерности (не обязательно квадратная).

Определение 1.5. Обобщенно-обратной для матрицы 𝐴 называет-
ся матрица порядка 𝑛×𝑚, обозначаемая 𝐴−, такая, что для любого
вектора 𝑦, для которого система 𝐴𝑥 = 𝑦 совместна, вектор 𝑥 = 𝐴−𝑦
является ее решением.

Для начала отметим одно важное свойство, которым обладает мат-
рица 𝐴−, а потом ответим на вопрос о ее существовании.

Лемма 1.6. Для того чтобы матрица 𝐵 являлась обобщенно-
обратной матрицей для матрицы 𝐴, необходимо и достаточно,
чтобы 𝐵 удовлетворяла равенству

𝐴𝐵𝐴 = 𝐴.

Доказательство. Пусть для матрицы 𝐴 существует обобщенно-
обратная матрица 𝐵 = 𝐴−. Выберем в качестве 𝑦 𝑖-й столбец матри-
цы 𝐴. Система

𝐴𝑥 = 𝑎𝑖,
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очевидно, совместна. Ее решение существует. Например, 𝑥 = 𝑒𝑖. Век-
тор 𝑥 = 𝐴−𝑎𝑖 по определению является решением этой системы. Из
этого следует, что

𝐴𝑥 = 𝐴𝐴−𝑎𝑖 = 𝑎𝑖, ∀𝑖,

что, в свою очередь, означает, что выполнено равенство 𝐴𝐴−𝐴 = 𝐴.
Пусть теперь система 𝐴𝑥 = 𝑦 совместна и матрица 𝐵 удовлетворяет
равенству

𝐴𝐵𝐴 = 𝐴.

Тогда, умножая обе части этого равенства справа на 𝑥, получим

𝐴𝐵 𝐴𝑥⏟ ⏞ 
𝑦

= 𝐴𝑥⏟ ⏞ 
𝑦

⇒ 𝐴𝐵𝑦 = 𝑦,

и следовательно, вектор 𝑥 = 𝐵𝑦 является решением системы 𝐴𝑥 = 𝑦.
Это означает, по определению, что матрица 𝐵 является обобщенно-
обратной для 𝐴. То есть 𝐵 = 𝐴−. Лемма доказана.

2

Теперь рассмотрим вопрос существования обобщенно-обратной мат-
рицы. Справедлива следующая лемма.

Лемма 1.7. Для всякой матрицы 𝐴 существует обобщенно-
обратная матрица 𝐴−.

Доказательство. Сперва рассмотрим случай, когда 𝐴 — симмет-
ричная квадратная матрица. По теореме о спектральном разложении
в этом случае матрицу 𝐴 можно представить в виде

𝐴 = 𝑃Λ𝑃 𝑇 , 𝑃𝑃 𝑇 = 𝑃 𝑇𝑃 = 𝐼,
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Λ — матрица, на диагонали которой стоят собственные числа матри-
цы 𝐴, а внедиагональные элементы равны 0. Без ограничения общ-
ности можно считать, что матрица Λ имеет вид

Λ =

(︂
Λ1 0
0 0

)︂
,

где Λ1 имеет ненулевые диагональные элементы. Положим,

𝐴− = 𝑃Λ−𝑃 𝑇 , Λ− =

(︂
Λ−1
1 0
0 0

)︂
.

Проверим, что 𝐴𝐴−𝐴 = 𝐴:

𝐴𝐴−𝐴 = 𝑃Λ𝑃 𝑇𝑃Λ−𝑃 𝑇𝑃Λ𝑃 𝑇 = 𝑃ΛΛ−Λ𝑃 𝑇 = 𝑃Λ𝑃 𝑇 = 𝐴.

Следовательно, по лемме 1.6 матрица 𝐴− является обобщенно-
обратной.

Для произвольной матрицы 𝐴 существует представление 𝐴 =
𝐵Λ𝐶, где 𝐵 и 𝐶 — невырожденные матрицы, Λ — диагональная.
Так же, как и в предыдущем случае, положим

Λ =

(︂
Λ1 0
0 0

)︂
, Λ− =

(︂
Λ−1
1 0
0 0

)︂
, 𝐴− = 𝐶−1Λ−𝐵−1.

Несложно проверить, что для 𝐴− выполнено равенство 𝐴𝐴−𝐴 = 𝐴:

𝐴𝐴−𝐴 = 𝐵Λ𝐶𝐶−1Λ−𝐵−1𝐵Λ𝐶 = 𝐵ΛΛ−Λ𝐶 = 𝐵Λ𝐶 = 𝐴.

Следовательно, по лемме 1.6 матрица 𝐴− является обобщенно-
обратной. Лемма доказана.

2

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1.3. Пусть 𝐴− — какая-либо обобщенно-обратная для
A матрица. И пусть 𝐻 = 𝐴−𝐴. Тогда

(a) 𝐻2 = 𝐻, т.е. матрица 𝐻 идемпотентная;

(b) 𝐴𝐻 = 𝐴 и rank(𝐴) = rank(𝐻) = tr(𝐻);

(c) общее решение системы уравнений 𝐴𝑥 = 0 имеет вид 𝑥 =
(𝐻 − 𝐼)𝑧, где 𝑧 — произвольный вектор;

(d) общее решение совместной системы уравнений 𝐴𝑥 = 𝑦 имеет
вид 𝑥 = 𝐴−𝑦 + (𝐻 − 𝐼)𝑧, где 𝑧 — произвольный вектор;

(e) произведение 𝑇𝑥 принимает единственное значение для всех
𝑥, удовлетворяющих системе 𝐴𝑥 = 𝑦, тогда и только тогда,
когда 𝑇𝐻 = 𝑇.

Доказательство. Пункты (𝑎)—(𝑒) следуют из леммы 1.6. Проком-
ментируем вторую часть пункта (𝑏). Пусть rank(𝐴) = 𝑘,

tr𝐴−𝐴 = tr𝐶−1Λ−𝐵−1𝐵Λ𝐶 = tr𝐶−1Λ−Λ𝐶 = trΛ−Λ𝐶𝐶−1 =

= trΛ−Λ = tr𝐼𝑘 = 𝑘 = rank(𝐴),

где 𝐼𝑘 — диагональная матрица с 𝑘 единицами на главной диагонали
(𝑘 = rank(𝐴)). Остальные ее элементы — нули. Мы воспользовались
известным результатом tr𝐴𝐵 = tr𝐵𝐴 (для любых согласованных
матриц 𝐴, 𝐵). Теорема доказана.

2

В случае, когда матрица 𝑋 имеет ранг меньший 𝑚, невоз-
можно несмещенно оценить все параметры регрессионной моде-
ли (𝑌,𝑋𝜃,Σ). Однако можно оценить некоторые параметрические
функции 𝜏 = 𝑇𝜃. Вид оценки и условия оцениваемости определяются
в этом случае в следующей теореме, являющейся аналогом теоремы
Гаусса—Маркова для вырожденной матрицы 𝑋𝑇𝑋.
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Теорема 1.4. Для классической регрессионной модели (1.10) и
вектора ошибок, удовлетворяющего условию 𝐸𝜖 = 0,

(1) параметрическая функция 𝜏 = 𝑇𝜃 (𝑇 ∈ 𝑅𝑘×𝑚, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚})
оцениваема тогда и только тогда, когда

𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑋 = 𝑇 ;

(2) если выполнено условие (1), оценка для 𝜏 имеет вид

̂︀𝜏 = 𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑌,

определена однозначно и является наилучшей линейной несме-
щенной оценкой. Ковариационная матрица оценки ̂︀𝜏 имеет вид

𝐷̂︀𝜏 = 𝜎2𝐷, 𝐷 = 𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−𝑇 𝑇 .

Данная теорема следует непосредственно из леммы 1.5, теоремы 1.2
и теоремы 1.3.

Пример 1.4. Рассмотрим схему регрессии для задачи взвешивания
трех предметов на двухчашечных весах. Предполагаем, что резуль-
тат 𝑖-го взвешивания есть разность веса содержимого первой и вто-
рой чаш плюс некоторая случайная ошибка. Будем считать, что
ошибка удовлетворяет предпосылкам (1)—(3). В матричной форме
уравнение регрессии для этой задачи можно записать как

𝑌 = 𝑋𝜃 + 𝜖,

где

𝑋 =

⎛⎝ 𝑥11 𝑥12 𝑥13
...

...
...

𝑥𝑁1 𝑥𝑁2 𝑥𝑁3

⎞⎠ , 𝜃 =

⎛⎝ 𝜃1
𝜃2
𝜃3

⎞⎠ , 𝜖 =

⎛⎝ 𝜖1
...
𝜖𝑁

⎞⎠ ,
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при этом

𝑥𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, при 𝑖-м взвешивании
𝑗-й груз на первой чаше весов;

0, груз не участвует в 𝑖-м взвешивании;

−1, при 𝑖-м взвешивании
𝑗-й груз на второй чаше весов.

Пусть N=3 и измерения проводятся в следующих точках: (0, 1,−1),
(−1, 1, 0), (−1, 0, 1). Это означает, что матрица 𝑋 имеет вид

𝑋 =

⎛⎝ 0 1 −1
−1 1 0
1 0 −1

⎞⎠ ,

𝑋𝑇𝑋 =

⎛⎝ 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

⎞⎠ , 𝑋𝑇𝑌 =

⎛⎝ 𝑦3 − 𝑦2
𝑦1 + 𝑦2
−𝑦1 − 𝑦3

⎞⎠ ,

следовательно система нормальных уравнений (𝑋𝑇𝑋𝜃 = 𝑋𝑇𝑌 ) име-
ет вид

2𝜃1 − 𝜃2 − 𝜃3 = 𝑦3 − 𝑦2,
−𝜃1 + 2𝜃2 − 𝜃3 = 𝑦1 + 𝑦2,
−𝜃1 − 𝜃2 + 2𝜃3 = −𝑦1 − 𝑦3.

Решая эту систему, получаем

̂︀𝜃1 = 2𝑦3 − 𝑦2 + 𝑦1
3

+ 𝜃3, ̂︀𝜃2 = 𝑦2 + 2𝑦1 + 𝑦3
3

+ 𝜃3;

значение параметра 𝜃3 можно выбрать произвольно.
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Теперь найдем оценку параметров 𝜃1, 𝜃2 с помощью теоремы 1.4.
В качестве матриц (𝑋𝑇𝑋)− и 𝑇 выберем соответственно матрицы⎛⎝ 2

3
1
3 0

1
3

2
3 0

0 0 0

⎞⎠ и

⎛⎝ 1 0 1
0 1 1
0 0 0

⎞⎠ .

Несложно проверить, что (𝑋𝑇𝑋)− удовлетворяет равенству из лем-
мы 1.6, а 𝑇 — условию (1) теоремы 1.4. Следовательно,

̂︀𝜏 = 𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑌 =

⎛⎝ 2𝑦3−𝑦2+𝑦1
3

𝑦2+2𝑦1+𝑦3
3
0

⎞⎠
или, что то же самое,

̂︀𝜃1 = 𝑦2 − 𝑦1 − 2𝑦3
3

, ̂︀𝜃2 = 2𝑦1 + 𝑦3 + 𝑦2
3

.

1.5. Оценка максимального правдоподобия

Рассмотрим классическую линейную регрессионную модель (1.9).
Вектор 𝑌 представляет собой выборку из распределения с некото-
рой плотностью 𝐿(𝑌, 𝜃), зависящей от неизвестных параметров. Эту
функцию в математической статистике называют функцией макси-
мального правдоподобия.

Определение 1.6. Величина ̂︀𝜃омп, максимизирующая значение
функции 𝐿(𝑌, 𝜃), называется оценкой максимального правдоподобия.

Теорема 1.5. Пусть дана классическая регрессионная модель:

𝑌 = 𝑋𝜃 + 𝜖, 𝜖 ∈ 𝑁(0, 𝜎2𝐼𝑁). (1.12)
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Тогда оценка максимального правдоподобия также является МНК-
оценкой, а величина

̂︀𝑠2омп =
1

𝑁

(︁
𝑌 −𝑋̂︀𝜃)︁𝑇 (︁𝑌 −𝑋̂︀𝜃)︁

— оценкой максимального правдоподобия для 𝜎2.

Доказательство. Функция максимального правдоподобия
𝐿(𝑌, 𝜃, 𝜎2) для нормально распределенного вектора 𝑌 имеет вид

𝐿(𝑌, 𝜃, 𝜎2) =

(︂
1

2𝜋𝜎2

)︂𝑁/2

exp

{︂
− 1

2𝜎2
(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃)

}︂
.

Задачу максимизации решать значительно проще, если перейти к
логарифму этой функции:

ln𝐿(𝑌, 𝜃, 𝜎2) = −𝑁

2
ln(2𝜋𝜎2)− 1

2𝜎2
(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) .

Продифференцируем полученное выражение по 𝜃 и 𝜎2 и приравняем
производные к нулю. Получаем

𝜎2𝜕 ln𝐿(𝑌, 𝜃, 𝜎
2)

𝜕𝜃
= 𝑋𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) = 𝑋𝑇𝑌 −𝑋𝑇𝑋𝜃 = 0,

2𝜎4𝜕 ln𝐿(𝑌, 𝜃, 𝜎
2)

𝜕(𝜎2)
= −𝑁𝜎2 + (𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) = 0.

Так как первая система — это система нормальных уравнений, по
лемме 1.1 вектор ̂︀𝜃, являющийся ее решением, есть МНК-оценка. Ре-
шением второй системы является величина ̂︀𝑠2омп. Теорема доказана.

2
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Замечание 1.3. Оценка максимального правдоподобия ̂︀𝑠2омп яв-
ляется асимптотически несмещенной, т.е.

𝐸̂︀𝑠2омп 𝑁→∞−→ 𝜎2.

Из теоремы 1.5 следует известный результат, заключающийся в
том, что для одномерной повторной выборки из нормального рас-
пределения с неизвестным средним 𝜃 и дисперсией 𝜎2 оценкой макси-
мального правдоподобия для 𝜃 является среднее выборочное 𝑦, а для
𝜎2 — выборочная дисперсия 1

𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦)2. Действительно, пусть

дана модель

𝑌 = 𝑋𝜃 + 𝜖, 𝜖 ∈ 𝑁(0, 𝜎2𝐼𝑁),

𝑌 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑁)
𝑇 , 𝑋 = (1, 1, . . . , 1)𝑇 , 𝜃 — неизвестный параметр.

Тогда 𝑋𝑇𝑋 = 𝑁 , (𝑋𝑇𝑋)−1 = 1/𝑁 , 𝑋𝑇𝑌 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑦𝑖 и, согласно
теореме, оценка максимального правдоподобия будет

̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑦.

Аналогично, оценка максимального правдоподобия для дисперсии
есть

̂︀𝑠2омп =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦)2.

1.6. Обобщенный метод наименьших квадратов

Определение 1.7. Модель (𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝑊 ), где 𝑊 — известная поло-
жительно определенная 𝑁 × 𝑁 -матрица, 𝜎2 — параметр (не обяза-
тельно известный), называется обобщенной линейной регрессионной
моделью.
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На практике обобщенная регрессионная модель достаточно часто
используется в тех случаях, когда проводятся повторные измерения
в тех же точках. Допустим, имеются результаты измерений

𝑦𝑖 = 𝑥(𝑖)𝜃 + 𝜖𝑖,

где 𝑥(𝑖) = (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑚) — точки, в которых проводятся измерения, 𝜖𝑖
— некоррелированные случайные ошибки с одинаковой дисперсией
𝜎2.

Пусть среди 𝑁 точек 𝑥(𝑖) только 𝑀 (𝑀 ≤ 𝑁) точек различные.
Обозначим эти точки через 𝑡(1), . . . , 𝑡(𝑀), а через 𝑟𝑘 — число измере-

ний в точке 𝑡(𝑘), 𝑟𝑘 ≥ 1,
∑︀𝑀

𝑘=1 𝑟𝑘 = 𝑁 . Усреднив результаты различ-
ных измерений в точках 𝑡(𝑘), получим модель

̃︀𝑦𝑖 = 𝑡(𝑖)𝜃 + ̃︀𝜖𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀,

где ̃︀𝑦𝑖 — средние арифметические результатов наблюдений 𝑦𝑗 в точ-
ках 𝑡(𝑖), ̃︀𝜖𝑖 — средние арифметические ошибок измерений 𝜖𝑖. При этом

𝐸̃︀𝜖𝑖 = 0, 𝐸̃︀𝜖𝑖̃︀𝜖𝑗 = 0 (𝑖 ̸= 𝑗), ̃︀𝜖2𝑖 = 𝜎2

𝑟𝑖
.

Полученная модель является обобщенной линейной регрессион-

ной моделью
(︁̃︀𝑌 , ̃︀𝑋𝜃, 𝜎2𝑊

)︁
, 𝑊— диагональная 𝑀 × 𝑀 -матрица с

элементами 1
𝑟𝑖
на главной диагонали.

Замечание 1.4. Обобщенная линейная регрессионная модель
эквивалентна классической модели (1.10).

Действительно, пусть имеется обобщенная регрессионная модель(︀
𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝑊

)︀
. В силу теоремы о спектральном разложении матрицы

и того, что матрица 𝑊 положительно определена, существует такая
невырожденная матрица 𝐴 ∈ 𝑅𝑁×𝑁 , что 𝑊 = 𝐴𝐴𝑇 . Умножив обе
части (1.10) на 𝐴−1 и обозначив за ̃︀𝑌 = 𝐴−1𝑌, ̃︀𝑋 = 𝐴−1𝑋, ̃︀𝜖 = 𝐴−1𝜖,
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получаем эквивалентную модель
(︁̃︀𝑌 , ̃︀𝑋𝜃, 𝜎2𝐼𝑁

)︁
в силу того, что

𝐷̃︀𝜖 = 𝐸̃︀𝜖̃︀𝜖𝑇 = 𝐸𝐴−1𝜖𝜖𝑇 (𝐴−1)𝑇 = 𝐴−1𝜎2𝑊 (𝐴−1)𝑇 =

= 𝜎2𝐴−1𝐴𝐴𝑇 (𝐴−1)𝑇 = 𝜎2𝐼.

Если матрица ̃︀𝑋𝑇 ̃︀𝑋 — невырожденная, то по определению МНК-
оценка для этой модели есть̂︀𝜃 = ( ̃︀𝑋𝑇 ̃︀𝑋)−1 ̃︀𝑋𝑇𝑌 = (𝑋𝑇 (𝐴𝐴𝑇 )−1𝑋)−1𝑋𝑇 (𝐴𝐴𝑇 )−1𝑌 =

= (𝑋𝑇𝑊−1𝑋)−1𝑋𝑇𝑊−1𝑌.

Определение 1.8. Оценка̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑊−1𝑋)−1𝑋𝑇𝑊−1𝑌

называется обобщенной МНК-оценкой.

Дисперсионная матрица этой оценки в силу леммы 1.4 имеет вид

𝐷̂︀𝜃 = 𝜎2( ̃︀𝑋𝑇 ̃︀𝑋)−1 = 𝜎2(𝑋𝑇𝑊−1𝑋)−1.

В силу теоремы Гаусса—Маркова (теорема 1.1) обобщенная МНК-
оценка является наилучшей линейной несмещенной оценкой.

1.7. Модели с априорной информацией о параметрах

На практике часто возникают ситуации, когда исследователь об-
ладает некоторой априорной информацией о параметрах модели. Ра-
зумный учет такой информации позволяет улучшать качество ре-
грессионного описания.

Существует несколько типов задач с априорной информацией о
параметрах. Простейшим видом априорной информации являются
линейные ограничения типа равенств. В этом случае задача нахож-
дения оценки сводится к классической, рассмотренной ранее.
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Бывают ситуации, когда исследователь обладает информацией о
модели, полученной в ходе каких-либо предварительных измерений
или, возможно, в его распоряжении имеются некоторые выборочные
данные по какой-нибудь аналогичной модели. В таких случаях апри-
орная информация, как правило, может быть представлена в виде

𝑢 = 𝑅𝜃 + 𝜁, 𝜁 ∼ (0, 𝐷), 𝐷 > 0, 𝐸𝜁𝜖𝑇 = 0, (1.13)

где 𝑢 — некоторый известный 𝑘-вектор, 𝑅 — фиксированная 𝑘 ×𝑚-
матрица, 𝐷 — известная, положительно определенная, дисперсион-
ная матрица вектора ошибок 𝜁. Кроме того, вектора 𝜖 и 𝜁 некоррели-
рованны. Запись 𝜁 ∼ (0, 𝐷) означает, что вектор 𝜁 имеет некоторое
распределение с нулевым математическим ожиданием и дисперсион-
ной матрицей 𝐷.

Достаточно часто встречаются задачи (см., например, [11], [2], [3],
[38]), когда априорная информация задается в виде неравенств. На-
пример, может быть дополнительно известно, что параметры модели
принадлежат некоторому эллипсоиду

Ω = {𝜃 ∈ 𝑅𝑚|(𝜃 − 𝜃0)
𝑇𝐴(𝜃 − 𝜃0) ≤ 𝑘}, (1.14)

где 𝜃0 ∈ 𝑅𝑚 — центр эллипсоида, 𝐴 — положительно определенная
матрица, 𝑘 > 0. При таких ограничениях на параметры используется
минимаксный подход.

Иногда априорная информация выражается в том, что исследо-
вателю известно распределение вектора параметров в какой-нибудь
заданной области, например Ω. В этом случае задача нахождения
НЛН-оценок также сводится к классической.

Рассмотрим теперь более подробно каждый из этих типов апри-
орной информации.

Линейные ограничения на параметры.
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Пусть есть обобщенная регрессионная модель (𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝑊 ) и име-
ются ограничения на параметры 𝜃 вида 𝑢 = 𝑅𝜃, где 𝑅 — известная
𝑟 × 𝑚-матрица ранга 𝑟 < 𝑚. Согласно теореме 1.3 общее решение
системы уравнений 𝑢 = 𝑅𝜃 имеет вид 𝜃 = 𝑅−𝑢 + (𝑅−𝑅 − 𝐼)𝛾, 𝛾 —
произвольный 𝑚-вектор. Положим 𝑍 = 𝑌 − 𝑋𝑅−𝑢. Тогда матема-
тическое ожидание 𝑍 есть

𝐸𝑍 = 𝑋𝜃 −𝑋𝑅−𝑢 = 𝑋𝑅−𝑢+𝑋(𝑅−𝑅− 𝐼)𝛾 −𝑋𝑅−𝑢 = 𝑋(𝑅−𝑅− 𝐼)𝛾,

следовательно от модели (𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝑊 ) мы можем перейти к модели
(𝑍,𝑋(𝑅−𝑅 − 𝐼)𝛾, 𝜎2𝑊 ), в которой 𝑍 = 𝑌 −𝑋𝑅−𝑢 — новый вектор
результатов измерений, а параметрами, которые мы хотим оценить,
являются компоненты вектора 𝛾. Несмещенная оценка этих парамет-
ров может быть найдена в том случае, когда матрица 𝑋(𝑅−𝑅 − 𝐼)
имеет полный ранг. Оценкой для параметров исходной модели явя-
лется вектор ̂︀𝜃 = 𝑅−𝑢 + (𝑅−𝑅 − 𝐼)̂︀𝛾, где ̂︀𝛾 — оценка параметров
𝛾.

Линейные ограничения со случайной ошибкой.
Пусть есть обобщенная регрессионная модель (𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝑊 ), и ин-

формация об этой модели может быть представлена в виде (1.13). В
этом случае модель принято называть смешанной. Это название вы-
текает из того, что данная модель может быть записана в виде

(̃︀𝑌 , ̃︀𝑋𝜃, 𝜎2̃︁𝑊 ),

где

̃︀𝑌 =

[︂
𝑌
𝑢

]︂
, ̃︀𝑋 =

[︂
𝑋
𝑅

]︂
, ̃︁𝑊 =

[︃
𝑊 0

0
1

𝜎2
𝐷

]︃
.

В соответствии с результатами раздела 1.6, обобщенная МНК-оценка
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для этой модели имеет вид̂︀𝜃 = ( ̃︀𝑋𝑇̃︁𝑊−1 ̃︀𝑋)−1 ̃︀𝑋𝑇̃︁𝑊−1̃︀𝑌 =
= (𝑋𝑇𝑊−1𝑋 + 𝜎2𝑅𝑇𝐷−1𝑅−1)(𝑋𝑇𝑊−1𝑌 + 𝜎2𝑅𝑇𝐷−1𝑢).

(1.15)

На практике значение 𝜎2 обычно не известно, поэтому вместо 𝜎2 ис-
пользуется ее оценка (например, в разделе 1.8 в качестве такой оцен-
ки рассматривается 𝑠2).

Ограничения по области.
Пусть есть обобщенная регрессионная модель (𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝑊 ), и из-

вестно, что вектор параметров 𝜃 принадлежит некоторому множе-
ству Ω.

Определение 1.9. Минимаксной оценкой вектора параметров 𝜃
называется вектор ̂︀𝜃 = argmiñ︀𝜃∈Ω max

𝜃∈Ω
𝑔(𝜃, ̃︀𝜃),

𝑔(𝜃, ̃︀𝜃) = 𝑎𝑇
(︁
𝐸((̃︀𝜃 − 𝜃)(̃︀𝜃 − 𝜃)𝑇 )

)︁
𝑎,

где ̃︀𝜃 — некоторые линейные оценки 𝜃, а 𝑎 ∈ 𝑅𝑛 — ненулевой фикси-
рованный вектор.

В том случае, когда 𝑎 = 𝑒𝑘 (вектор с единицей на 𝑘-м месте и ну-
левыми остальными элементами), 𝑘-й элемент минимаксной оценки
есть наилучшая оценка 𝑘-й компоненты вектора 𝜃.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 1.6. Пусть есть обобщенная регрессионная модель
(𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝑊 ), и на параметры 𝜃 налагаются ограничения вида
(1.14). Тогда минимаксная оценка может быть записана в виде

̂︀𝜃𝑚𝑀 =

(︂
𝜎2

𝑘
𝐴+𝑋𝑇𝑊−1𝑋

)︂−1

𝑋𝑇𝑊−1(𝑌 −𝑋𝜃0) + 𝜃0. (1.16)
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Доказательство данной теоремы 1.6 может быть найдено в книге [3]
(стр. 42).

Отметим, что результат, полученный в теореме, в частности, де-
монстрирует, что в случае, когда множество Ω имеет вид (1.14), ми-

нимаксная оценка ̂︀𝜃𝑚𝑀 не зависит от выбора вектора 𝑎, фигурирую-
щего в определении.

В том случае, когда центр эллипсоида находится в начале коор-
динат, а модель является классической (т.е 𝜃0=0, 𝑊 = 𝐼𝑁), мини-
максная оценка принимает вид

̂︀𝜃𝑚𝑀 =

(︂
𝜎2

𝑘
𝐴+𝑋𝑇𝑋

)︂−1

𝑋𝑇𝑌.

В случае, когда Ω имеет вид Ω = {𝜃|𝜃𝑇𝜃 ≤ 𝜎2/𝑘}, оценка ̂︀𝜃𝑚𝑀 =(︀
𝑘𝐼𝑚 +𝑋𝑇𝑋

)︀−1
𝑋𝑇𝑌 называется гребневой.

Заметим также, что в пределе при 𝑘 → ∞ минимаксная оценка
совпадает с обобщенной МНК-оценкой. Или, что то же самое, обоб-
щенная МНК-оценка является минимаксной при отсутствии априор-
ной информации. Кроме того, при 𝑘 < ∞ минимаксная оценка, в
отличии от стандартной МНК-оценки, всегда однозначно определе-
на, вне зависимости от того, является матрица 𝑋𝑇𝑋 вырожденной
или нет.

Замечание 1.5. Минимаксная оценка, вообще говоря, являет-
ся смещенной оценкой. В классе несмещенных оценок обобщенная
МНК-оценка является минимаксной.

Последнее утверждение следует из того, что в классе несмещенных
оценок в силу леммы 1.3 для любой оценки ̃︀𝜃 = 𝐶𝑌 имеем 𝐶𝑋 = 𝐼𝑚
и, соответственно, вектор̃︀𝜃 − 𝜃 = 𝐶𝑌 − 𝜃 = 𝐶(𝑋𝜃 + 𝜖)− 𝜃 = (𝐶𝑋 − 𝐼𝑚)⏟  ⏞  

=0

𝜃 + 𝐶𝜖 = 𝐶𝜖
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не зависит от 𝜃, а значит, и функция 𝑔(𝜃, ̃︀𝜃) = 𝑎𝑇𝐶𝐸(𝜖𝜖𝑇 )𝐶𝑇𝑎 =
𝜎2𝑎𝑇𝐶𝑊𝐶𝑇𝑎 также не зависит от 𝜃 и, как было показано в 1.6, ее
минимум достигается при 𝐶 = (𝑋𝑇𝑊−1𝑋)−1𝑋𝑇𝑊−1 для любого 𝑎 ∈
𝑅𝑚.

Заданное распределение.
Предположим, что априорная информация о параметрах заклю-

чается в том, что на 𝜎-алгебре подмножеств некоторого множества Ω
задано независимое от распределения ошибок 𝜖 распределение 𝑃 (𝑑𝜃)
со средним 𝑢 и дисперсионной матрицей 𝐷. Или, что то же самое, на
вектор параметров 𝜃 наложены ограничения вида (1.13) с матрицей
𝑅 = 𝐼𝑚. Для такой матрицы оценка (1.15) принимает вид

̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑊−1𝑋 + 𝜎2𝐷−1)(𝑋𝑇𝑊−1𝑌 + 𝜎2𝐷−1𝑢)

и называется байесовской оценкой.

1.8. Основы дисперсионного анализа

В данном разделе мы рассмотрим некоторые задачи, решаемые с
помощью дисперсионного анализа (ДА). Идея ДА заключается в раз-
ложении общей дисперсии изучаемого признака на отдельные компо-
ненты, обусловленные влиянием конкретных факторов, и проверке
гипотез о значимости влияния этих факторов на исследуемый при-
знак. Для этого, как правило, используется 𝐹 -критерий (см., напри-
мер, [1], [2], [13]).

Пусть дана классическая регрессионная модель (1.10). Будем счи-
тать, что вектор ошибок 𝜖 удовлетворяет предпосылкам (1)—(3) ре-
грессионного анализа. Пусть, кроме того, вектор 𝑌 имеет нормаль-
ное распределение:

𝑌 ∼ N(𝑋𝜃, 𝜎2𝐼). (1.17)
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Как было показано в процессе доказательства леммы 1.1 дисперсия
вектора 𝑌 представима в виде суммы

𝐷(𝑌 ) = 𝐷(𝑋̂︀𝜃) +𝐷(𝑌 −𝑋̂︀𝜃). (1.18)

Первая из этих дисперсий является дисперсией регрессии (объяснен-
ная доля дисперсии), вторая — дисперсией ошибки регрессии (необъ-
ясненная доля дисперсии). Чтобы оценить качество регрессионного
описания, необходимо выяснить, каков вклад в общую сумму каждой
из ее составляющих. Для решения этой задачи на практике использу-
ют выпуклые функционалы, заданные на множестве дисперсионных
матриц. Мы остановимся на функционале ϒ(𝐴) = tr𝐴, благодаря
своей простоте получившему широкое распространение. Для разло-
жения (1.18) получаем

tr𝐷(𝑌 ) = tr𝐷(𝑋̂︀𝜃) + tr𝐷(𝑌 −𝑋̂︀𝜃) =
= 𝐸(𝑋̂︀𝜃 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑋̂︀𝜃 −𝑋𝜃) + 𝐸(𝑌 −𝑋̂︀𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋̂︀𝜃).

Или, что то же самое,

tr𝐷(𝑌 ) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐸(𝑋(𝑖)
̂︀𝜃 −𝑋(𝑖)𝜃)

2 +
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐸(𝑌𝑖 −𝑋(𝑖)
̂︀𝜃)2, (1.19)

где 𝑋(𝑖) — соответствующая строка матрицы 𝑋. Желательно, чтобы
первая сумма была много больше, чем вторая. Другими словами,
чтобы отношение (tr𝐷(𝑋̂︀𝜃))/(tr𝐷(𝑌 )) было близко к 1.

Замечание 1.6. Отметим, что матрица 𝑋𝑇𝑋 может быть вы-
рожденной, поэтому под оценкой ̂︀𝜃, в данном случае, мы понимаем
любое решение нормального уравнения 𝑋𝑇𝑋𝜃 = 𝑋𝑇𝑌 :

̂︀𝜃 = (𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑌.
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Теперь изучим более подробно компоненты разложения (1.19). Вве-
дем в рассмотрение следующую величину:

𝑅2
0 = (𝑌 −𝑋̂︀𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋̂︀𝜃).

В литературе (см, например, [1], [3]) данную величину обычно назы-

вают остаточной суммой квадратов, а вектор (𝑌 − 𝑋̂︀𝜃), соответ-
ственно, остаточным вектором. Имеет место следующая лемма.

Лемма 1.8. Несмещенной оценкой для 𝜎2 в модели (𝑌,𝑋𝜃, 𝜎2𝐼)
является статистика

𝑠2 = 𝑅2
0/(𝑁 − 𝑟),

где 𝑟 = rank(𝑋).

Доказательство. Заметим, что

𝑅2
0 = (𝑌 −𝑋̂︀𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋̂︀𝜃) = 𝑌 𝑇𝑌 − 𝑌 𝑇𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑌 = 𝑌 𝑇𝐴𝑌,

где 𝐴 = 𝐼𝑁 −𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇 . С другой стороны, имеют место равен-
ства

𝑋𝑇𝐴 = (𝐴𝑋)𝑇 = 𝑋𝑇𝐴𝑋 = 0.

Последнее равенство непосредственно вытекает из леммы 1.6 в силу
того, что

𝑋𝑇𝐴𝑋 = 𝑋𝑇 (𝐼𝑁 −𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇 )𝑋 = 𝑋𝑇𝑋 −𝑋𝑇𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑋.

А то, что матрица 𝐴𝑋 — нулевая, следует из равенств

(𝐴𝑋)𝑇𝐴𝑋 = 𝑋𝑇𝐴𝐴𝑋 =
= (𝑋𝑇 −𝑋𝑇𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇 )(𝑋 −𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑋) =
= 𝑋𝑇𝑋 −𝑋𝑇𝑋 −𝑋𝑇𝑋 +𝑋𝑇𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑋⏟  ⏞  

𝑋𝑇𝑋

= 0.
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Таким образом,

𝑌 𝑇𝐴𝑌 = (𝑌 −𝑋𝜃)𝑇𝐴(𝑌 −𝑋𝜃) = 𝜖𝑇𝐴𝜖.

Отсюда получаем

𝐸𝑅2
0 = 𝐸(𝑌 𝑇𝐴𝑌 ) = 𝐸(𝜖𝑇𝐴𝜖) = 𝐸(tr𝐴𝜖𝜖𝑇 ) = tr𝐴𝐸(𝜖𝜖𝑇 ) =

= 𝜎2tr𝐴 = 𝜎2(𝑁 − 𝑟).

Здесь мы использовали теорему 1.3 и известную формулу

tr𝐴𝑏𝑏𝑇 = tr𝑏𝑏𝑇𝐴 = 𝑏𝑇𝐴𝑏,

где 𝐴 и 𝑏 — любые согласованные матрица и вектор соответственно.
Лемма доказана.

2

Имеет место следующая теорема.

Теорема 1.7. Пусть вектор 𝑌 имеет распределение (1.17). Для
того чтобы квадратичная форма 𝑌 𝑇𝐴𝑌 имела распределение 𝜎2𝜒2

с числом степеней свободы tr𝐴, необходимо и достаточно, чтобы
матрица 𝐴 была идемпотентной, т.е. 𝐴2 = 𝐴.

Доказательство этой теоремы основано на использовании теоремы
Фишера—Кочнера и имеется в книге [9] стр. 164.

Из этой теоремы непосредственно вытекает следующий результат.

Лемма 1.9. Для схемы регрессии (1.17) величина 𝑅2
0 имеет рас-

пределение 𝜎2𝜒2 с числом степеней свободы 𝑁 − 𝑟, где 𝑟 = rank(𝑋):

𝑅2
0 ∼ 𝜎2𝜒2(𝑁 − 𝑟).
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Доказательство. В силу равенства tr𝐴 = 𝑁 − 𝑟 и теорем 1.7 и 1.3
достаточно показать, что 𝐴 = 𝐴2:

𝐴𝐴 = 𝐴(𝐼𝑁 −𝑋(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇 ) = 𝐴− 𝐴𝑋⏟ ⏞ 
=0

(𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇 = 𝐴.

Лемма доказана.
2

Рассмотрим теперь задачу проверки линейных гипотез о пара-
метрах линейной регрессии. Пусть имеется схема регрессии (1.17),
rank(𝑋) = 𝑟 ≤ min{𝑚,𝑁}, и векторная параметрическая функция
𝜏 = 𝑇𝜃 (𝑇 — 𝑘×𝑚-матрица ранга 𝑘) оцениваема. Общую линейную
гипотезу о параметрах модели (1.17) можно записать следующим об-
разом:

𝐻0 : 𝑇𝜃 = 𝜏0, (1.20)

𝜏0 — заданный вектор размерности 𝑘.
В силу теоремы 1.4 МНК-оценка ̂︀𝜏 векторной параметрической

функции 𝜏 = 𝑇𝜃 имеет распределение

̂︀𝜏 ∼ N(𝑇𝜃, 𝜎2𝐷), 𝐷 = 𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−𝑇 𝑇 ,

при этом 𝑘×𝑘-матрица 𝐷 — положительно определенная матрица. В
силу теоремы о спектральном разложении матрицы (см. доказатель-
ство леммы 1.7) матрицу 𝐷 можно представить в виде произведения
двух невырожденных матриц:

𝐷 = 𝑉 𝑇𝑉.

Обозначим 𝜐 = 𝑉 −1(̂︀𝜏 − 𝜏). Прямое вычисление дает

𝐷(𝜐) = 𝐸𝜐𝜐𝑇 = 𝑉 −1𝜎2𝐷(𝑉 𝑇 )−1 = 𝜎2𝐼.

41



Следовательно, 𝜐 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝐼), из чего получаем, что

(̂︀𝜏 − 𝜏)𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏) = 𝜐𝑇𝜐 =
𝑘∑︁

𝑖=1

(𝜐𝑖)
2 ∼ 𝜒2(𝑘).

Имеет место следующая лемма.

Лемма 1.10. Векторная функция ̂︀𝜏 = 𝑇 ̂︀𝜃 и статистика 𝑅2
0

независимы.

Доказательство. Как было показано при доказательстве лем-
мы 1.8, 𝑅2

0 = 𝑌 𝑇𝐴𝑌 . С другой стороны, ̂︀𝜏 = 𝑇 ̂︀𝜃 = 𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇𝑌 =
𝐵𝑌 (𝐵 = 𝑇 (𝑋𝑇𝑋)−𝑋𝑇 ). Очевидно, что 𝐵𝐴 = 0 (в силу того, что
𝑋𝑇𝐴 = 0). По теореме о спектральном разложении имеем

𝐴 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑃𝑖𝑃
𝑇
𝑖 ,

где 𝜆𝑖 — собственные числа, а 𝑃𝑖 — ортонормированные собственные
вектора матрицы 𝐴. Из того, что 𝐵𝐴 = 0, следует, что 𝐵𝑃𝑖 = 0, а
значит, вектор 𝐵𝑌 некоррелирован с вектором 𝑃𝑖𝑌 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , и
следовательно, независим от него в силу нормальности. А это озна-
чает, что

𝐵𝑌 и 𝑌 𝑇𝐴𝑌 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑃
𝑇
𝑖 𝑌 )2

независимы. Лемма доказана.

2

Теперь используем полученные результаты для проверки гипотез о
параметрах модели.
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Скалярная параметрическая функция. Сначала рассмотрим
случай 𝜏 = 𝑇𝜃 (𝑇 — 1 × 𝑚-вектор), ̂︀𝜏 — МНК-оценка параметра
𝜏 . Тогда величины

̂︀𝜏 ∼ 𝑁(𝑇𝜃𝜎2𝐷) и 𝑅2
0 ∼ 𝜎2𝜒2(𝑁 − 𝑟)

в силу предыдущей леммы независимы. Мы хотим проверить гипо-
тезу

𝐻0 : 𝑇𝜃 = 𝜏0

против альтернативы

𝐻1 : 𝑇𝜃 ̸= 𝜏0.

Если величина 𝜎2 известна, то в случае, когда гипотеза 𝐻0 верна,
статистика

𝑢 =
̂︀𝜏 − 𝜏0

𝜎
√
𝐷

∼ 𝑁(0, 1)

может быть выбрана в качестве тестовой статистики для проверки
этой гипотезы.

Если величина 𝜎2 неизвестна, в качестве ее оценки можно исполь-
зовать статистику 𝑠2 = 𝑅2

0/(𝑁 − 𝑟). В этом случае, если гипотеза 𝐻0

верна, получаем

𝑡 =
̂︀𝜏 − 𝜏0

𝜎
√
𝐷
�

𝑠

𝜎
=
̂︀𝜏 − 𝜏0

𝑠
√
𝐷

∼ 𝑡(𝑁 − 𝑟),

где 𝑡(𝑁 − 𝑟) — стандартное распределение Стьюдента с (𝑁 − 𝑟) сте-
пенями свободы. Если 𝑡𝛼 — верхний квантиль порядка 𝛼 величины
|𝑡|, т.е. 𝑃 (|𝑡| > 𝑡𝛼) = 𝛼, то

𝑃 (|𝑡| ≤ 𝑡𝛼) = 𝑃

(︂
|̂︀𝜏 − 𝜏0|
𝑠
√
𝐷

≤ 𝑡𝛼

)︂
= 1− 𝛼,
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откуда непосредственно получаем

𝑃
(︁̂︀𝜏 − 𝑠

√
𝐷𝑡𝛼 ≤ 𝜏0 ≤ ̂︀𝜏 + 𝑠

√
𝐷𝑡𝛼

)︁
= 1− 𝛼.

Если для наблюдаемого значения ̂︀𝜏
|̂︀𝜏 − 𝜏0|
𝑠
√
𝐷

> 𝑡𝛼,

гипотезу 𝐻0 следует отвергнуть. В противном случае нет основа-

ний отвергать гипотезу. Интервал
[︁̂︀𝜏 − 𝑠

√
𝐷𝑡𝛼 ̂︀𝜏 + 𝑠

√
𝐷𝑡𝛼

]︁
является

(1 − 𝛼)-доверительным интервалом для 𝜏0 (т.е. 𝜏0 попадает в этот
интервал с вероятностью 1− 𝛼).

Векторная параметрическая функция. Пусть теперь 𝜏 = 𝑇𝜃
(𝑇 — 𝑘×𝑚-матрица ранга 𝑘), ̂︀𝜏 — МНК-оценка вектора 𝜏 . Мы хотим
проверить гипотезу

𝐻0 : 𝑇𝜃 = 𝜏0,

𝜏0 — заданный вектор размерности 𝑘, против альтернативы

𝐻1 : 𝑇𝜃 ̸= 𝜏0.

Как было показано ранее, случайные величины

(̂︀𝜏 − 𝜏)𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏) ∼ 𝜒2(𝑘) и 𝑅2
0 ∼ 𝜎2𝜒2(𝑁 − 𝑟)

независимы. Отношение этих величин есть статистика

𝐹 =
(̂︀𝜏 − 𝜏0)

𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏0)

𝑘
�

𝑅2
0

𝑁 − 𝑟
∼ 𝐹 (𝑘,𝑁 − 𝑟), (1.21)

где 𝐹 (𝑘, 𝑛 − 𝑟) — распределение Фишера с 𝑘 и 𝑁 − 𝑟 степенями
свободы соответственно. Рассмотрим величину отклонения

(̂︀𝜏 − 𝜏0)
𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏0).
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Пользуясь теоремой 1.4, получаем

𝐸(̂︀𝜏 − 𝜏0)
𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏0)

𝑘
=

1

𝑘
tr𝐷−1𝐸(̂︀𝜏 − 𝜏0)(̂︀𝜏 − 𝜏0)

𝑇 =

=
1

𝑘
tr𝐷−1

(︀
𝐸(̂︀𝜏 − 𝜏)(̂︀𝜏 − 𝜏)𝑇 + (𝜏 − 𝜏0)(𝜏 − 𝜏0)

𝑇
)︀
=

=
1

𝑘
tr𝐷−1

(︀
𝜎2𝐷 + (𝜏 − 𝜏0)(𝜏 − 𝜏0)

𝑇
)︀
= 𝜎2 +

(𝜏 − 𝜏0)
𝑇𝐷−1(𝜏 − 𝜏0)

𝑘
.

А это, означает, что

(̂︀𝜏 − 𝜏0)
𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏0)

𝑘
≥ 𝜎2.

Причем равенство достигается только в том случае, когда верна ги-
потеза 𝐻0, т.е. 𝜏 = 𝜏0.

С другой стороны, как было показано в лемме 1.8, статистика
𝑅2

0/(𝑁 − 𝑟) является несмещенной оценкой для 𝜎2, т.е.

𝑅2
0

𝑁 − 𝑟
= 𝜎2,

и следовательно, числитель статистики (1.21) в среднем превосходит
знаменатель в случаях, когда гипотеза 𝐻0 неверна. При этом, чем
больше различие между векторами 𝜏 и 𝜏0, тем большее значение
принимает статистика 𝐹 .

Если выбрать такой квантиль 𝐹𝛼, что

𝑃 (𝐹 > 𝐹𝛼) = 𝛼, где 𝐹 ∼ 𝐹 (𝑘,𝑁 − 𝑟),

то критерием

𝐹 =
(̂︀𝜏 − 𝜏0)

𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏0)

𝑘
�

𝑅2
0

𝑁 − 𝑟
> 𝐹𝛼
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можно пользоваться для проверки гипотезы 𝐻0 с уровнем значимо-
сти 𝛼. Если 𝛼 мало и данное неравенство не выполняется, то нет
оснований отвергать гипотезу. В противном случае гипотезу 𝐻0 сле-
дует отвергнуть.

Таблица 1

Число
Средний

степеней Сумма квадратов
квадрат

свободы

Полная 𝑁 − 𝑟 + 𝑘 𝑅2
1 = min

𝜃:𝑇𝜃=𝜏0
(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) —

сумма

Остаточная 𝑁 − 𝑟 𝑅2
0 = min

𝜃
(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃) 𝑅2

0

𝑁−𝑟сумма

Отклонение 𝑘 𝑅2
1 −𝑅2

0
𝑅2

1−𝑅2
0

𝑘от гипотезы

Замечание 1.7. Для вычисления статистики 𝐹 можно восполь-
зоваться упрощенной процедурой, которая не предполагает вычис-
ления МНК-оценки вектора 𝜏 = 𝑇𝜃. Вместо этого вычисляется ве-
личина

𝑅2
1 = min

𝜃:𝑇𝜃=𝜏0
(𝑌 −𝑋𝜃)𝑇 (𝑌 −𝑋𝜃).

Можно показать, что

(̂︀𝜏 − 𝜏0)
𝑇𝐷−1(̂︀𝜏 − 𝜏0) = 𝑅2

1 −𝑅2
0.

Доказательство может быть найдено, например, в книге Ермаков
С.М., Жиглявский А.А. Математическая теория оптимального экс-
перимента. М.: Наука, 1987. С учетом этого замечания статистику
(1.21) можно переписать, как

𝐹 =
𝑅2

1 −𝑅2
0

𝑘
�

𝑅2
0

𝑁 − 𝑟
.
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Вычисления, приводящие к статистике 𝐹, для удобства, обычно
представляют в виде таблицы, которая называется таблицей диспер-
сионного анализа (см. таблицу 1)

Задачи проверки общих линейных гипотез вида (1.20) о парамет-
рах регрессионной модели называют задачами дисперсионного ана-
лиза.

1.9. Задачи для самоконтроля

1. Рассмотрим регрессионную модель

𝑦𝑗 = 𝜃𝑇𝑓(𝑥𝑗) + 𝜖𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (1.22)

где 𝑓(𝑥) = (1, 𝑥, . . . , 𝑥𝑚)𝑇 — вектор регрессионных функций. Предпо-
ложим, что ошибки 𝜖𝑗 удовлетворяют условиям (1)—(3) т.е. 𝐸𝜖𝑖 = 0,
𝐸𝜖2𝑖 = 𝜎2, 𝐸𝜖𝑖𝜖𝑗 = 0 (𝑖 ̸= 𝑗). Пусть 𝑚 = 2 и результаты измерений
задаются таблицей

𝑗 1 2 3
𝑥𝑗 −1 0.5 1
𝑦𝑗 0 1.5 2

Найти несмещенную оценку для 𝜎2.
2. Рассмотрим регрессионную модель (1.22). Пусть 𝑚 = 2, диспер-
сионная матрица ошибок имеет вид

Σ =

⎛⎝ 2/3 0 𝑤
0 1 0
𝑤 0 2/3

⎞⎠
и результаты измерений задаются таблицей

𝑗 1 2 3
𝑥𝑗 −1 0 1
𝑦𝑗 −1 0.5 3.5
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Найти 𝑤, для которого оценка

̂︀𝜃 =

(︂
1
9/4

)︂
является НЛН-оценкой.
3. Рассмотрим регрессионную модель (1.22). Пусть 𝑚 = 3, диспер-
сионная матрица ошибок имеет вид

Σ = 𝜎2

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1/4 0
0 0 0 1/4

⎞⎟⎟⎠
и результаты измерений задаются таблицей

𝑗 1 2 3 4
𝑥𝑗 1 2 1 2
𝑦𝑗 3.5 8 1.5 6

Найти МНК-оценку параметров модели.
4. Рассмотрим регрессионную модель (1.22). Будем считать, что
ошибки удовлетворяют условиям (1)—(3). Предположим, что есть
следующая априорная информация о параметрах:

𝜃 ∈ Ω = {𝜃|𝜃𝑇𝜃 ≤ 𝜎2}.

Пусть 𝑚 = 2, и результаты измерений задаются таблицей

𝑗 1 2 3
𝑥𝑗 −1 0 1
𝑦𝑗 −1 1.5 −0.5

.
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Найти гребневую оценку вектора параметров 𝜃.
5. Найти обобщенно-обратную матрицу для матрицы

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 −1 1 −1
−1 1 −1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1

⎞⎟⎟⎠ .

6. В 1955 г. было проведно исследование под названием «Экономия
стратегических материалов». Различные полиэфирные смолы под-
вергались испытаниям прочности на разрыв и удлинение с целью
выявления условий, при которых металлы можно заменять пласти-
ками и другими синтетическими материалами — полиэтиленом, по-
лиэфиром, стекловолокном и т. п. В табл. 2 представлены данные для
19 образцов полиэфирной смолы толщиной 0,01 дюйма. Они разры-
вались при разных скоростях ползуна, измеряемых в дюймах в ми-
нуту. Предел прочности на разрыв дается в фунтах на квадратный
дюйм. Предварительные исследования показали, что предел прочно-
сти на разрыв можно считать приблизительно линейной функцией
логарифма скорости

𝐸(𝑌 |𝑥) = 𝑎+ 𝑏𝑥,

где 𝑥 = log (скорости), 𝑌 — предел прочности на разрыв. Используя
эти данные,
(I) найти МНК-оценки параметров 𝑎 и 𝑏;
(II) построить график наблюдений (в виде точек) и регрессии (ли-
ния);
(III) предполагая, что ошибки наблюдений нормально распределены
и удовлетворяют условиям (1)—(3), оценить дисперсию ошибки на-
блюдения.
7. При условии, что выполнены предположения пункта (III) зада-
ния 6
(I) найти мат ожидание и дисперсию оценок параметров 𝑎 и 𝑏;
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(II) построить 95%-доверительные интервалы для оценок парамет-
ров 𝑎 и 𝑏, предполагая, что ошибки наблюдений нормально распре-
делены и удовлетворяют условиям (1)—(3).
8. Используя данные из задания 6 (табл. 2), проверить гипотезы
𝐻0 : 𝑏 = 𝑏0 и 𝐻0 : 𝑎 = 𝑎0 с уровнем значимости 1% при
(𝐼) 𝑏0 = 1200, 𝑎0 = 6200;
(𝐼𝐼) 𝑏0 = 1300, 𝑎0 = 6250;
(𝐼𝐼𝐼) 𝑏0 = 1400, 𝑎0 = 6300.

Указание. В случае, если дисперсия ошибки наблюдений неиз-
вестна, вместо 𝜎2 используется ее оценка 𝑠2, а в качестве тестовых
статистик можно использовать

𝑇𝑎 =
|𝑎− 𝑎0|
𝐷̂︀𝑎 , 𝑇𝑏 =

|𝑏− 𝑏0|
𝐷̂︀𝑏 ,
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имеющие распределение стъюдента с 𝑛− 2 степенями свободы.

Таблица 2

Скорость ползуна 𝑋,
𝑥 = log𝑋

Предел прочности на
дюйм/мин разрыв 𝑌 , фунт/кв. дюйм

0.25 —0.60206 5520
0.25 —0.60206 5390
0.25 —0.60206 5730
0.25 —0.60206 4940
0.25 —0.60206 5810
1 0.0 6840
1 0.0 5720
1 0.0 6120
1 0.0 6400
10 1.0 7100
10 1.0 7150
10 1.0 7260
10 1.0 7650
10 1.0 8210
10 1.0 7960
20 1.30103 7950
20 1.30103 6470
20 1.30103 8720
20 1.30103 8460

9. Выполнить задание 8, считая, что стандартное отклонение оши-
бок наблюдений известно: 𝜎 = 550. Как изменится в этом случае
распределение тестовой статистики?
10. Вязкость в расплавленном состоянии — одна из главных харак-
теристик полиэфиров. Она показывает степень полимеризации. С ее
помощью можно установить, как далеко зашла реакция. При хими-
ческом исследовании расплавленного полиэфира при 200∘ F было вы-
делено пять средневесовых степеней полимеризации (𝑋). Вязкость
𝑌 измерялась при низком и высоком давлении. Результаты приведе-
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ны в табл. 3. Используя данные из этой таблицы
(I) постройте график зависимости 𝑌 от 𝑋;
(II) найдите методом наименьших квадратов линейную зависимость
логарифма вязкости под высоким давлением log(𝑌1) от средневесо-
вой степени полимеризации;
(III) найдите линейную зависимость log(𝑌2) от 𝑋;
(IV) определите доверительные интервалы параметров зависимостей
(II) и (III);
(V) проверьте значимо ли отличаются коэффициенты регрессии (II)
и (III).

Таблица 3

Средневесовые степени Высокое давление Низкое давление
полимеризации (X) 𝑌1 𝑌2

4.05 28.7 27.1
4.05 29.7 27.4
4.05 31.9 31.8
5.08 60.1 65.3
5.08 62.0 61.1
5.08 63.8 65.8
6.34 123.2 121.6
6.34 120.6 122.4
6.34 116.8 116.9
7.37 182.9 168.5
7.37 179.9 188.0
7.37 178.6 180.8
7.84 228.0 256.5
7.84 232.6 256.8
7.84 230.6 266.5
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2. Планирование экспериментов

2.1. Краткий обзор

В течение долгого времени обработка статистических данных
проводилась без какого-либо предварительного планирования. Спо-
соб проведения эксперимента, т.е. где, когда и как осуществлять из-
мерения, определялся, в основном, интуицией самого эксперимента-
тора. Развитие науки и техники привело к увеличению стоимости
экспериментальных исследований и, как следствие, к необходимо-
сти создания математического аппарата, позволяющего осуществ-
лять рациональный выбор плана эксперимента. Таким аппаратом
стала теория планирования эксперимента.

Основателем теории планирования эксперимента принято счи-
тать Р. Фишера, а основополагающим трудом — его книгу (Fisher,
1935). Ряд работ Р. Фишера посвящен разработке методов статисти-
ческого анализа и планирования эксперимента в задачах агробиоло-
гии. Его подход основан на использовании комбинаторных принци-
пов, в частности, латинских квадратов, и развивается по сей день.

В 50-х годах прошлого века американские ученые Дж. Бокс и
Дж. Кифер опубликовали ряд статей, оказавших огромное влияние
на развитие другого направления — теории оптимального планиро-
вания эксперимента. В рамках этой теории исследователю необхо-
димо найти функцию, которая определяет связь между измеряемы-
ми величинами и некоторыми условиями, влияющими на ход иссле-
дуемого процесса. Дж. Боксу принадлежат результаты по планиро-
ванию экстремальных экспериментов и конструированию критериев
оптимальности. Дж. Кифер является основателем классической тео-
рии планирования регрессионного эксперимента — наиболее разви-
того в настоящее время раздела теории оптимального планирования
эксперимента. Этот раздел весьма привлекателен с вычислительной
точки зрения. Теорема эквивалентности (Kiefer, Wolfowitz, 1960) и
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ее многочисленные аналоги и обобщения дают необходимые и доста-
точные условия оптимальности и являются основным инструментом
разработки аналитических и численных методов построения опти-
мальных планов.

Теория оптимального планирования интенсивно развивается и в
настоящее время (см. [13]—[28]). Большой вклад в развитие внес-
ли зарубежные и российские ученые Дж. Кифер, Дж. Вольфовиц,
Дж. Бокс, В.В. Налимов, В.В. Федоров, Г.К. Круг, Е.В. Маркова,
М.Б. Малютов, С.М. Ермаков и другие.

2.2. Основные понятия

В данном разделе рассматриваются некоторые основные понятия
и результаты теории оптимального планирования эксперимента.

Рассмотрим набор вещественных величин 𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 , являющих-
ся результатами эксперимента. На практике, довольно часто (см.,
например, [11], [9], [38]) эти результаты могут быть представлены с
помощью уравнения

𝑦𝑗 = 𝜂(𝑡𝑗, 𝜃) + 𝜖𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (2.1)

где 𝜂(𝑡, 𝜃) — вещественная функция, известная с точностью до пара-
метров 𝜃 = (𝜃0, . . . , 𝜃𝑚)

𝑇 , 𝜖1, . . . , 𝜖𝑁 — случайные величины, харак-
теризующие ошибки наблюдений, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑁 — условия проведения
эксперимента — элементы множества планирования 𝜒.

В дальнейшем мы полагаем, что для уравнения (2.1) выполнены
следующие стандартные допущения.

(a) Несмещенность: 𝐸𝜖𝑗 = 0 (𝑗 = 1, . . . , 𝑁). Это означает, что 𝐸𝑦𝑗 =
𝜂(𝑡𝑗, 𝜃), т.е. модель не имеет систематической ошибки.

(б) Некоррелированность: 𝐸𝜖𝑖𝜖𝑗 = 0 (𝑖 ̸= 𝑗).

(в) Равноточность: 𝐸𝜖2𝑗 ≡ 𝜎2 > 0 (𝑗 = 1, . . . , 𝑁).
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(г) Линейность параметризации: 𝜂(𝑡, 𝜃) = 𝜃𝑇𝑓(𝑡); 𝑓(𝑡) =
(𝑓0(𝑡), . . . , 𝑓𝑚(𝑡))

𝑇 , где 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, . . . ,𝑚 — заданные базисные
функции.

(д) Функции 𝑓𝑖(𝑡)
𝑚
𝑖=0 непрерывны и линейно независимы на 𝜒.

(е) 𝜒 — фиксированное множество, наделенное структурой ком-
пактного топологического пространства.

Эти допущения отражают особенности реальных экспериментов. В
принципе, они могут быть ослаблены (см. [2]). Однако в данной ра-
боте мы эти случаи рассматривать не будем.

Целью эксперимента, как правило, является либо нахождение
оценок параметров 𝜃0, . . . , 𝜃𝑚, либо нахождение оценок некоторых
функций от этих параметров, либо проверка гипотез относительно
значений этих параметров. На точность полученных оценок влия-
ет как выбор условий проведения экспериментов (𝑡1, . . . , 𝑡𝑁), так и
метод оценивания.

Оценка ̂︀𝜃 вектора параметров 𝜃 является некоторой статистикой

̂︀𝜃 = ̂︀𝜃(𝑡1, . . . , 𝑡𝑁 , 𝑦1, . . . , 𝑦𝑁).
Выбор статистики ̂︀𝜃 при фиксированных условиях проведения экс-
перимента составляет предмет отдельной теории. В предположениях
(а)—(е) существует хорошо зарекомендовавший себя метод оценива-
ния (метод наименьших квадратов), согласно которому в качестве

оценки ̂︀𝜃 выбирается решение экстремальной задачи
𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑦𝑗 − 𝜂(𝑡𝑗, 𝜃))
2 → min

𝜃
.

Данная задача рассматривалась нами в первой части.
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Как уже говорилось ранее, точность получаемых оценок можно
улучшить, выбрав подходящие условия проведения экспериментов.
Эти условия записываются в виде таблицы

𝜉𝑁 =

(︂
𝑡1 . . . 𝑡𝑁

1/𝑁 . . . 1/𝑁

)︂
, 𝑡𝑖 ∈ 𝜒, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, (2.2)

где 𝑡𝑖, вообще говоря, могут равняться 𝑡𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑁 — общее число
измерений. Данную таблицу принято называть дискретным (норми-
рованным) планом эксперимента. Дж. Кифер обобщил это понятие,
что позволило существенно расширить класс исследуемых задач. Со-
гласно его идеи под непрерывным (приближенным) планом экспери-
мента понимается вероятностная мера

𝜉 =

(︂
𝑡1 . . . 𝑡𝑛
𝜔1 . . . 𝜔𝑛

)︂
, 𝑡𝑖 ∈ 𝜒, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

причем 𝑡𝑖 ̸= 𝑡𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝜔𝑖 ≥ 0,
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜔𝑖 = 1, 𝜔𝑖 — весовые коэффи-
циенты, а 𝑛, в данном случае, — число различных точек в плане. На
практике достаточно часто могут быть реализованы только дискрет-
ные планы, и непрерывный план приходиться заменять на близкий
ему дискретный. В этом случае в точке 𝑡𝑖 проводится, приблизитель-
но, 𝑁𝜔𝑖 измерений, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Методы округления чисел 𝑁𝜔𝑖 до
целых можно найти в работах [11], [2].

Обозначим за Ξ𝑛 множество непрерывных планов, сосредоточен-
ных в 𝑛 точках с ненулевыми коэффициентами.

Замечание 2.1. Множество Ξ𝑛 является выпуклым, т.е. для
∀𝜉1, 𝜉2 ∈ Ξ𝑛 верно, что 𝜉 = 𝛼𝜉1 + (1− 𝛼)𝜉2 ∈ Ξ𝑛, 𝛼 ∈ [0, 1].

Поясним, что в данном случае понимается под планом 𝜉. Пусть

𝜉1 =

(︂
𝑡1 𝑡2 . . . 𝑡𝑛
𝜔1 𝜔2 . . . 𝜔𝑛

)︂
, 𝜉2 =

(︂
𝑡1 𝑡2 . . . 𝑡𝑛̃︀𝜔1 ̃︀𝜔2 . . . ̃︀𝜔𝑛

)︂
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(если точки носителей планов 𝜉1 и 𝜉2 не совпадают, дополняем их
соответствующими точками с нулевыми весами). Тогда

𝜉 = 𝛼𝜉1 + (1− 𝛼)𝜉2 =

(︂
𝑡1 𝑡2 . . . 𝑡𝑛
𝜔1 𝜔2 . . . 𝜔𝑛

)︂
,

где 𝜔𝑖 = 𝛼𝜔𝑖 + (1− 𝛼)̃︀𝜔𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛
Под информационной матрицей приближенного (непрерывного)

плана мы будем понимать матрицу

𝑀(𝜉) =

∫︁
𝜒

𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡)𝜉(𝑑𝑡).

Пусть Ξ =
⋃︀∞

𝑛=1 Ξ𝑛 − множество всех непрерывных планов, а

ℳ = {𝑀 : 𝑀 = 𝑀(𝜉), 𝜉 ∈ Ξ}

есть множество всех информационных матриц. Основные свойства
информационных матриц даны в следующей теореме.

Теорема 2.1. Следующие утверждения верны:

(1) любая информационная матрица является неотрицательно
определенной;

(2) если 𝑛 < 𝑚+ 1, то det𝑀(𝜉) = 0 при 𝜉 ∈ Ξ𝑛;

(3) множество ℳ является выпуклым;

(4) при выполнении условий (а)—(е) множество ℳ, рассматри-
ваемое как множество векторов, состоящих из диагональных
и наддиагональных элементов матриц, является компактным
подмножеством 𝑅(𝑚+2)(𝑚+1)/2;
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(5) при выполнении условий (а)—(е) для любого плана 𝜉 ∈ Ξ най-

дется план ̃︀𝜉 ∈ Ξ𝑛, где 𝑛 ≤ (𝑚+ 2)(𝑚+ 1)/2 + 1, такой, что

𝑀(̃︀𝜉) = 𝑀(𝜉).

Доказательство. Докажем последовательно все пункты теоремы.
1. Пункт (1) непосредственно следует из определения неотрицатель-
но определенной матрицы. В самом деле, для любого вектора 𝑙 ∈ 𝑅𝑚

имеют место соотношения

𝑙𝑇𝑀(𝜉)𝑙 =

∫︁
𝜒

𝑙𝑇𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡)𝑙𝜉(𝑑𝑡) =

∫︁
𝜒

(𝑙𝑇𝑓(𝑡))2𝜉(𝑑𝑡) ≥ 0.

2. Для доказательства пункта (2) воспользуемся известным неравен-
ством rank(𝐴+𝐵) ≤ rank(𝐴) + rank(𝐵), в силу которого

rank(𝑀(𝜉)) ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

rank(𝑓(𝑥𝑖)𝑓
𝑇 (𝑥𝑖)),

а матрица 𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡) имеет единичный ранг, т.к.

𝑓(𝑡)𝑓(𝑡)𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
𝑓0(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑇

𝑓1(𝑡)𝑓(𝑡)
𝑇

...
𝑓𝑚(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑇

⎞⎟⎟⎠ ,

т.е., все строки матрицы 𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡) линейно зависимы от вектора
𝑓𝑇 (𝑡). Таким образом, rank(𝑀(𝜉)) ≤ 𝑛 и пункт (2) доказан.
3. Нам требуется показать, что для любых согласованных матриц
𝑀1,𝑀2 ∈ ℳ матрица 𝑀 = 𝛼𝑀1 + (1 − 𝛼)𝑀2 также принадлежит
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ℳ. По определению

𝛼𝑀1 + (1− 𝛼)𝑀2 = 𝛼

∫︁
𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡)𝜉1(𝑑𝑡) + (1− 𝛼)

∫︁
𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡)𝜉2(𝑑𝑡) =

=

∫︁
𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡)𝛼𝜉1(𝑑𝑡) + (1− 𝛼)𝜉2(𝑑𝑡) =

∫︁
𝑓(𝑡)𝑓𝑇 (𝑡)𝜉(𝑑𝑡)

и, согласно замечанию 2.1, 𝜉 ∈ Ξ𝑛. Из этого следует, что 𝑀 =
𝑀(𝜉) ∈ ℳ. Для доказательства пунктов (4) и (5) нам потребу-
ется несколько вспомогательных утверждений и понятий. В связи с
этим, доказательство приводится в отдельном разделе (см. лемму 2.3
и следствие 2.1).
Теорема доказана.

2

2.3. Теорема Каратеодори

В данном разделе мы будем рассматривать множество векторов в
конечномерном евклидовом пространстве 𝑅𝑘. Нам понадобятся сле-
дующие вспомогательные понятия.

Определение 2.1. Выпуклой комбинацией векторов 𝑣1 и 𝑣2 назы-
вается вектор 𝛼𝑣1 + (1− 𝛼)𝑣2, где 0 < 𝛼 < 1.

Определение 2.2. Множество называется выпуклым, если оно со-
держит выпуклую комбинацию любых двух своих векторов:

𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 ⇒ 𝛼𝑣1 + (1− 𝛼)𝑣2 ∈ 𝑉.

Определение 2.3. Выпуклой оболочкой множества 𝑉 называется
пересечение всех выпуклых множеств, содержащих это множество.
Обозначается conv𝑉 .
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Рассмотрим следующие множества:

̂︀𝑉𝑛 =

{︃
𝑣 ∈ 𝑅𝑘; 𝑣 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖, 𝛼𝑖 > 0,
∑︁

𝛼𝑖 = 1, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉

}︃
, ̂︀𝑉 =

∞⋃︁
𝑛=1

̂︀𝑉𝑛

Имеет место следующая лемма.

Лемма 2.1. Множество ̂︀𝑉 есть выпуклая оболочка множе-
ства 𝑉 , то есть ̂︀𝑉 = conv𝑉.

Доказательство. Разобьем доказательство на две части. Вначале
докажем, что ̂︀𝑉 ⊂ conv𝑉 , а потом докажем, что conv𝑉 ⊂ ̂︀𝑉 .
1. ̂︀V ⊂ convV. Доказательство будем проводить по методу матема-
тической индукции. Очевидно, что ̂︀𝑉1 ⊂ conv𝑉 . Пусть верно, что̂︀𝑉𝑛 ⊂ conv𝑉, докажем, что ̂︀𝑉𝑛+1 ⊂ conv𝑉 . Любой элемент 𝑣 ∈ ̂︀𝑉(𝑛+1)

имеет вид

𝑣 =
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖 + 𝛼𝑛+1𝑣𝑛+1.

Без потери общности можем считать, что 𝛼𝑛+1 > 0. Пусть 𝛼 = 1 −
𝛼𝑛+1 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖. Рассмотрим вектора

𝑣1 = 𝑣𝑛+1, 𝑣2 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖

𝑣𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼′
𝑖𝑣𝑖,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼′
𝑖 = 1.

Тогда 𝑣1 ∈ 𝑉 ⊂ conv𝑉 и 𝑣2 ∈ ̂︀𝑉𝑛 ⊂ conv𝑉 (по индукционному
предположению). И, так как множество conv𝑉 выпукло, (1−𝛼)𝑣1 +
𝛼𝑣2 ∈ conv𝑉 . Таким образом, по методу математической индукции
мы доказали, что ̂︀𝑉 ⊂ conv𝑉 . Докажем теперь, что conv𝑉 ⊂ ̂︀𝑉 .
2. convV ⊂ ̂︀V. Очевидно, что 𝑉 ⊂ ̂︀𝑉 (т.к. ̂︀𝑉1 = 𝑉 ). Кроме того,

несложно заметить, что множество ̂︀𝑉 — выпуклое. Действительно,
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пусть ̂︀𝑣1, ̂︀𝑣2 ∈ ̂︀𝑉 , для определенности ̂︀𝑣1 =∑︀𝑛1

𝑖=1 𝛼𝑖𝑣𝑖, ̂︀𝑣2 =∑︀𝑛2

𝑖=1 𝛼
′
𝑖𝑣

′
𝑖.

Тогда 𝑣 = 𝛼̂︀𝑣1 + (1− 𝛼)̂︀𝑣2 ∈ ̂︀𝑉 . В самом деле,

𝑣 = 𝛼

𝑛1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖 + (1− 𝛼)

𝑛2∑︁
𝑖=1

𝛼′
𝑖𝑣

′
𝑖 =

𝑛1+𝑛2∑︁
𝑖=1

̃︀𝛼𝑖̃︀𝑣𝑖,
где ̃︀𝑣𝑖 = 𝑣𝑖, ̃︀𝛼𝑖 = 𝛼𝛼𝑖, 𝑖 ≤ 𝑛1 и ̃︀𝑣𝑖 = 𝑣′𝑖−𝑛1

, ̃︀𝛼𝑖 = (1− 𝛼)𝛼′
𝑖−𝑛1

, 𝑖 > 𝑛1.

Кроме того, очевидно, что
∑︀𝑛1+𝑛2

𝑖=1 ̃︀𝛼𝑖 = 1 и ̃︀𝛼𝑖 ≥ 0. В силу того, что
по определению conv𝑉 содержится в любом выпуклом множестве,
содержащем 𝑉 , имеем conv𝑉 ⊂ ̂︀𝑉 .
Лемма доказана.

2

Лемма 2.2. Пусть имеется набор векторов 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘+2 ∈ 𝑅𝑘.
Тогда существуют такие числа 𝛽1, . . . , 𝛽𝑘+2, что

𝑘+2∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝑣𝑖 = 0,
𝑘+2∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖 = 0,

причем не все 𝛽𝑖 равны 0.

Доказательство. Рассмотрим векторы 𝑣𝑖 = (𝑣𝑇𝑖 , 1)
𝑇 . Это есть век-

торы в 𝑘+1-мерном пространстве, и так как в 𝑘+1-мерном простран-
стве существует не более, чем 𝑘 + 1 линейнонезависимых векторов,
существуют не равные одновременно нулю числа 𝛽1 . . . , 𝛽𝑘+2 такие,
что

𝑘+2∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝑣𝑖 = 0,

из чего следует утверждение леммы.
Лемма доказана.

2

Теперь сформулируем и докажем теорему Каратеодори.
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Теорема 2.2 (Каратеодори). Любой элемент выпуклой обо-
лочки conv𝑉 произвольного компактного множества 𝑉 в 𝑘-мерном
евклидовом пространстве представим в виде выпуклой комбинации
с положительными коэффициентами не более, чем 𝑘+1 элементов
множества 𝑉 .

Доказательство. Пусть 𝑣 ∈ conv𝑉 — произвольный элемент. В
силу леммы 2.1 всякий элемент множества conv𝑉 представим в ви-
де выпуклой комбинации точек множества 𝑉. Если 𝑣 представима в
виде 𝑣 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑣𝑖, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉, 𝛼𝑖 > 0,

∑︀
𝑖 𝛼𝑖 = 1, 𝑛 < 𝑘 + 2, то доказы-

вать нечего. Предположим теперь, что 𝑛 ≥ 𝑘 + 2. В силу леммы 2.2
существуют такие не равные одновременно нулю числа 𝛽𝑖,

∑︀
𝛽𝑖 = 0,

что

𝑘+2∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝑣𝑖 = 0.

Обозначим за 𝑖0 = arg(min𝑖{𝛼𝑖/𝛽𝑖 : 𝛽𝑖 > 0}) и 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖−𝛼𝑖0𝛽𝑖/𝛽𝑖0, 𝑖 ≤
𝑘 + 2, 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 > 𝑘 + 2. Тогда, очевидно, что 𝑣 представима в виде

𝑣 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖,
∑︁
𝑖

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 ≥ 0,

причем по крайней мере одно из 𝛼𝑖 обращается в 0 (при 𝑖 = 𝑖0). Та-
ким образом, нам удалось уменьшить число ненулевых компонент в
выпуклой комбинации как минимум на 1. Продолжая данную про-
цедуру, получаем

𝑣 =
𝑘+1∑︁
𝑖=1

̃︀𝛼𝑖𝑣𝑖,
∑︁
𝑖

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 ≥ 0,

Теорема доказана.
2
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Чтобы мы могли применить эту теорему к множеству информацион-
ных матриц, нам потребуется еще один вспомогательный результат.
Пусть

̃︀𝑉 =

{︂̃︀𝑣 : ̃︀𝑣 =

∫︁
𝑣(𝑥)𝜉(𝑑𝑥), 𝑣 ∈ 𝑉

}︂
,

где 𝜉 — произвольная вероятностная мера на (𝑋,ℬ), ℬ — 𝜎-алгебра
подмножеств множества 𝑋. Множество 𝑉 = 𝑉 (𝑥) есть множество
непрерывных вектор-функций на 𝑋.

Лемма 2.3. Если множество 𝑋 компактно, то ̃︀𝑉 совпадает с
выпуклой оболочкой множества 𝑉 . То есть ̃︀𝑉=conv𝑉 .
Доказательство. Отметим, что в силу непрерывности функций
𝑣(𝑥) ∈ 𝑉 и компактности 𝑋 множество conv𝑉 является компакт-

ным. Как и в лемме 2.1, легко убедиться, что conv𝑉 ⊂ ̃︀𝑉 (т.к. ̃︀𝑉
выпуклое и содержит 𝑉 ). Предположим, что ̃︀𝑉 ̸= conv𝑉 , тогда су-
ществует план 𝜉* :

𝑣* =

∫︁
𝑣𝜉*(𝑑𝑣), 𝑣* * conv𝑉.

Воспользуемся теоремой отделимости, согласно которой между точ-
кой 𝑣* и компактным множеством conv𝑉 можно провести плоскость
так, чтобы множество conv𝑉 и точка 𝑣* принадлежали разным по-
лупространствам, порождаемым этой плоскостью. Другими слова-
ми, это означает, что для любой точки множества conv𝑉 существует
вектор 𝛼 такой, что

𝛼𝑇𝑣 =
∑︁

𝛼𝑖𝑣𝑖 ≤ 𝐶 < 𝛼𝑇𝑣* =
∑︁

𝛼𝑖𝑣
*
𝑖 .

С другой стороны, проинтегрировав левую часть неравенства, имеем

𝛼𝑇𝑣* =

∫︁
𝛼𝑇𝑣𝜉*(𝑑𝑣) ≤

∫︁
𝐶𝜉*(𝑑𝑣) = 𝐶.
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Полученное противоречие завершает доказательство леммы.
Лемма доказана.

2

Из данной леммы и теоремы 2.2 непосредственно вытекает следую-
щий результат (пункт (5) теоремы 2.1).

Следствие 2.1. Если выполнены условия (а)—(е), то информаци-
онная матрица любого плана 𝜉 может быть представлена в ви-
де выпуклой комбинации не более чем (𝑚 + 1)(𝑚 + 2)/2 + 1 точек
𝑓(𝑥𝑖)𝑓

𝑇 (𝑥𝑖). То есть,

𝑀(𝜉) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖𝑓(𝑥𝑖)𝑓
𝑇 (𝑥𝑖), 𝜔𝑖 ≥ 0,

∑︁
𝜔𝑖 = 1,

где 𝑛 ≤ (𝑚+ 1)(𝑚+ 2)/2 + 1.

Замечание 2.2. В силу того, что информационная матрица сим-
метрична, она определяется своими (𝑚 + 1)(𝑚 + 2)/2 элемента-
ми. Другими словами, ей можно сопоставить вектор размерности
(𝑚+ 1)(𝑚+ 2)/2.

Замечание 2.3. Мы получили следующий важный результат.
Непрерывные планы с требуемыми свойствами оптимальности мож-
но строить на множестве планов вида

𝜉 =

(︂
𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛
𝜔1 𝜔2 · · · 𝜔𝑛

)︂
,

где 𝑛 ≤ (𝑚+ 1)(𝑚+ 2)/2 + 1.
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2.4. Критерии оптимальности

Планы, информационная матрица которых невырожденная, на-
зываются невырожденными планами.

Дисперсионной матрицей невырожденного плана мы будем назы-
вать матрицу

𝐷(𝜉) = 𝑀(𝜉)−1.

Как правило, не существует такого невырожденного плана 𝜉*, что

𝐷(𝜉*) ≤ 𝐷(𝜉)

для любого невырожденного плана 𝜉 ∈ Ξ. Поэтому в качестве кри-
териев оптимальности используются некоторые вогнутые функции,
заданные на множестве информационных матриц, или выпуклые
функции, заданные на множестве дисперсионных матриц, имеющие
строгий статистический смысл.

Рассмотрим ряд наиболее распространенных критериев.
D-критерий. Название этого критерия использует первую букву

слова determinant. Критерий 𝐷-оптимальности имеет вид

log det𝑀(𝜉) → sup
𝜉∈Ξ

или
log det𝐷(𝜉) → inf

𝜉∈Ξ
.

Этот критерий соответствует требованию минимизации объема до-
верительного эллипсоида, который имеет вид

{̃︀𝜃 : (̃︀𝜃 − ̂︀𝜃)𝑇𝐷̂︀𝜃(̃︀𝜃 − ̂︀𝜃) ≤ 𝛼},

где 𝛼 — некоторая постоянная, зависящая только от доверительного
уровня.
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L-критерий. Критерий 𝐿-оптимальности имеет вид

tr𝐿𝐷(𝜉) → inf
𝜉∈Ξн

,

где Ξн = {𝜉 ∈ Ξ : det𝑀(𝜉) ̸= 0}, а 𝐿 ∈ 𝑅(𝑑+1)×(𝑑+1) — фиксированная
неотрицательно определенная матрица.

Статистический смысл 𝐿-оптимального плана заключается в том,
что для него обобщенные квадратичные потери

𝐸(̂︀𝜃 − 𝜃)𝑇𝐿(̂︀𝜃 − 𝜃)

минимальны.
𝑒𝑘-критерий. Критерий 𝑒𝑘-оптимальности имеет вид

𝑒𝑇𝑘𝑀
−(𝜉)𝑒𝑘 → inf

𝜉∈Ξ𝑒𝑘

,

где 𝑒𝑘 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)𝑇 — 𝑘+1-й орт евклидова пространства
𝑅𝑑+1, а Ξ𝑒𝑘 = {𝜉 ∈ Ξ : 𝑒𝑇𝑘𝑀

−(𝜉)𝑀(𝜉) = 𝑒𝑇𝑘 }.
Статистический смысл этого критерия заключается в минимиза-

ции дисперсии (𝑀−(𝜉))𝑘𝑘 оценки параметра 𝜃𝑘.
𝐸-критерий. Критерий 𝐸-оптимальности имеет вид

𝜆min(𝑀(𝜉)) → sup
𝜉∈Ξн

или
𝜆max(𝐷(𝜉)) → inf

𝜉∈Ξн
.

Этот критерий означает минимизацию максимальной длины оси до-
верительного эллипсоида МНК-оценок параметров.

𝐺-критерий. Критерий 𝐺-оптимальности имеет вид

max
𝑡∈𝜒

𝑑(𝑡, 𝜉) → inf
𝜉∈Ξн

,
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где 𝑑(𝑡, 𝜉) = 𝑓𝑇 (𝑡)𝐷(𝜉)𝑓(𝑡).
Этот критерий означает минимизацию максимальной по 𝑡 дис-

персии поверхности отклика (функции регрессии).
Отметим, что все перечисленные критерии могут быть записаны

в виде
Ψ(𝑀−(𝜉)) → inf

𝜉

или
Φ(𝑀(𝜉)) → sup

𝜉
.

Причем функции Ψ и Φ удовлетворяют следующим свойствам:

(𝑎) монотонность: [Φ(𝑀(𝜉1)) ≤ Φ(𝑀(𝜉2)), если 𝑀(𝜉1) ≤ 𝑀(𝜉2)] ;

(𝑏) однородность: [Φ(𝜃𝑀(𝜉)) ≤ 𝛾(𝜃)Φ(𝑀(𝜉))] , где 𝛾(𝜃) — возраста-
ющая функция;

(𝑐) вогнутость: (для Ψ выпуклость)

Φ(𝑀((1− 𝛼)𝜉1 + 𝛼𝜉2)) ≥ (1− 𝛼)Φ(𝑀(𝜉1)) + 𝛼Φ(𝑀(𝜉2)).

Более полный список критериев можно найти в [2], [3], [38].

2.5. Теоремы эквивалентности

Важным инструментом для построения 𝐷-оптимальных планов
является следующая теорема.

Теорема 2.3 (Кифер—Вольфовиц). Если множество ин-
формационных матриц компактно, то следующие условия эквива-
лентны:

(a) план 𝜉* — 𝐷-оптимальный;
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(b) план 𝜉* — 𝐺-оптимальный;

(c) max𝑥∈𝜒 𝑑(𝑥, 𝜉
*) = 𝑚.

Причем, если план 𝜉* сосредоточен в конечном числе точек, то по-
следнее равенство достигается в точках 𝑥*𝑖 оптимального плана
𝜉*. Кроме того, информационные матрицы всех оптимальных пла-
нов совпадают.

Напомним, что 𝑑(𝑥, 𝜉) = 𝑓𝑇 (𝑥)𝐷(𝜉)𝑓(𝑥).

Для доказательства теоремы Кифера—Вольфовица, которая также
известна как теорема эквивалентности, нам потребуется несколько
вспомогательных утверждений.

Лемма 2.4. Пусть 𝐴 — произвольная положительно опреде-
ленная матрица размерности 𝑚 × 𝑚. Справедливо следующее ин-
тегральное представление для ее определителя:

(det𝐴)−1/2 =
1

𝜋𝑚/2

∫︁ ∞

−∞
. . .

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑥𝑇𝐴𝑥𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚

Доказательство. Будем использовать известное равенство, которое
доказывается в стандартном курсе математического анализа:∫︁ −∞

∞
𝑒−𝑧2𝑑𝑧 =

√
𝜋.

Пусть 𝐴 = Λ, Λ — диагональная матрица (на главной диагонали
ненулевые элементы 𝜆𝑖, остальные элементы равны нулю); тогда∫︁ ∞

−∞
. . .

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑥𝑇𝐴𝑥𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

∫︁ ∞

−∞
. . .

∫︁ ∞

−∞
𝑒−

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜆𝑖𝑥

2
𝑖𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 =

=
𝑚∏︁
𝑖=1

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝜆𝑖𝑥

2

𝑑𝑥 =
𝑚∏︁
𝑖=1

√︂
𝜋

𝜆𝑖
= 𝜋𝑚/2(det𝐴)−1/2.
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Если 𝐴 — произвольная положительно определенная матрица, то,
воспользовавшись теоремой о спектральном разложении, получаем

𝐴 = 𝑃 𝑇Λ𝑃, 𝑃 𝑇𝑃 = 𝐼, Λ — диагональная.

Введем замену переменных 𝑥 = 𝑃𝑦. Получаем

𝑥𝑇𝐴𝑥 = (𝑃𝑦)𝑇𝐴𝑃𝑦 = 𝑦𝑇Λ𝑦 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑦
2
𝑖 .

В силу того, что столбцы матрицы 𝑃 — ортонормированные векторы,
якобиан замены равен 1. И следовательно,∫︁ ∞

−∞
. . .

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑥𝑇𝐴𝑥𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 = 𝜋𝑚/2(det𝐴)−1/2.

Лемма доказана.
2

Лемма 2.5. Пусть 𝐴 и 𝐵 — произвольные положительно опре-
деленные матрицы размерности 𝑚 × 𝑚. Справедливо следующее
неравенство:

det(𝛼𝐴+ (1− 𝛼)𝐵) ≥ (det𝐴)𝛼 (det𝐵)1−𝛼 , (2.3)

причем равенство достигается, если и только если 𝐴 = 𝐵.

Доказательство. Доказательство неравенства (2.3) основано на ис-
пользовании неравенства Гельдера. Пусть 𝑝 > 1, 𝑞 = 𝑝/(𝑝 − 1),
𝑓 ∈ 𝐿𝑝, 𝑔 ∈ 𝐿𝑞 — функции 𝑛 переменных, 𝑥 ∈ 𝑋 ⊂ 𝑅𝑛; тогда∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤
(︂∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝑝
)︂1/𝑝(︂∫︁

𝑋

𝑔(𝑥)𝑞
)︂1/𝑞

,
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причем равенство достигается, если и только если

𝑓(𝑥)𝑝∫︀
𝑋 𝑓(𝑥)𝑝𝑑𝑥

=
𝑔(𝑥)𝑞∫︀

𝑋 𝑔(𝑥)𝑞𝑑𝑥
.

Положим 𝑝 = 1/𝛼, 𝑞 = 1/(1 − 𝛼), 𝑓(𝑥) = exp(−𝛼𝑥𝑇𝐴𝑥), 𝑔(𝑥) =
exp(−(1− 𝛼)𝑥𝑇𝐵𝑥). Получаем

𝜋𝑛/2√︀
det (𝛼𝐴+ (1− 𝛼)𝐵)

=

∫︁
. . .

∫︁
𝑒−𝑧𝑇 (𝛼𝐴+(1−𝛼)𝐵)𝑧𝑑𝑧 =

=

∫︁
𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)𝑑𝑧 ≤

(︂∫︁
𝑓 1/𝛼(𝑧)𝑑𝑧

)︂𝛼(︂∫︁
𝑔1/(1−𝛼)(𝑧)𝑑𝑧

)︂1−𝛼

=

=

(︃
𝜋𝑛/2√︀
det (𝐴)

)︃𝛼(︃
𝜋𝑛/2√︀
det (𝐵)

)︃1−𝛼

.

Отсюда следует, с учетом интегрального представления из леммы
2.4, что

det(𝛼𝐴+ (1− 𝛼)𝐵) ≥ (det𝐴)𝛼(det𝐵)1−𝛼,

причем равенство достигается, если и только если 𝐴 = 𝐵. Лемма
доказана.

2

Лемма 2.6. Функция 𝑓(𝐴) = ln det𝐴 является строго вогну-
той на классе положительно определенных матриц.

Доказательство. По определению достаточно доказать, что для
любого 0 < 𝛼 < 1 при 𝐴 ̸= 𝐵 должно быть выполнено неравенство

𝑓(𝛼𝐴+ (1− 𝛼)𝐵) > 𝛼𝑓(𝐴) + (1− 𝛼)𝑓(𝐵).

Прологарифмируем неравенство (2.3) из предыдущей леммы и полу-
чим то, что требуется доказать. Лемма доказана.

2
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Лемма 2.7. Для произвольной матрицы 𝐴 > 0 имеет место
следующая формула:

𝜕

𝜕𝛼
ln det𝐴(𝛼) = tr𝐴−1(𝛼)

𝜕

𝜕𝛼
𝐴(𝛼).

Доказательство. Применяя формулу для вычисления производной
логарифма функции, получаем

𝜕

𝜕𝛼
ln det𝐴(𝛼) =

1

det𝐴(𝛼)

𝜕

𝜕𝛼
det𝐴(𝛼).

Заметим, что

det𝐴 =
𝑚∑︁
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗,

где 𝐴𝑖𝑗 — алгебраические дополнения, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. В силу того, что
𝐴𝑖𝑗 не зависят от элементов 𝑎𝑖𝑗, имеет место равенство

𝜕 det𝐴

𝜕𝑎𝑖𝑗
= (−1)𝑖+𝑗𝐴𝑖𝑗.

Обозначим за 𝑎𝑖𝑗 элементы матрицы 𝐴−1. Воспользовавшись извест-
ной формулой 𝑎𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝐴𝑗𝑖/ det𝐴, получаем

𝜕

𝜕𝛼
ln det𝐴(𝛼) =

1

det𝐴(𝛼)

𝜕

𝜕𝛼
det𝐴(𝛼) =

1

det𝐴

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕 det𝐴

𝜕𝑎𝑖𝑗

𝜕𝑎𝑖𝑗(𝛼)

𝜕𝛼
=

=
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗𝐴𝑖𝑗

det𝐴⏟  ⏞  
𝑎𝑗𝑖

𝜕𝑎𝑖𝑗(𝛼)

𝜕𝛼
= tr𝐴−1𝜕𝐴

𝜕𝛼
.

Лемма доказана.
2
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Лемма 2.8. Для любого невырожденного плана 𝜉 имеет место
неравенство sup𝑥 𝑑(𝑥, 𝜉) ≥ 𝑚.

Доказательство. Прямое вычисление дает

sup
𝑥

𝑑(𝑥, 𝜉) ≥
∫︁

𝑑(𝑥, 𝜉)𝜉(𝑑𝑥) =

∫︁
𝑓𝑇 (𝑥)𝑀−1(𝜉)𝑓(𝑥)𝜉(𝑑𝑥) =

= tr𝑀−1(𝜉)

∫︁
𝑓(𝑥)𝑓𝑇 (𝑥)𝜉(𝑑𝑥) = tr𝑀−1(𝜉)𝑀(𝜉) = tr𝐼𝑚 = 𝑚.

Лемма доказана.
2

Теперь докажем теорему 2.3.
Доказательство теоремы 2.3. Схема доказательства будет следу-
ющей: (𝑎) ⇒ (𝑐) ⇒ (𝑏) ⇒ (𝑎).
1. (a) ⇒ (c). Пусть 𝜉𝐷 — 𝐷-оптимальный план. Рассмотрим план
𝜉𝛼 = (1 − 𝛼)𝜉𝐷 + 𝛼𝜉𝑥, где 𝜉𝑥 = {𝑥, 1} — план, сосредоточенный в
точке 𝑥, 0 < 𝛼 < 1. В силу 𝐷-оптимальности плана 𝜉𝐷 имеет место
следующее неравенство:

ln det𝑀(𝜉𝛼) ≤ ln det𝑀(𝜉𝐷) ⇔
ln det𝑀(𝜉𝛼)− ln det𝑀(𝜉𝐷)

𝛼
≤ 0.

Переходя к пределу при 𝛼 → 0+, получаем

𝜕

𝜕𝛼
ln det𝑀(𝜉𝛼) |𝛼=0+= tr𝑀−1(𝜉𝛼)

𝜕𝑀(𝜉𝛼)

𝜕𝛼
|𝛼=0+=

= tr𝑀−1(𝜉𝛼)
𝜕(1− 𝛼)𝑀(𝜉𝐷) + 𝛼𝑀(𝜉𝑥)

𝜕𝛼
|𝛼=0+=

= tr𝑀−1(𝜉𝐷)(𝑓(𝑥)𝑓
𝑇 (𝑥)−𝑀(𝜉𝐷)) = 𝑑(𝑥, 𝜉𝐷)−𝑚 ≤ 0,

т.е. мы получили, что 𝑑(𝑥, 𝜉𝐷) ≤ 𝑚 для ∀𝑥, и следовательно,
sup𝑥 𝑑(𝑥, 𝜉𝐷) = 𝑚.
2. (c) ⇒ (b). Пусть для плана 𝜉* выполнено sup𝑥 𝑑(𝑥, 𝜉

*) = 𝑚, тогда
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по лемме 2.8 план 𝜉* — 𝐺-оптимальный.
3. (b) ⇒ (a). Доказательство будем проводить от противного. Пред-
положим, что существует 𝐺-оптимальный план, который не являет-
ся 𝐷-оптимальным. Обозначим этот план через 𝜉*. Пусть план 𝜉𝐷 —
некоторый 𝐷-оптимальный план. Для плана 𝜉𝛼 = (1− 𝛼)𝜉* + 𝛼𝜉𝐷 в
силу леммы 2.6 имеем

ln det𝑀(𝜉𝛼) ≥ (1− 𝛼) ln det𝑀(𝜉*) + 𝛼 ln det𝑀(𝜉𝐷).

Вычитая из обеих частей ln det𝑀(𝜉*), получаем

ln det𝑀(𝜉𝛼)− ln det𝑀(𝜉*) ≥ 𝛼 (ln det𝑀(𝜉𝐷)− ln det𝑀(𝜉*)) > 0,

так как план 𝜉* не является 𝐷-оптимальным. Из полученного нера-
венства следует, что

ln det𝑀(𝜉𝛼)− ln det𝑀(𝜉*)

𝛼
> 0,

и значит,

𝜕

𝜕𝛼
ln det𝑀(𝜉𝛼) |𝛼=0+= tr𝑀−1(𝜉*)𝑀(𝜉𝐷)−𝑚 > 0,

т.е. мы получили, что tr𝑀−1(𝜉*)𝑀(𝜉𝐷) > 𝑚. С другой стороны, так
как план 𝜉* — 𝐺-оптимальный, имеет место неравенство

𝑓𝑇 (𝑥)𝑀−1(𝜉*)𝑓(𝑥) ≤ 𝑚 ∀𝑥,

но это, в свою очередь, означает, что

tr𝑀−1(𝜉*)𝑀(𝜉𝐷) =

∫︁
𝑓𝑇 (𝑥)𝑀−1(𝜉*)𝑓(𝑥)𝜉𝐷(𝑑𝑥) ≤ 𝑚.

Получили противоречие. Следовательно, 𝐺-оптимальный план 𝜉*

также является 𝐷-оптимальным. Таким образом, мы доказали эк-
вивалентность трех условий (𝑎), (𝑏), (𝑐). То, что максимум функции
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𝑑(𝑥, 𝜉) достигается в точках оптимального плана (если план сосре-
доточен в конечном числе точек), следует из леммы 2.8 (для плана
𝜉 = 𝜉* неравенство в лемме превращается в равенство). То, что ин-
формационные матрицы всех оптимальных планов совпадают, сле-
дует из леммы 2.6 и замечания 2.1 для непрерывных планов.
Теорема доказана.

2

Рассмотрим пример, иллюстрирующий, как теорему 2.3 можно ис-
пользовать для проверки 𝐷-оптимальности плана.

Пример 2.1. Пусть вектор регрессионных функций имеет вид
𝑓(𝑥) = (1, 𝑥, 𝑥2)𝑇 . В качестве множества планирования рассмот-
рим интервал 𝜒 = [−1, 1]. Предположим, мы хотим проверить на
𝐷-оптимальность следующий план:

𝜉* =

(︂
𝑥1 𝑥2 𝑥3
𝜔1 𝜔2 𝜔3

)︂
=

(︂
−1 0 1
1
3

1
3

1
3

)︂
.

Найдем информационную матрицу этого плана и обратную к ней:

𝑀(𝜉*) =
3∑︁

𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖)𝑓
𝑇 (𝑥𝑖)𝜔𝑖 =

⎛⎝ 1 0 2/3
0 2/3 0
2/3 0 2/3

⎞⎠ ,

𝑀−1(𝜉*) = 𝐷(𝜉*) =

⎛⎝ 3 0 −3
0 3/2 0
−3 0 9/2

⎞⎠ .

Для проверки 𝐷-оптимальности плана 𝜉* согласно теореме 2.3 до-
статочно убедиться, что функция 𝑑(𝑥, 𝜉*) = 𝑓(𝑥)𝐷(𝜉*)𝑓𝑇 (𝑥) не пре-
восходит значение 𝑚 = 3 для любых 𝑥 ∈ 𝜒 = [−1, 1]:

𝑑(𝑥, 𝜉*) =
(︀
1 𝑥 𝑥2

)︀⎛⎝ 3 0 −3
0 1.5 0
−3 0 4.5

⎞⎠⎛⎝ 1
𝑥
𝑥2

⎞⎠ = 3 +
9

2
𝑥2(𝑥2 − 1).
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Заметим, что второе слагаемое неположительно. Поэтому максимум
нашей функции на интервале 𝑥 ∈ [−1, 1] равен 3 и достигается в точ-
ках {−1}, {0}, {1}. Согласно теореме эквивалентности это означает,
что план 𝜉* — 𝐷-оптимальный.

Замечание 2.4. Отметим, что для дискретных планов (2.2)
утверждение теоремы, вообще говоря, не верно. То есть дискретные
𝐷-оптимальные планы могут отличаться от 𝐺-оптимальных.

Рассмотрим следующий пример.

Пример 2.2. Пусть вектор регрессионных функций имеет вид

𝑓(𝑥) =

(︂
1
𝑥

)︂
.

В качестве множества планирования рассмотрим интервал 𝜒 =
[−1, 1]. Предположим, что имеется возможность провести 3 измере-
ния (𝑁=3). Таким образом, 𝐷-оптимальный план мы ищем в классе
планов

𝜉* =

(︂
𝑥1 𝑥2 𝑥3
1
3

1
3

1
3

)︂
,

причем по крайней мере две точки из трех различны (в противном
случае, план будет вырожденным по теореме 2.1). Запишем инфор-
мационную матрицу этого плана:

𝑀(𝜉*) =
3∑︁

𝑖=1

1

3
𝑓(𝑥𝑖)𝑓

𝑇 (𝑥𝑖) =

(︂
1 𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
𝑥2
1+𝑥2

2+𝑥2
3

3

)︂
.

Найдем определитель этой матрицы:

det(𝑀(𝜉*)) =
2

9
(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 − 𝑥1𝑥2 − 𝑥2𝑥3 − 𝑥1𝑥3) =

=
1

9
((𝑥1 − 𝑥2)

2 + (𝑥1 − 𝑥3)
2 + (𝑥2 − 𝑥3)

2).

75



Без ограничения общности можно положить 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3. Анализ
производной функции по 𝑥1 и 𝑥3 показывает, что ее максимум по 𝑥1
достигается при 𝑥1 = −1, а по 𝑥3 — при 𝑥3 = 1. Подставляя эти
значения, получаем квадратичную функцию 𝑥2, которая достигает
максимума при 𝑥2 = −1 и 𝑥2 = 1. Таким образом, имеется два экви-
валентных 𝐷-оптимальных плана

𝜉*1 =

(︂
−1 1
2
3

1
3

)︂
, 𝜉*2 =

(︂
−1 1
1
3

2
3

)︂
,

причем det(𝑀(𝜉*1)) = det(𝑀(𝜉*2)) = 8/9. Прямыми вычислениями
получаем

𝑀(𝜉*1) =

(︂
1 −1/3

−1/3 1

)︂
, 𝐷(𝜉*1) =

(︂
9/8 3/8
3/8 9/8

)︂
и

𝑑(𝑥, 𝜉*1) = 𝑓𝑇 (𝑥)𝐷(𝜉*1)𝑓(𝑥) =
1

8
(3𝑥+ 1)2 + 1.

Анализ этой квадратичной функции показывает, что

max
𝑥∈[−1,1]

𝑑(𝑥, 𝜉*1) = 3;

аналогично получаем, что

max
𝑥∈[−1,1]

𝑑(𝑥, 𝜉*2) = max
𝑥∈[−1,1]

1

8
(3𝑥− 1)2 + 1 = 3.

С другой стороны, для плана

𝜉 =

(︂
−1 0 1
1
3

1
3

1
3

)︂
имеем

𝑀(𝜉) =

(︂
1 0
0 2/3

)︂
, 𝐷(𝜉) =

(︂
1 0
0 3/2

)︂
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и 𝑑(𝑥, 𝜉) = 1 + 3/2𝑥2, причем

max
𝑥∈[−1,1]

𝑑(𝑥, 𝜉) = 2.5 < 3.

Следовательно, 𝐷-оптимальные планы 𝜉*1 , 𝜉*2 не являются 𝐺-
оптимальными.

Существует несколько разновидностей теоремы эквивалентности
для разных критериев оптимальности. Мы приведем некоторые из
них без доказательств.
Теорема эквивалентности для 𝐸-критерия. Класс всех неот-
рицательно определенных матриц 𝐴 таких, что tr𝐴 = 1 обозначим
за 𝒜.

Теорема 2.4. Для модели (2.1) план 𝜉* ∈ Ξ𝑛 является 𝐸-
оптимальным тогда и только тогда, когда существует матрица
𝐴* ∈ 𝒜 такая, что для всех 𝑥 ∈ 𝜒

𝑓𝑇 (𝑥)𝐴*𝑓(𝑥) ≤ 𝜆min(𝑀(𝜉*)).

Кроме того,

min
𝐴∈𝒜

max
𝑥∈𝜒

𝑓𝑇 (𝑥)𝐴𝑓(𝑥) = max
𝜉

𝜆min(𝑀(𝜉)),

𝑓𝑇 (𝑥*𝑖 )𝐴
*𝑓(𝑥*𝑖 ) = 𝜆min(𝑀(𝜉*)),

где 𝑥*𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 — опорные точки 𝐸-оптимального плана.

Доказательство и примеры использования этой теоремы можно най-
ти в [6].

Теорема эквивалентности для 𝐿-критерия. Для матрицы 𝐿 =∑︀𝑘
𝑖=1 𝑙𝑖𝑙

𝑇
𝑖 с заданными векторами 𝑙𝑖 ∈ 𝑅𝑚 определим множество Ξ𝐿

как множество всех непрерывных планов, для которых линейные
комбинации параметров 𝑙𝑇𝑖 𝜃, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, оцениваемы.
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Определение 2.4. Для произвольной квадратной вырожденной
матрицы 𝐴 обратной матрицей Мура будем называть матрицу 𝐴+,
удовлетворяющую условиям

(𝑎) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴, (𝑏) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+,
(𝑐) (𝐴𝐴+)𝑇 = 𝐴𝐴+, (𝑑) (𝐴+𝐴)𝑇 = 𝐴+𝐴.

Определение 2.5. Будем говорить, что непрерывный план 𝜂 при-
надлежит классу Ξ*

𝐿, если 𝜂 ∈ Ξ𝐿 и для любого непрерывного плана
𝜉 существует предел

lim
𝛼→0

𝑓𝑇 (𝑡)𝑀+(𝜉𝛼)𝐿𝑀
+(𝜉𝛼)𝑓(𝑡) = 𝑓𝑇 (𝑡)𝑀+(𝜂)𝐿𝑀+(𝜂)𝑓(𝑡),

где 𝜉𝛼 = (1− 𝛼)𝜂 + 𝛼𝜉, 𝛼 ∈ [0, 1].

Определение 2.6. Вырожденный план 𝜉* ∈ Ξ*
𝐿 будем называть L-

оптимальным, если

𝜉* = arg min
𝜉∈Ξ*

𝐿

𝑡𝑟𝐿𝑀+(𝜉),

где 𝐿 — фиксированная, неотрицательно определенная матрица.
Имеет место следующая теорема, которая является модификаци-

ей известного результата для невырожденных планов (см. [3], теоре-
ма 2.4, стр. 112 ).

Теорема 2.5. Рассмотрим уравнение регрессии (2.1). Пусть

матрица 𝐿 имеет вид 𝐿 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑙𝑖𝑙
𝑇
𝑖 с заданными векторами 𝑙𝑖 ∈

𝑅𝑚. Предположим, что существует оптимальный план 𝜉* ∈ Ξ*
𝐿.

Тогда
1) план 𝜉 принадлежит классу Ξ𝐿, если и только если для всех

векторов 𝑙𝑖 выполнено

𝑙𝑇𝑖 𝑀
−(𝜉)𝑀(𝜉) = 𝑙𝑇𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

78



2) план 𝜉* ∈ Ξ*
𝐿 является L-оптимальным, если и только если

выполнено

𝑎) max
𝑡∈𝜒

𝜙(𝑡, 𝜉*) = 𝑡𝑟𝐿𝑀+(𝜉*),

где 𝜙(𝑡, 𝜉) = 𝑓𝑇 (𝑡)𝑀+(𝜉)𝐿𝑀+(𝜉)𝑓(𝑡),

при этом в точках 𝑡𝑖 ∈ supp(𝜉*) имеет место равенство

𝑏) 𝜙(𝑡𝑖, 𝜉
*) = 𝑡𝑟𝐿𝑀+(𝜉*).

Доказательство этой теоремы можно найти в [27].

Теорема эквивалентности для 𝑒𝑘-критерия. Для 𝑒𝑘-критерия
справедлива следующая теорема эквивалентности.

Теорема 2.6. Обозначим за 𝑓𝑘(𝑡) вектор, полученный удалени-
ем компоненты 𝑓𝑘(𝑡) из вектора 𝑓(𝑡) = (𝑓1(𝑡), . . .,𝑓𝑚(𝑡))

𝑇 , 𝑘 =
1, . . . ,𝑚. План 𝜉* оптимален для оценивания параметра 𝜃𝑘 в моде-
ли (2.1) (в предположениях (𝑎)—(𝑒)) тогда и только тогда, когда
∃ℎ > 0, ℎ ∈ 𝑅 и вектор 𝑞 ∈ 𝑅𝑚−1 такой, что функция

𝜙(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡)− 𝑞𝑇𝑓𝑘(𝑡)

удовлетворяет следующим условиям:

1) ℎ𝜙2(𝑡) ≤ 1 для любых 𝑡 ∈ 𝜒;

2) supp(𝜉*) ⊂ {𝑡 ∈ 𝜒 |ℎ𝜙2(𝑡) = 1};

3)
∫︀
𝜒 𝜙(𝑡)𝑓𝑘(𝑡) 𝜉

*(𝑑𝑡) = 0 ∈ 𝑅𝑚−1.

Кроме того, в этом случае ℎ = 𝑒𝑇𝑘𝑀
−(𝜉)𝑒𝑘 и функция 𝜙 называется

экстремальным полиномом.

Доказательство теоремы можно найти в [24]
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2.6. Применение теорем эквивалентности

В данном параграфе, мы рассмотрим несколько конкретных за-
дач построения оптимальных планов на примере тригонометриче-
ской и полиномиальной моделей. Эти модели представляют значи-
тельный теоретический и практический интерес в связи с их универ-
сальностью. Теоремы эквивалентности, рассмотренные нами ранее,
являются полезными инструментами для решения подобных задач.
С их помощью, в ряде случаев, удается найти оптимальные пла-
ны в явном виде. Начнем с 𝐷-критерия оптимальности и теоремы
Кифера—Вольфовица.

2.6.1. Полиномиальная модель

Рассмотрим полиномиальную регрессионную модель

𝑦𝑗 = 𝜃𝑇𝑓(𝑥) + 𝜖𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (2.4)

со стандартными предположениями об ошибках 𝜖𝑗 и вектором ре-
грессионных функций

𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑚(𝑥))
𝑇 = (1, 𝑥, . . . , 𝑥𝑚−1)𝑇 .

Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.7. Для полиномиальной регрессии (2.4) на отрезке
[−1, 1] непрерывный 𝐷-оптимальный план существует, единстве-
нен и сосредоточен с равными весами в 𝑚 точках, которые явля-
ются корнями (𝑥2 − 1)𝑃 ′

𝑚−1(𝑥), где 𝑃𝑚−1(𝑥) — полином Лежандра
порядка 𝑚− 1.

Доказательство. Существование 𝐷-оптимального плана вытека-
ет из непрерывности регрессионных функций и компактности мно-
жества информационных матриц. Для доказательства остальных
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утверждений воспользуемся теоремой Кифера—Вольфовица. Со-
гласно этой теореме для 𝐷-оптимального плана 𝜉*

max
𝑥

𝑑(𝑥, 𝜉*) = max
𝑥

𝑓𝑇 (𝑥)𝐷(𝜉*)𝑓(𝑥) = max
𝑥

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑑𝑖,𝑗(𝜉
*)𝑥𝑖+𝑗−2 = 𝑚,

где 𝑑𝑖,𝑗(𝜉
*)— элементы матрицы𝐷(𝜉*).Из этого представления выте-

кает, что функция 𝑑(𝑥, 𝜉*) является полиномом степени 2𝑚−2 (в си-
лу положительной определнности матрицы 𝐷(𝜉*), ее диагональные
элементы положительны, в частности, 𝑑𝑚,𝑚 > 0), и значит, у этой
функции может быть не больше, чем 𝑚 точек локального максиму-
ма, включая концы отрезка [−1, 1]. По теореме Кифера—Вольфовица
максимум достигается в точках оптимального плана. С другой сто-
роны, число точек оптимального плана не может быть меньше 𝑚. В
противном случае оптимальный план будет вырожденным. Следова-
тельно, план 𝜉* имеет вид

𝜉* =

(︂
𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚−1 𝑥𝑚
𝜔1 𝜔2 . . . 𝜔𝑚−1 𝜔𝑚

)︂
,

где − 1 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑚−1 < 𝑥𝑚 = 1.

Информационную матрицу плана 𝜉* мы можем записать в виде про-
изведения трех матриц

𝑀(𝜉*) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖)𝑓
𝑇 (𝑥𝑖)𝜔𝑖 =

=

⎛⎜⎜⎝
1 . . . 1
𝑥1 . . . 𝑥𝑚
...

...
𝑥𝑚−1
1 . . . 𝑥𝑚−1

𝑚

⎞⎟⎟⎠
⏟  ⏞  

𝐹

⎛⎜⎜⎝
𝜔1 0 . . . 0
0 𝜔2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 𝜔𝑚

⎞⎟⎟⎠
⏟  ⏞  

𝑊

⎛⎜⎜⎝
1 𝑥1 . . . 𝑥𝑚−1

1

1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚−1
2

...
...

...
1 𝑥𝑚 . . . 𝑥𝑚−1

𝑚

⎞⎟⎟⎠
⏟  ⏞  

𝐹𝑇

.
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Из этого следует, что

det(𝑀(𝜉*)) = det(𝐹𝑊𝐹 𝑇 ) = det(𝐹 𝑇 )2
𝑚∏︁
𝑖=1

𝜔𝑖.

Определитель det(𝐹 𝑇 ) называется определителем Вандермонда и
вычисляется рекурсивно. Обозначим за △𝑚−1 = det(𝐹 𝑇 ) определи-
тель порядка 𝑚. Тогда

△𝑚−1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 0 . . . 0
1 𝑥2 − 𝑥1 . . . 𝑥𝑚−1

2 − 𝑥𝑚−2
2 𝑥1

...
...

...
1 𝑥𝑚 − 𝑥1 . . . 𝑥𝑚−1

𝑚 − 𝑥𝑚−2
𝑚 𝑥1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝑚∏︁

𝑖=2

(𝑥𝑖 − 𝑥1)△𝑚−2.

Таким образом, получаем

△𝑚−1 =
∏︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑚

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).

Найдем 𝑥𝑖-е, доставляющие максимальное значение этой функции.
Продифференцируем по 𝑥𝑖, 𝑖 = 2, . . . ,𝑚 − 1, и получим систему
уравнений

𝜕△𝑚−1

𝜕𝑥𝑖
= 0 ⇔

⇔ 1

𝑥𝑖 − 𝑥1
+ . . .+

1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
+

1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1
+ . . .+

1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑚
= 0.

Рассмотрим функцию 𝜙(𝑥) = (𝑥 − 𝑥2) . . . (𝑥 − 𝑥𝑚−1). Нашу систему
можно переписать следующим образом:

1

𝑥𝑖 + 1
+

1

𝑥𝑖 − 1
+

𝜙
′′
(𝑥𝑖)

2𝜙′(𝑥𝑖)
= 0, 𝑖 = 2, . . . ,𝑚− 1 ⇔

(𝑥2𝑖 − 1)𝜙
′′
(𝑥𝑖) + 4𝑥𝑖𝜙

′
(𝑥𝑖) = 0, 𝑖 = 2, . . . ,𝑚− 1

82



Данный многочлен имеет ту же степень и те же корни, что и много-
член 𝜙(𝑥), следовательно,

(𝑥2 − 1)𝜙
′′
(𝑥) + 4𝑥𝜙

′
(𝑥) = const𝜙(𝑥).

Приравнивая коэффициенты при 𝑥𝑚−2, находим const = 𝑚(𝑚−1)−2
и получаем дифференциальное уравнение

(𝑥2 − 1)𝜙
′′
(𝑥) + 4𝑥𝜙

′
(𝑥)− (𝑚(𝑚− 1)− 2)𝜙(𝑥) = 0. (2.5)

Рассмотрим уравнение

(𝑥2 − 1)𝑃
′′
(𝑥) + 2𝑥𝑃

′
(𝑥)−𝑚(𝑚− 1)𝑃 (𝑥) = 0,

где 𝑃 (𝑥) — многочлен степени 𝑚−1. Из теории ортогональных мно-
гочленов известно (см. [10]), что единственным, с точностью до по-
стоянного множителя, решением этого уравнения является полином
Лежандра 𝑚− 1-го порядка:

𝑃𝑚−1(𝑥) =
1

2𝑚−1(𝑚− 1)!

𝜕𝑚−1

𝜕𝑥𝑚−1
(𝑥2 − 1)𝑚−1.

Очевидно, что 𝑃𝑚−1 также является решением уравнения

((𝑥2 − 1)𝑃
′′
(𝑥) + 2𝑥𝑃

′
(𝑥)−𝑚(𝑚− 1)𝑃 (𝑥))

′
= 0 ⇔

(𝑥2 − 1)𝑃
′′′
(𝑥) + 4𝑥𝑃

′′
(𝑥)− (𝑚(𝑚− 1)− 2)𝑃

′
(𝑥) = 0,

а это означает, что 𝜙(𝑥) = 𝑃
′

𝑚−1(𝑥) является решением уравнения
(2.5).
Решая систему{︃

𝜕
∏︀𝑚

𝑖=1 𝜔𝑖

𝜕𝜔𝑖
= (𝜔𝑚 − 𝜔𝑖)

∏︀𝑚
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖 𝜔𝑗 = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1,

𝜔𝑚 = 1−
∑︀𝑚−1

𝑖=1 𝜔𝑖,
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получаем, что 𝜔1 = 𝜔2 = . . . = 𝜔𝑚 = 1/𝑚.
Теорема доказана.

2

Рассмотрим пример.

Пример 2.3. Пусть 𝑚 = 4, т.е. вектор регрессионных функций мо-
дели (2.4) имеет вид 𝑓(𝑥) = (1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3)𝑇 . В качестве интервала пла-
нирования возьмем 𝜒 = [−1, 1]. В этом случае, согласно доказанной
теореме, 𝐷-оптимальный план имеет вид

𝜉* =

(︂
−1 𝑥*2 𝑥*3 1
1
4

1
4

1
4

1
4

)︂
,

где 𝑥*2 = −1/
√
5, 𝑥*3 = 1/

√
5 являются корнями производной поли-

нома Лежандра третьего порядка

𝑃
′

3(𝑥) =
3

2
(5𝑥2 − 1).

2.6.2. Тригонометрическая модель

Рассмотрим регрессионную модель (2.1) с функцией регрессии

𝜂(𝑥, 𝜃) = 𝜃0 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜃2𝑗−1 sin(𝑗𝑥) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜃2𝑗 cos(𝑗𝑥), (2.6)

𝜃 — вектор неизвестных параметров: 𝜃 = (𝜃0, 𝜃1, ...𝜃2𝑚)
𝑇 ,

а 𝑓(𝑡) — вектор регрессионных функций: 𝑓(𝑡) =
(1, sin 𝑡, cos 𝑡, . . . , sin(𝑚𝑡), cos(𝑚𝑡))𝑇 . В качестве интервала пла-
нирования будем рассматривать интервал 𝜒 = [−𝜋, 𝜋]. Приведем без
доказательства несколько теорем, определяющих вид оптимальных
планов для этой модели для различных критериев оптимальности.
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𝐷-оптимальные планы. Для тригонометрической модели (2.6)
вид 𝐷-оптимального плана определяет следующая теорема.

Теорема 2.8. Пусть 𝜒 = [−𝜋, 𝜋]. Непрерывным 𝐷-опти-
мальным планом для тригонометрической регрессионной модели
является любой план

𝜉*𝑁 =

(︂
𝑡*1 . . . 𝑡*𝑁

1/𝑁 . . . 1/𝑁

)︂
,

𝑡*𝑖 =
𝑖− 1

𝑁
2𝜋 − 𝜋, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,𝑁 ≥ 2𝑚+ 1,

где 𝑚 — порядок регрессионной модели.
Также 𝐷-оптимальным является равномерный план

𝜉* =
1

2𝜋
𝑑𝑥.

Доказательство. В силу того, что для любых натуральных 𝑖, 𝑗
выполнены равенства

∫︁ 𝜋

−𝜋

sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

cos 𝑗𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

cos 𝑗𝑥 sin 𝑖𝑥 𝑑𝑥 = 0,

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

sin2 𝑖𝑥 𝑑𝑥 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

1− cos 2𝑖𝑥

2
𝑑𝑥 =

1

2
=

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

cos2 𝑗𝑥 𝑑𝑥,

sin 𝑖𝑥 cos 𝑗𝑥 =
1

2
(sin(𝑖− 𝑗)𝑥+ sin(𝑖+ 𝑗)𝑥) ,

sin 𝑖𝑥 sin 𝑗𝑥 =
1

2
(cos(𝑖− 𝑗)𝑥− cos(𝑖+ 𝑗)𝑥) ,

cos 𝑖𝑥 cos 𝑗𝑥 =
1

2
(cos(𝑖− 𝑗)𝑥+ cos(𝑖+ 𝑗)𝑥) ,
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информационная матрица равномерного плана имеет следующий
вид:

𝑀(𝜉*) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑓(𝑥)𝑓𝑇 (𝑥)𝜉(𝑑𝑥) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
0 1

2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

2

⎞⎟⎟⎠ .

В силу теоремы 2.3 для проверки оптимальности плана 𝜉* достаточно
показать, что 𝑑(𝑥, 𝜉*) = 𝑓𝑇 (𝑥)𝐷(𝜉*)𝑓(𝑥) = 1 + 2𝑚. Действительно,
обратная матрица есть

𝑀−1(𝜉*) = 𝐷(𝜉*) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
0 2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 2

⎞⎟⎟⎠ ,

и следовательно, 𝑑(𝑥, 𝜉) = 1 + 2(sin2 𝑥 + cos2 𝑥 + . . . + sin2𝑚𝑥 +
cos2𝑚𝑥) = 1 + 2𝑚. Оптимальность плана 𝜉*𝑁 следует из того, что
для любого 𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑚 имеют место равенства

𝑁∑︁
𝑖=1

sin 𝑗𝑡*𝑖 =
1

2

cos 𝑗𝜋
𝑁 − cos(2𝑗𝜋 − 𝑗𝜋

𝑁 )

sin(𝑗𝜋𝑁 )
= 0,

𝑁∑︁
𝑖=1

cos 𝑗𝑡*𝑖 =
1

2

sin(2𝑗𝜋 − 𝑗𝜋
𝑁 ) + sin(𝑗𝜋𝑁 )

sin(𝑗𝜋𝑁 )
= 0.

Теорема доказана.
2

Замечание 2.5. Планы, удовлетворяющие условию теоремы 2.8,
являются также 𝐸-оптимальными планами для модели (2.6) на ин-
тервале планирования [−𝜋, 𝜋] (см. [6], теорема 3.1).
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𝑒𝑘-оптимальные планы. Для тригонометрической модели (2.6)
вид 𝑒𝑘-оптимального плана на полном интервале планирования опре-
деляют следующие две теоремы.

Теорема 2.9. Рассмотрим тригонометрическую регрессион-
ную модель (2.6) на интервале планирования [−𝜋, 𝜋].

(𝑎) Для любого 𝑙, такого, что 𝑚/3 < 𝑙 ≤ 𝑚, и любого 𝛽 ∈ [0, 1
2𝑙 ]

план

𝜉*2𝑙 =

(︂
−𝜋 −𝜋 + 𝜋

𝑙 . . . −𝜋 + 2𝑙−1
𝑙 𝜋 𝜋

1
2𝑙 − 𝛽 1

2𝑙 . . . 1
2𝑙 𝛽

)︂
(2.7)

оптимален для оценивания параметра 𝜃2𝑙. Более того, в этом слу-
чае Φ2𝑙(𝜉

*
2𝑙) = 1.

(𝑏) Для любого 𝑙, такого, что 𝑚/2 < 𝑙 ≤ 𝑚, план 𝜉*2𝑙, определен-
ный в (2.7), оптимален для оценки 𝛽0.

(𝑐) Для любого 𝑙, такого, что 𝑚/3 < 𝑙 ≤ 𝑚, план

𝜉*2𝑙−1 =

(︂
−𝜋 + 𝜋

2𝑙 −𝜋 + 3𝜋
2𝑙 ... −𝜋 + 4𝑙−3

2𝑙 𝜋 −𝜋
2𝑙 + 𝜋

1
2𝑙

1
2𝑙 ... 1

2𝑙
1
2𝑙

)︂
оптимален для оценивания параметра 𝜃2𝑙−1. Более того, в этом
случае Φ2𝑙−1(𝜉

*
2𝑙−1) = 1.

Доказательство данной теоремы можно найти в работе [23].
Обозначим через ⌊𝑁⌋ целую часть произвольного положительно-

го числа 𝑁 и рассмотрим случай 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚/3. Для этого случая
𝑒𝑘-оптимальные планы определены в следующей теореме.

Теорема 2.10. Рассмотрим тригонометрическую регрессион-
ную модель (2.6). Пусть 𝑚 ≥ 3 и 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚/3.
(𝑎) Пусть 𝑝 =

⌊︀
𝑚+3𝑙
2𝑙

⌋︀
. План

𝜉*2𝑙−1 =

(︂
−𝑡𝑛 . . . −𝑡1 𝑡1 . . . 𝑡𝑛
𝜔𝑛 . . . 𝜔1 𝜔1 . . . 𝜔𝑛

)︂
, где 𝑛 = 𝑙(𝑝− 1),
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𝑡𝑖 =

(︂
𝑖+

⌊︂
𝑖− 1

𝑝− 1

⌋︂)︂
· 𝜋
𝑙𝑝
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝜔𝑖 =
| sin(𝑙𝑡𝑖)|

2
∑︀𝑛

𝑗=1 | sin(𝑙𝑡𝑗)|
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

является оптимальным для оценивания параметра 𝜃2𝑙−1. При этом
значение критерия оптимальности определяется по формуле

Φ𝑘(𝜉
*
2𝑙−1) =

(︃
2

𝑙𝑝

𝑛∑︁
𝑖=1

| sin(𝑙𝑡𝑖)|

)︃2

=

(︂
2

𝑝
cot

(︂
𝜋

2𝑝

)︂)︂2

. (2.8)

(𝑏) Если 𝑝 =
⌊︀
𝑚+3𝑙
2𝑙

⌋︀
− нечетное, то план

𝜉*2𝑙 =

(︂
−𝑡𝑛 . . . −𝑡1 𝑡1 . . . 𝑡𝑛
𝜔𝑛 . . . 𝜔1 𝜔1 . . . 𝜔𝑛

)︂
, где 𝑛 = 𝑙(𝑝− 1),

𝑡𝑖 =

(︂
2𝑖− 1 + 2

⌊︂
𝑖− 1

𝑝− 1
+

1

2

⌋︂)︂
· 𝜋

2𝑙𝑝
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝜔𝑖 =
| cos(𝑙𝑡𝑖)|

2
∑︀𝑛

𝑗=1 | cos(𝑙𝑡𝑗)|
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

является оптимальным для оценивания параметра 𝜃2𝑙. При этом
значение критерия оптимальности определяется по формуле

Φ𝑘(𝜉
*
2𝑙) =

(︃
2

𝑙𝑝

𝑛∑︁
𝑖=1

| cos(𝑙𝑡𝑖)|

)︃2

=

(︂
2

𝑝
cot

(︂
𝜋

2𝑝

)︂)︂2

. (2.9)

(𝑐) Если 𝑝 =
⌊︀
𝑚+3𝑙
2𝑙

⌋︀
— четное, то план

𝜉*2𝑙 =

(︂
−𝜋 −𝑡𝑛 . . . −𝑡2 0 𝑡2 . . . 𝑡𝑛 𝜋
𝜇 𝜔𝑛 . . . 𝜔2 𝜔1 𝜔2 . . . 𝜔𝑛 𝜔1 − 𝜇

)︂
, где
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𝜇 ∈ [0, 𝜔1], 𝑛 = 𝑙(𝑝− 1),

𝑡𝑖 =

(︂
2(𝑖− 1) + 2

⌊︂
𝑖− 1

𝑝− 1
+

1

2

⌋︂)︂
· 𝜋

2𝑙𝑝
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝜔𝑖 =
| cos(𝑙𝑡𝑖)|

2
∑︀𝑛

𝑗=1 | cos(𝑙𝑡𝑗)|
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

является оптимальным для оценивания параметра 𝜃2𝑙. При этом
значение критерия оптимальности определяется по формуле (2.9).

Доказательство. Доказательство основано на применении теоре-
мы 2.6, но требует нескольких вспомогательных результатов.

Докажем пункт (𝑎). Нам необходимо проверить то, что план,
определенный в пункте (𝑎), является оптимальным для оценивания
коэффициента 𝛽2𝑙−1 при 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚/3. Доказательство будет основа-
но на явном построении экстремального полинома 𝜙 из теоремы 2.6.
Отметим, что 𝑝 ≥ 3, т.к. 𝑙 ≤ 𝑚/3. Вначале мы докажем пункт (𝑎)
для случая 𝑙 = 1. Рассмотрим тригонометрический полином

𝑄(𝑡, 𝑎) =

𝑝−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 sin((2𝑗 − 1)𝑡), (2.10)

где (𝑎1, . . . , 𝑎𝑝−1)
𝑇 ∈ 𝑅𝑝−1 — заданный вектор. Мы определим этот

вектор так, чтобы функция 𝑄(𝑡, 𝑎) удовлетворяла следующим усло-
виям:

𝑄(𝑡𝑖, 𝑎) =
sin(𝑡𝑖)
| sin(𝑡𝑖)| , 𝑖 = 1, . . . ,

⌊︀
𝑝
2

⌋︀
,

𝑄′(𝑡𝑖, 𝑎) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,
⌊︀
𝑝−1
2

⌋︀
,

(2.11)

где точки 𝑡1, . . . , 𝑡⌊𝑝
2⌋ определены в пункте (𝑎). Заметим, что система

уравнений (2.11) эквивалентна системе

𝐵𝑎 = 𝑒, (2.12)
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где вектор 𝑒 ∈ 𝑅𝑝−1 определяется как

𝑒 =

(︃
sin(𝑡1)

| sin(𝑡1)|
, . . . ,

sin(𝑡⌊𝑝
2⌋)

| sin(𝑡⌊𝑝
2⌋)|

, 0 . . . , 0

)︃𝑇

,

а матрица 𝐵 имеет вид

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sin 𝑡1 sin 3𝑡1 . . . sin((2𝑝− 3)𝑡1)
...

...
...

sin 𝑡⌊𝑝
2⌋ sin 3𝑡⌊𝑝

2⌋ . . . sin((2𝑝− 3)𝑡⌊𝑝
2⌋)

cos 𝑡1 3 cos 3𝑡1 . . . (2𝑝− 3) cos((2𝑝− 3)𝑡1)
...

...
...

cos 𝑡⌊𝑝−1
2 ⌋ 3 cos 3𝑡⌊𝑝−1

2 ⌋ . . . (2𝑝− 3) cos((2𝑝− 3)𝑡⌊𝑝−1
2 ⌋)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Докажем, что det𝐵 ̸= 0. Предположим, напротив, что определитель
матрицы 𝐵 равен нулю. Тогда 𝐵 — вырожденная матрица. Следова-
тельно, существует ненулевой вектор ̃︀𝑎 ∈ 𝑅𝑝−1 такой, что

𝐵̃︀𝑎 = 0.

Это равносильно тому, что многочлен

̃︀𝑄(𝑡, 𝑎) =

𝑝−1∑︁
𝑗=1

̃︀𝑎𝑗 sin((2𝑗 − 1)𝑡)

степени (2𝑝 − 3) имеет 2𝑝 корня на интервале [0, 𝜋]. Но это невоз-
можно, следовательно det𝐵 ̸= 0.

Отсюда следует, что система уравнений (2.12) имеет единственное
решение, скажем ̂︀𝑎 = (̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑝−1)

𝑇 . Далее мы исследуем свойства
функции 𝑄(𝑡,̂︀𝑎), соответствующей этому решению. Из условия ор-
тонормированности

2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

sin(𝑖𝑡) sin(𝑗𝑡)𝑑𝑡 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗 ̸= 0,

0, 𝑖 ̸= 𝑗,
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получаем, что коэффициент при sin 𝑡 функции 𝑄(𝑡,̂︀𝑎) представим в
виде

̂︀𝑎1 = 2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑄(𝑡,̂︀𝑎) sin 𝑡𝑑𝑡. (2.13)

Используя тригонометрические формулы для синусов и косинусов
суммы двух углов, можно по индукции проверить, что функция
𝑄(𝑡,̂︀𝑎) sin 𝑡 может быть представлена в виде многочлена

𝑄(𝑡,̂︀𝑎) sin 𝑡 = 𝑞1 cos
2𝑝−2 𝑡+ . . .+ 𝑞𝑝−1 cos

2 𝑡, (2.14)

где 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑝−1) ∈ 𝑅𝑝−1− вектор коэффициентов, полученный в
результате соответствующих преобразований. Обозначим этот мно-
гочлен через 𝑃2𝑝−2(𝑡, 𝑞).

Лемма 2.9. Верна следующая формула:

1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

cos2𝑗 𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

cos2𝑗
(︂
𝑘𝜋

𝑝

)︂
=

𝐶𝑗
2𝑗

22𝑗
,

где 𝐶𝑗
2𝑗 =

(2𝑗)!
𝑗!𝑗! , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝− 1.

Доказательство. Непосредственное вычисление дает

1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

cos2𝑗 𝑡 𝑑𝑡 =
(2𝑗 − 1)

𝜋

(︂∫︁ 𝜋

0

cos2𝑗−2 𝑡 𝑑𝑡−
∫︁ 𝜋

0

cos2𝑗 𝑡 𝑑𝑡

)︂
⇒

⇒ 1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

cos2𝑗 𝑡 𝑑𝑡 =
2𝑗 − 1

2𝑗

∫︁ 𝜋

0

cos2(𝑗−1) 𝑡 𝑑𝑡 =

=
(2𝑗 − 1) · (2𝑗 − 3) · . . . · 3
(2𝑗) · (2𝑗 − 2) · . . . · 2

=
𝐶𝑗

2𝑗

22𝑗
.
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Далее, с помощью формулы Эйлера
(︁
cos(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡+𝑒−𝑖𝑡

2

)︁
найдем сумму

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

cos2𝑗
(︂
𝑘𝜋

𝑝

)︂
=

=
1

𝑝 · 22𝑗−1

𝑝∑︁
𝑘=1

(︃
𝐶0

2𝑗 cos

(︂
2𝑗𝑘𝜋

𝑝

)︂
+ 𝐶1

2𝑗 cos

(︂
2(𝑗 − 1)𝑘𝜋

𝑝

)︂
+ . . .+

𝐶𝑗
2𝑗

2

)︃
.

Заметим, что для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑝− 1 имеет место равенство

𝑝∑︁
𝑘=1

cos

(︂
2𝑗𝑘𝜋

𝑝

)︂
=

1− cos(2𝑗𝜋𝑝 ) + cos(2𝑗𝜋𝑝 )− cos(2𝑗𝜋)

2(cos(2𝑗𝜋𝑝 )− 1)
= 0.

Это можно проверить, умножая обе части первого равенства на
2(cos(2𝑗𝜋𝑝 ) − 1 и проводя вычисления по тригонометрическим фор-
мулам из доказательства теоремы 2.8.

Отсюда получаем

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

cos2𝑗
(︂
𝑘𝜋

𝑝

)︂
=

1

𝑝 · 22𝑗−1

𝑝∑︁
𝑘=1

𝐶𝑗
2𝑗

2
=

𝐶𝑗
2𝑗

22𝑗
при 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑝− 1.

Лемма доказана.
2

Из доказанной леммы непосредственно вытекает

Следствие 2.2. Имеет место следующее равенство:

1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑃2𝑝−2(𝑡, 𝑞) 𝑑𝑡 =
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

(𝑞1 cos
2𝑝−2 𝑡+ . . .+ 𝑞𝑝−1 cos

2 𝑡) 𝑑𝑡 =

=
1

𝑝

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑃2𝑝−2

(︂
𝑘𝜋

𝑝
, 𝑞

)︂
.
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Теперь, с учетом (2.10), (2.13), (2.14) и доказанного следствия, полу-
чаем

̂︀𝑎1 = 2

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑄(𝑡,̂︀𝑎) sin 𝑡 𝑑𝑡 = 2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=1

𝑄

(︂
𝑘𝜋

𝑝
,̂︀𝑎)︂ sin

𝑘𝜋

𝑝
=

=
2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=1

𝑄(𝑡𝑘,̂︀𝑎) sin 𝑡𝑘 = 2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=1

sin 𝑡𝑘
| sin 𝑡𝑘|

sin 𝑡𝑘 =

=
2

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑘=1

sin 𝑡𝑘 =
cos( 𝜋

2𝑝)− cos(𝜋 − 𝜋
2𝑝)

𝑝 · sin( 𝜋
2𝑝)

=
2

𝑝
cot

(︂
𝜋

2𝑝

)︂
. (2.15)

Перед тем, как продолжать доказательство теоремы 2.10, сформу-
лируем еще одну лемму, которая понадобится нам в дальнейшем.

Лемма 2.10. Полином 𝑄(𝑡,̂︀𝑎), определенный в (2.10), удовле-
творяет неравенству

|𝑄(𝑡,̂︀𝑎)| ≤ 1, ∀𝑡 ∈ [−𝜋, 𝜋]. (2.16)

Доказательство. Отметим, что тригонометрический многочлен
𝑄(𝑡,̂︀𝑎) имеет степень 2𝑝 − 3 и симметричен относительно 𝜋

2 . На ин-
тервале [0, 𝜋] данный многочлен имеет не больше, чем 2𝑝 − 3 точек
экстремума. Из условия (2.11) и того, что 𝑄(0,̂︀𝑎) = 0, следует, что
точки 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝− 1 являются точками максимума многочлена
𝑄(𝑡,̂︀𝑎), и на каждом из интервалов [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑖 = 1, . . . , 𝑝− 2 данный
многочлен имеет ровно один локальный минимум.
Сравним функцию𝑄(𝑡,̂︀𝑎) с функцией cos(2𝑝𝑡). Для этой цели введем
тригонометрический полином

𝑈(𝑡) = 𝑄(𝑡,̂︀𝑎)− cos(2𝑝𝑡). (2.17)
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Рис. 3. Функция 𝑄(𝑡,̂︀𝑎) и функция cos(2𝑝𝑡) в случае 𝑝 = 5. Полином 𝑈(𝑡),

определенный в (2.17), имеет четыре корня второй кратности в точках 𝑡1 =
𝜋
5
,

𝑡2 =
2𝜋
5
, 𝑡3 =

3𝜋
5
и 𝑡4 =

4𝜋
5
. Оба графика пересекаются на интервалах (0, 𝜋

5
) и

(4𝜋
5
, 𝜋)

Из определения точек 𝑡𝑖 и (2.11) следует, что

𝑈(𝑡𝑖) = 0 и 𝑈 ′(𝑡𝑖) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝− 1.

Таким образом, на интервале [0, 𝜋] полином 𝑈(𝑡) имеет 2𝑝 − 2 кор-
ня с учетом кратности. Кроме того, 𝑈(𝑡) имеет корень на интервале
[0, 𝜋𝑝 ], так как функция 𝑄(𝑡,̂︀𝑎) изменяется на интервале [0, 𝜋𝑝 ] от 0 до
1, а функция cos(2𝑝𝑡) изменяется на интервалах [0, 𝜋

2𝑝 ] и [ 𝜋2𝑝 ,
𝜋
𝑝 ] от 1

до −1 и от −1 до 1. Также в силу симметрии 𝑈(𝑡) имеет корень на

интервале [ (𝑝−1)
𝑝 𝜋, 𝜋]. В результате мы получили, что на интервале

[0, 𝜋] функция 𝑈(𝑡) имеет 2𝑝 корня. Так как 𝑈(𝑡) — тригонометриче-
ский многочлен 2𝑝-й степени и 𝑈(0) = 𝑈(𝜋) = −1 ̸= 0, на интервале
[0, 𝜋] других корней у этого многочлена быть не может.

Теперь предположим, что существует точка 𝑡* такая, что

𝑄(𝑡*,̂︀𝑎) < −1.
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В силу доводов, приведенных выше, точка 𝑡* принадлежит одному
из интервалов (𝑡𝑖, 𝑡𝑖 + 1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑝 − 2. Получается, что на этом
интервале многочлен 𝑈(𝑡) имеет два дополнительных корня, а это
невозможно. Следовательно, мы доказали

|𝑄(𝑡,̂︀𝑎)| ≤ 1 ∀𝑡 ∈ [0, 𝜋].

Неравенство (2.16) следует из того, что |𝑄(𝑡,̂︀𝑎)| = |𝑄(−𝑡,̂︀𝑎)|. Лемма
доказана.

2

Поведение функций 𝑄(𝑡,̂︀𝑎) и cos(2𝑝𝑡) для случая 𝑝 = 5 показано
на рис. 3.

Теперь вернемся к доказательству теоремы. Рассмотрим функ-
цию

𝜙(𝑡) = 𝑄(𝑡,̂︀𝑎)/̂︀𝑎1 (2.18)

и отметим, что коэффициент при sin 𝑡 равен 1. То есть функция 𝜙(𝑡)
может быть представлена в виде

𝜙(𝑡) = sin 𝑡− ̃︀𝑎𝑇𝑓 1(𝑡)

с соответствующим вектором ̃︀𝑎 и
𝑓 1(𝑡) = (1, cos 𝑡, sin 2𝑡, cos 2𝑡, . . . , sin𝑚𝑡, cos𝑚𝑡)𝑇 .

Докажем, что функция 𝜙(𝑡) удовлетворяет условиям (1)—(3) теоре-
мы 2.6. Определим ℎ = ̂︀𝑎21. Из (2.16) и (2.18) получаем

ℎ𝜙2(𝑡) ≤ 1 при ∀𝑡 ∈ [−𝜋, 𝜋], (2.19)

причем в точках ±𝑡𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 достигается равенство. Таким об-
разом, функция 𝜙(𝑡) удовлетворяет условиям (1) и (2) теоремы 2.6.

95



Осталось доказать, что 𝜙(𝑡) удовлетворяет условию (3) этой теоре-
мы. Отметим, что 𝜙(−𝑡𝑖) = −𝜙(𝑡𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Из этого получаем∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑡) cos(𝑗𝑡)𝑑𝜉*1(𝑡) =

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝜙(𝑡𝑖) cos(𝑗𝑡𝑖)− 𝜙(𝑡𝑖) cos(−𝑗𝑡𝑖))𝜔𝑖 = 0 при 𝑗 = 0, . . . ,𝑚.

Необходимо проверить, что∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑡) sin(𝑗𝑡)𝑑𝜉*1(𝑡) = 0, 𝑗 = 2, 3, . . . ,𝑚.

Имеем ∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑡) sin(𝑗𝑡)𝑑𝜉*1(𝑡) = 2
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙(𝑡𝑖) sin(𝑗𝑡𝑖)𝜔𝑖 =

= 2
𝑛∑︁

𝑖=1

sin(𝑡𝑖)

| sin(𝑡𝑖)|
sin(𝑗𝑡𝑖)

sin(𝑡𝑖)

2
∑︀𝑛

𝑘=1 | sin(𝑡𝑘)|
=

= 2
𝑛∑︁

𝑖=1

sin(𝑗𝑡𝑖)
sin(𝑡𝑖)

2
∑︀𝑛

𝑘=1 sin(𝑡𝑘)
= tg

(︂
𝜋

2𝑝

)︂
·
𝑝−1∑︁
𝑖=1

sin(𝑗𝑡𝑖) sin(𝑡𝑖) =

= tg

(︂
𝜋

2𝑝

)︂
(−1)𝑗(cos(𝜋𝑝 )− cos(𝜋𝑝 ))

4(cos(𝜋𝑝 )− cos(𝑗𝜋𝑝 ))
= 0, 𝑗 = 2, . . . , 2𝑝− 2.

Так как 𝑚 ≤ 2
⌊︀
𝑚+3
2

⌋︀
− 2 ≤ 2𝑝− 2, получаем∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑡)𝑓 1(𝑡)𝑑𝜉
*
1(𝑡) = 0 ∈ 𝑅2𝑚.
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Таким образом, мы доказали, что функция 𝜙(𝑡) удовлетворяет усло-
вию (3) теоремы 2.6. Следовательно, план 𝜉*1 является оптимальным
для оценивания параметра 𝛽1 в тригонометрической регрессионной
модели (2.6). Равенство в (2.8) следует из (2.15). Пункт (𝑎) теоремы
2.10 в случае 𝑙 = 1 доказан.

Докажем пункт (𝑎) в общем случае, т.е. при 2 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚/3. Рас-
смотрим функцию ̃︀𝜙(𝑡) = 𝜙(𝑙𝑡),

где 𝜙(𝑡) определена в (2.18). Очевидно, в силу (2.19) и определения
точек 𝑡𝑖 функция ̃︀𝜙(𝑡) удовлетворяет условиям (1) и (2) теоремы 2.6.
Докажем, что эта функция удовлетворяет условию (3). Необходимо
проверить, что∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑙𝑡) sin(𝑗𝑡)𝑑𝜉*2𝑙−1(𝑡) = 0, 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑙 − 1, 𝑙 + 1, . . . ,𝑚.

Имеем ∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑙𝑡) sin(𝑗𝑡)𝑑𝜉*2𝑙−1(𝑡) = 2
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙(𝑙𝑡𝑖) sin(𝑗𝑡𝑖)𝜔𝑖 =

= 2
𝑛∑︁

𝑖=1

sin(𝑙𝑡𝑖)

| sin(𝑙𝑡𝑖)|
sin(𝑗𝑡𝑖)

| sin(𝑙𝑡𝑖)|
2
∑︀𝑛

𝑘=1 | sin(𝑙𝑡𝑘)|
=

=
1

𝑙
tg

(︂
𝜋

2𝑝

)︂
·

⎛⎝𝑙(𝑝−1)∑︁
𝑖=1

sin(𝑗𝑡𝑖) sin(𝑙𝑡𝑖)

⎞⎠ =

=
1

𝑙
tg

(︂
𝜋

2𝑝

)︂ 𝑙𝑝∑︁
𝑖=1

sin

(︂
𝑗
𝑖𝜋

𝑙𝑝

)︂
sin

(︂
𝑙
𝑖𝜋

𝑙𝑝

)︂
=

=
1

𝑙
tg

(︂
𝜋

2𝑝

)︂
(−1)𝑗−𝑙 − (−1)𝑗+𝑙)(cos(𝜋𝑝 )− cos(𝑗𝜋𝑙𝑝 )

4(cos(𝜋𝑝 )− cos(𝑗𝜋𝑙𝑝 ))
= 0.
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Последнее равенство выполнено при любых 𝑗 = 1, . . . , 2𝑙𝑝− 2, 𝑗 ̸= 𝑙.

Так как 𝑚 ≤ 2𝑙
⌊︀
𝑚+3𝑙
2𝑙

⌋︀
− 2 ≤ 2𝑙𝑝− 2, получаем∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜙(𝑡)𝑓 𝑙(𝑡)𝑑𝜉
*
2𝑙−1(𝑡) = 0 ∈ 𝑅2𝑚,

где 𝑓 𝑙(𝑡) = 𝑓(𝑡) ∖ {sin(𝑙𝑡)}.

Таким образом, мы доказали, что функция ̃︀𝜙(𝑡) удовлетворяет
условию (3) теоремы 2.6. Следовательно, план 𝜉*2𝑙−1 является опти-
мальным для оценивания параметра 𝛽2𝑙−1 в тригонометрической ре-
грессионной модели (2.6) при 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚/3. Пункт (𝑎) теоремы 2.10
доказан. Пункты (𝑏) и (𝑐) доказываются аналогично.

Теорема 2.10 доказана.
2

Пример 2.4. Рассмотрим тригонометрические регрессионные моде-
ли порядков 𝑚 = 3 и 𝑚 = 4. Планы, оптимальные для оценивания
коэффициентов 𝜃0 и 𝜃𝑖 (𝑖 ≥ 3), могут быть непосредственно полу-
чены с помощью теоремы 2.9. Нас интересуют два оставшихся оп-
тимальных плана. Начнем с плана, оптимального для оценивания
коэффициента 𝜃1. Заметим, что в этом случае

𝑝 =

⌊︂
𝑚+ 3

2

⌋︂
= 3 при 𝑚 = 3, 4.

В соответствии с пунктом (𝑎) теоремы 2.10 план, оптимальный для
оценивания коэффициента 𝜃1 в тригонометрической регрессионной
модели (2.6) порядка 𝑚 (𝑚 = 3, 4), имеет вид

𝜉*1 =

(︂
−2𝜋

3 −𝜋
3

𝜋
3

2𝜋
3

1
4

1
4

1
4

1
4

)︂
.
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Критерий оптимальности принимает значение Φ1(𝜉
*
1) = 4

3 . Экстре-
мальный полином 𝜙(𝑡), удовлетворяющий условиям (1)—(3) теоре-
мы 2.6, имеет вид

𝜙(𝑡) = sin(𝑡) +
1

6
sin(3𝑡).

Согласно пункту (𝑐) теоремы 2.10 план, оптимальный для оценива-
ния коэффициента 𝛽2 в тригонометрической регрессионной модели
(2.6) порядка 𝑚 (𝑚 = 3, 4), имеет вид

𝜉*2 =

(︂
−5𝜋

6 −𝜋
6

𝜋
6

5𝜋
6

1
4

1
4

1
4

1
4

)︂
.

Критерий оптимальности принимает значение Φ2(𝜉
*
2) = 4

3 . Экстре-
мальный полином 𝜙(𝑡), удовлетворяющий условиям (1)—(3) теоре-
мы 2.6, имеет вид

𝜙(𝑡) = cos(𝑡)− 1

6
cos(3𝑡).

Точки носителей двух оптимальных планов изображены на рис. 4.
Точки носителей планов 𝜉*1 и 𝜉*2 обозначены, как 𝑎𝑗 и 𝑏𝑗 соответ-
ственно.

Пример 2.5. Рассмотрим тригонометрические регрессионные моде-
ли порядков 𝑚 = 5 и 𝑚 = 6. Если 𝑚 = 5, то только оптимальные
планы для оценивания коэффициентов 𝛽1 и 𝛽2 не могут быть полу-
чены с помощью теоремы 2.9.

В соответствии с пунктом (𝑎) теоремы 2.10 план, оптимальный
для оценивания коэффициента 𝛽1 тригонометрической регрессион-
ной модели (2.6) порядка 𝑚 = 5, имеет вид

(2.3.1) 𝜉*1 =

(︃
−3𝜋

4 −𝜋
2 −𝜋

4
𝜋
4

𝜋
2

3𝜋
4

1
4+2

√
2

√
2

4+2
√
2

1
4+2

√
2

1
4+2

√
2

√
2

4+2
√
2

1
4+2

√
2

)︃
.
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6

-

x𝑏3
x𝑎3x𝑎4

x𝑏4

x
𝑏2x

𝑎2
x
𝑎1

x
𝑏1

Рис. 4. Точки носителей оптимальных планов 𝜉*1 и 𝜉*2 в тригонометрических

регрессионных моделях порядка 𝑚 = 3 и 𝑚 = 4. Точки планов 𝜉*1 и 𝜉*2
обозначены как 𝑎𝑗 и 𝑏𝑗 соответственно.

Критерий оптимальности принимает значение Φ1(𝜉
*
1) =

3+2
√
2

4 . Экс-
тремальный полином 𝜙(𝑡), удовлетворяющий условиям (1)-(3) теоре-
мы 2.6, имеет вид

(2.3.2) 𝜙(𝑡) = sin(𝑡) + (
8− 5

√
2

4
) sin(3𝑡) + (

3
√
2− 4

4
) sin(5𝑡).

Согласно пункту (𝑏) теоремы 2.10 план, оптимальный для оцени-
вания коэффициента 𝛽2 тригонометрической регрессионной модели
(2.1.1) порядка 𝑚 = 5, имеет вид

(2.3.3) 𝜉*2 =

(︃
−𝜋 −3𝜋

4 −𝜋
4 0 𝜋

4
3𝜋
4 𝜋

𝜇
√
2

4+4
√
2

√
2

4+4
√
2

2
4+4

√
2

√
2

4+4
√
2

√
2

4+4
√
2

2
4+4

√
2
− 𝜇

)︃
,

при ∀𝜇 ∈ [0, 2
(4+4

√
2)
]. Критерий оптимальности принимает значе-

ние Φ2(𝜉
*
2) =

3+2
√
2

4 . Экстремальный полином 𝜙(𝑡), удовлетворяющий
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условиям (1)-(3) теоремы 2.6, имеет вид

(2.3.4) 𝜙(𝑡) = cos(𝑡)− (
8− 5

√
2

4
) cos(3𝑡) + (

3
√
2− 4

4
) cos(5𝑡).

Графики полиномов (2.3.2) и (2.3.4) изображены на рисунке 2.3, по-
ложение на круге точек носителей оптимальных планов показано на
рисунке 2.4.

В тригонометрической регрессионной модели порядка𝑚 = 6 пла-
ны, оптимальные для оценивания коэффициентов 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4, не
могут быть получены с помощью теоремы 2.1. Для того, чтобы найти
эти планы, необходимо воспользоваться теоремой 2.2. Планы, опти-
мальные для оценивания коэффициентов 𝛽1 и 𝛽2, построены в (2.3.1)
и (2.3.3) соответственно. План, оптимальный для оценивания коэф-
фициента 𝛽3, сосредоточен в восьми точках

±𝜋

6
, ±2𝜋

6
, ±4𝜋

6
, ±5𝜋

6

с одинаковыми весами.
Критерий оптимальности принимает значение Φ3(𝜉

*
3) = 4

3 . Экс-
тремальный полином 𝜙(𝑡), удовлетворяющий условиям (1)-(3) тео-
ремы 2.6, имеет вид

𝜙(𝑡) = sin(2𝑡) +
1

6
sin(6𝑡).

И, наконец, план, оптимальный для оценивания коэффициента 𝛽4,
сосредоточен в восьми точках

± 𝜋

12
, ±5𝜋

12
, ±7𝜋

12
, ±11𝜋

12

с одинаковыми весами.
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Критерий оптимальности принимает значение Φ4(𝜉
*
4) = 4

3 . Экс-
тремальный полином 𝜙(𝑡), удовлетворяющий условиям (1)-(3) тео-
ремы 2.6, имеет вид

𝜙(𝑡) = cos(2𝑡)− 1

6
cos(6𝑡).

Точки носителей планов 𝜉*3 и 𝜉*4 изображены на рисунке 2.5.

Пример 2.3. Обычно для тригонометрических регрессионных
моделей используют планы, сосредоточенные в равноотстоящих
точках с равными весами. Причем число различных точек носителя
полагается не меньше, чем 2𝑚+1. Как отмечено в работах (Федоров,
1971; Ермаков, Жиглявский, 1987), эти планы оптимальны в смысле
𝐷−критерия для МНК-оценки всего вектора параметров. Интересно
исследовать эффективность этих планов относительно оценивания
младших коэффициентов тригонометрической регрессионной мо-
дели (2.1.1). Напомним, что дисперсионная матрица равномерного
плана 𝜉𝑢, т.е. плана, сосредоточенного в равноотстоящих точках с
равными весами, имеет вид

𝐷(𝜉𝑢) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 2, . . . , 2) ∈ 𝑅2𝑚+1×2𝑚+1,

а 𝑒𝑘-эффективность равномерного плана в данном случае имеет вид

𝑒𝑓𝑓𝑒𝑘(𝜉𝑢) =
Φ𝑘(𝜉

*
𝑘)

Φ𝑘(𝜉𝑢)
= (1− 𝛿𝑘0)

−1

(︂
2

𝑝
cot(

𝜋

2𝑝
)

)︂2

,

где 𝑘 = 2𝑙, 2𝑙 − 1, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚/3 и 𝑝 =
⌊︀
𝑚+3𝑙
2𝑙

⌋︀
. Например, если 𝑚 = 6

и 𝑘 = 4(𝑙 = 2) или 𝑘 = 3(𝑙 = 2), мы получим

𝑒𝑓𝑓𝑒3(𝜉𝑢) = 𝑒𝑓𝑓𝑒4(𝜉𝑢) =
2

3
,

это означает, что потеря эффективности для оценивания коэффици-
ентов 𝛽3 и 𝛽4 в тригонометрической регрессионной модели порядка
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Рис. 5. Экстремальные функции из теоремы 1.6, соответствующие планам,

оптимальным для оценивания коэффициентов 𝛽1 и 𝛽2 в тригонометрической

регрессионной модели порядка 𝑚 = 5. Функции определены в явном виде в

(2.3.2) (пунктирная линия) и в (2.3.4) (непрерывная линия).

6

-

xxx

xxx

6

-

x
x

x

x
x

x

Рис. 6. Точки носителей оптимальных планов 𝜉*1(слева) и 𝜉*2(справа) в

тригонометрической регрессионной модели порядка 𝑚 = 5.
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Рис. 7. Точки носителей оптимальных планов 𝜉*3(слева) и 𝜉*4(справа) в

тригонометрической регрессионной модели порядка 𝑚 = 6.

𝑚 = 6 будет примерно 33% при использовании равномерного плана.
Однако при увеличении порядка модели, эффективность равномер-
ного плана также увеличивается. В частности, если 𝑚 → ∞, мы
получаем

lim
𝑝→∞

2

𝑝
𝑐𝑜𝑡

(︂
𝜋

2𝑝

)︂
=

4

𝜋
,

а предел функции эффективности равномерного плана равен

lim
𝑚→∞

𝑒𝑓𝑓𝑒𝑘(𝜉𝑢) =
8

𝜋2
≈ 0.8097, 𝑘 ≥ 1

(отметим, что предел не зависит от 𝑘). Таким образом, если равно-
мерный план используется в тригонометрической регрессии большо-
го порядка (как, например, в Eubank, 1999), потеря эффективности
для оценивания младших коэффициентов составляет 20%. Однако,
если равномерный план используется в тригонометрических регрес-
сионных моделях небольших порядков (Young, Ehrlich, 1977), потеря
эффективности более существенная.
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𝐿-оптимальные планы. Рассмотрим тригонометрическую модель
(2.6) степени 𝑚 = 𝑁𝑘 и задачу построения 𝐿-оптимального плана
для неотрицательно определенных матриц 𝐿(𝑘) ∈ 𝑅(2𝑚+1)×(2𝑚+1) вида

𝐿̃(𝑘) = 𝑃 𝐿(𝑘)𝑃 =

(︃
𝐿
(𝑘)
cos 0

0 𝐿
(𝑘)
sin

)︃
, (2.20)

где 𝑃 — невырожденная матрица, удовлетворяющая уравнению

̃︁𝑀(𝜉) = 𝑃𝑀(𝜉)𝑃 =

(︂
𝑀𝑐(𝜉) 0

0 𝑀𝑠(𝜉)

)︂
,

𝑀𝑐(𝜉) =

(︂∫︁ 𝜋

−𝜋

cos(𝑖𝑡) cos(𝑗𝑡)𝑑𝜉(𝑡)

)︂𝑚

𝑖,𝑗=0

,

𝑀𝑠(𝜉) =

(︂∫︁ 𝜋

−𝜋

sin(𝑖𝑡) sin(𝑗𝑡)𝑑𝜉(𝑡)

)︂𝑚

𝑖,𝑗=1

.

Если план 𝜉 является симметричным, то такая матрица всегда су-
ществует.

Под матрицами 𝐿
(𝑘)
cos ∈ R𝑚+1×𝑚+1 и 𝐿

(𝑘)
sin ∈ R𝑚×𝑚 понимаются мат-

рицы с элементами 𝐿
(𝑘)
cos,𝑖𝑗 и 𝐿

(𝑘)
sin,𝑖𝑗, определенными как

𝐿(𝑘)
cos,𝑢𝑣 =

{︂
𝐿
(1)
cos,𝑖𝑗, если 𝑢 = (𝑖− 1)𝑘 + 1, 𝑣 = (𝑗 − 1)𝑘 + 1,
0, в противном случае

(2.21)

(𝑢, 𝑣 = 1, . . . , 𝑁𝑘 + 1; 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 + 1) и

𝐿
(𝑘)
sin,𝑢𝑣 =

{︂
𝐿
(1)
sin,𝑖𝑗, если 𝑢 = 𝑖𝑘; 𝑣 = 𝑗𝑘,
0, в противном случае

(2.22)
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(𝑢, 𝑣 = 1, . . . , 𝑁𝑘). При этом 𝐿
(1)
sin = (𝐿

(1)
sin,𝑢,𝑣)

𝑁
𝑢,𝑣=1 и 𝐿

(1)
cos =

(𝐿
(1)
cos,𝑢,𝑣)

𝑁+1
𝑢,𝑣=1 — заданные 𝑁 ×𝑁 - и (𝑁 + 1)× (𝑁 + 1)-матрицы.

В качестве иллюстрации рассмотрим случай 𝑁 = 2 и матрицу

𝐿
(1)
sin ∈ R2×2 вида

𝐿
(1)
sin =

(︃
𝐿
(1)
sin 11 𝐿

(1)
sin 12

𝐿
(1)
sin 12 𝐿

(1)
sin 22

)︃
;

тогда для 𝑘 = 2 получаем матрицу 𝐿
(2)
sin ∈ R4×4:

𝐿
(2)
sin =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 𝐿
(1)
sin 11 0 𝐿

(1)
sin 12

0 0 0 0

0 𝐿
(1)
sin 21 0 𝐿

(1)
sin 22

⎞⎟⎟⎠ .

Аналогично, если матрица

𝐿(1)
cos =

⎛⎜⎝𝐿
(1)
cos 11 𝐿

(1)
cos 12 𝐿

(1)
cos 13

𝐿
(1)
cos 12 𝐿

(1)
cos 22 𝐿

(1)
cos 23

𝐿
(1)
cos 13 𝐿

(1)
cos 23 𝐿

(1)
cos 33

⎞⎟⎠ ∈ R3×3,

то матрица 𝐿
(2)
cos имеет вид

𝐿(2)
cos =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐿
(1)
cos 11 0 𝐿

(1)
cos 12 0 𝐿

(1)
cos 13

0 0 0 0 0

𝐿
(1)
cos 12 0 𝐿

(1)
cos 22 0 𝐿

(1)
cos 23

0 0 0 0 0

𝐿
(1)
cos 13 0 𝐿

(1)
cos 23 0 𝐿

(1)
cos 33

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Теперь сформулируем теорему, определяющую структуру опти-
мального плана для матриц 𝐿 такого вида.
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Теорема 2.11. Рассмотрим тригонометрическую модель (2.6)
степени 𝑚 = 𝑁𝑘, 𝑁, 𝑘 ∈ N, 𝑁 ≥ 2, и пусть 𝐿 — заданная мат-

рица (2.20) с блоками 𝐿
(𝑘)
cos и 𝐿

(𝑘)
sin , определенными в (2.21) и в (2.22)

соответственно.

1. Определим план 𝜉sin𝑚 как

𝜉sin𝑚 =

(︂
−𝑡𝑚 −𝑡𝑚−1 . . . −𝑡1 𝑡1 . . . 𝑡𝑚
𝜔𝑚 𝜔𝑚−1 . . . 𝜔1 𝜔1 . . . 𝜔𝑚

)︂
, (2.23)

где

𝑡1 =
𝑥1
𝑘
, . . . , 𝑡𝑁

2
=

𝑥𝑁
2

𝑘
,

𝑡𝑁
2 +1 =

𝜋 − 𝑥𝑁
2

𝑘
, . . . , 𝑡𝑁 =

𝜋 − 𝑥1
𝑘

,

𝑡𝑖 = 𝑡𝑖−𝑁 +
𝜋

𝑘
, 𝑖 = 𝑁 + 1, . . . ,𝑚,

𝜔1 =
𝑧1
𝑘
, . . . , 𝜔𝑁

2 −1 =
𝑧𝑁

2 −1

𝑘
, 𝜔𝑁

2
=

𝑧𝑁
2

𝑘
,

𝜔𝑁
2 +1 =

𝑧𝑁
2

𝑘
, . . . , 𝜔𝑁 =

𝑧1
𝑘
,

𝑁
2∑︁

𝑗=1

𝑧𝑗 =
1

4
,

𝜔𝑖 = 𝜔𝑖−𝑁 , 𝑖 = 𝑁 + 1, . . . ,𝑚,
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если 𝑁 четное и

𝑡1 =
𝑥1
𝑘
, . . . , 𝑡𝑁−1

2
=

𝑥𝑁−1
2

𝑘
, 𝑡𝑁+1

2
=

𝜋

2𝑘
,

𝑡𝑁+3
2

=
𝜋 − 𝑥𝑁−1

2

𝑘
, . . . , 𝑡𝑁 =

𝜋 − 𝑥1
𝑘

,

𝑡𝑖 = 𝑡𝑖−𝑁 +
𝜋

𝑘
, 𝑖 = 𝑁 + 1, . . . ,𝑚,

𝜔1 =
𝑧1
𝑘
, . . . , 𝜔𝑁−1

2
=

𝑧𝑁−1
2

𝑘
,

𝜔𝑁+1
2

=
1

2𝑘
− 2

𝑁−1
2∑︁

𝑗=1

𝑧𝑗
𝑘
, 𝜔𝑁+3

2
=

𝑧𝑁−1
2

𝑘
, . . . , 𝜔𝑁 =

𝑧1
𝑘
,

𝜔𝑖 = 𝜔𝑖−𝑁 , 𝑖 = 𝑁 + 1, . . . ,𝑚,

если 𝑁 — нечетное. Если матрица 𝐿 — матрица вида (2.20) с

𝐿
(𝑘)
cos = 0, тогда для плана 𝜉sin𝑛 величины tr𝐿

(𝑘)
sin𝑀

+
𝑠 (𝜉

sin
𝑛 ) и коэф-

фициенты функции

𝜙(𝑡, 𝜉sin𝑛 ) = 𝑓𝑇
𝑠 (𝑡)𝑀

+
𝑠 (𝜉

sin
𝑛 )𝐿

(𝑘)
sin𝑀

+
𝑠 (𝜉

sin
𝑛 )𝑓𝑠(𝑡)

не зависят от значений 𝑘 для любой матрицы 𝐿
(𝑘)
sin ∈ R𝑚×𝑚.

2. Определим план 𝜉cos𝑛 как

𝜉cos𝑛 =

(︂
−𝜋 −𝑡𝑛−1 . . . −𝑡1 0 𝑡1 . . . 𝑡𝑛−1 𝜋

𝜔𝑛 − 𝛼 𝜔𝑛−1 . . . 𝜔1 𝜔0 𝜔1 . . . 𝜔𝑛−1 𝛼

)︂
,

где 𝛼 ∈ [0, 𝜔𝑛], 𝑛 = (𝑁 + 1)𝑘 и

𝑡0 = 0, 𝑡1 =
𝑥1
𝑘
, . . . , 𝑡𝑁

2
=

𝑥𝑁
2

𝑘
,

𝑡𝑁
2 +1 =

𝜋 − 𝑥𝑁
2

𝑘
, . . . , 𝑡𝑁 =

𝜋 − 𝑥1
𝑘

,
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𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖−𝑁 +
𝜋

𝑘
, 𝑖 = 𝑁, . . . , 𝑛− 1,

𝜔0 =
1− 4

∑︀𝑁
2

𝑖=1 𝑧𝑖
2𝑘

, 𝜔1 =
𝑧1
𝑘
, . . . , 𝜔𝑁

2 −1 =
𝑧𝑁

2 −1

𝑘
,

𝜔𝑁
2

=
𝑧𝑁

2

𝑘
, 𝜔𝑁

2 +1 =
𝑧𝑁

2

𝑘
, . . . , 𝜔𝑁 =

𝑧1
𝑘
,

𝜔𝑖+1 = 𝜔𝑖−𝑁 , 𝑖 = 𝑁, . . . , 𝑛− 1,

если 𝑁 — четное, и

𝑡0 = 0, 𝑡1 =
𝑥1
𝑘
, . . . , 𝑡𝑁−1

2
=

𝑥𝑁−1
2

𝑘
, 𝑡𝑁+1

2
=

𝜋

2𝑘
,

𝑡𝑁+3
2

=
𝜋 − 𝑥𝑁−1

2

𝑘
, . . . , 𝑡𝑁 =

𝜋 − 𝑥1
𝑘

,

𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖−𝑁 +
𝜋

𝑘
, 𝑖 = 𝑁, . . . , 𝑛− 1,

𝜔0 = 𝑧0, 𝜔1 = 𝑧1, . . . , 𝜔𝑁−1
2

= 𝑧𝑁−1
2
,

𝜔𝑁+1
2

=
1

2𝑘
−

𝑁−1
2∑︁

𝑗=0

𝑧𝑗
𝑘
, 𝜔𝑁+3

2
= 𝑧𝑁−1

2
, . . . , 𝜔𝑁 = 𝑧1,

𝜔𝑖+1 = 𝜔𝑖−𝑁 , 𝑖 = 𝑁, . . . ,𝑚,

если 𝑁 — нечетное. Если матрица 𝐿 — матрица вида (2.20)

с 𝐿
(𝑘)
sin = 0, тогда для плана 𝜉cos𝑛 величины 𝑡𝑟𝐿

(𝑘)
cos𝑀+

𝑐 (𝜉
cos
𝑛 ) и ко-

эффициенты функции

𝜙(𝑡, 𝜉cos𝑛 ) = 𝑓𝑇
𝑐 (𝑡)𝑀

+
𝑐 (𝜉

cos
𝑛 )𝐿(𝑘)

cos𝑀
+
𝑐 (𝜉

cos
𝑛 )𝑓𝑐(𝑡)

не зависят от 𝑘 для любой матрицы 𝐿
(𝑘)
cos ∈ R𝑚+1×𝑚+1.

Доказательство данной теоремы может быть найдено в [28].

109



Следствие 2.3. Рассмотрим тригонометрическую модель (2.6),
𝑚 > 3.

1. План

𝜉*
(2⌊𝑚

2 ⌋−1, 4⌊𝑚
2 ⌋−1)

=

(︂
−𝑡𝑛 −𝑡𝑛−1 . . . −𝑡1 𝑡1 . . . 𝑡𝑛
𝜔𝑛 𝜔𝑛−1 . . . 𝜔1 𝜔1 . . . 𝜔𝑛

)︂
, где

𝑛 = 2
⌊︁𝑚
2

⌋︁
, 𝑡𝑖 = 2

⌊︂
𝑖

2

⌋︂
𝜋

𝑛
+ (−1)(𝑖−1)𝑥, 𝜔𝑖 =

1

2𝑛
, 𝑥 =

2arctg( 4
√
5)

𝑛

является 𝐿−оптимальным планом, минимизирующим сумму дис-
персий оценок параметров 𝛽2⌊𝑚

2 ⌋−1 и 𝛽4⌊𝑚
2 ⌋−1.

Причем

𝑡𝑟𝐿𝑀+(𝜉*
(2⌊𝑚

2 ⌋−1, 4⌊𝑚
2 ⌋−1)

) =

√
5

2
+

3

2
≈ 2.618034 . . . .

2. Для любого 𝛼 ∈ [0, 𝜔𝑛] план

𝜉*
(2⌊𝑚

2 ⌋, 4⌊𝑚
2 ⌋) =

(︂
−𝜋 −𝑡𝑛−1 . . . −𝑡1 0 𝑡1 . . . 𝑡𝑛−1 𝜋

𝜔𝑛 − 𝛼 𝜔𝑛−1 . . . 𝜔1 𝜔0 𝜔1 . . . 𝜔𝑛−1 𝛼

)︂
, где

𝑛 = 2
⌊︁𝑚
2

⌋︁
, 𝑡𝑖 =

(𝑖− 1)𝜋

𝑛
, 𝜔0 =

√
5𝜔1, 𝜔1 =

√
5− 1

4𝑛
, 𝜔𝑖 = 𝜔𝑖−2, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛

является 𝐿−оптимальным планом, минимизирующим сумму дис-
персий оценок параметров 𝛽2⌊𝑚

2 ⌋ и 𝛽4⌊𝑚
2 ⌋. Кроме того, план 𝜉*

(0, 2⌊𝑚
2 ⌋)

,

минимизирующий сумму дисперсий оценок параметров 𝛽0 и 𝛽2⌊𝑚
2 ⌋,

совпадает с планом 𝜉*
(2⌊𝑚

2 ⌋, 4⌊𝑚
2 ⌋)

.

Причем

𝑡𝑟𝐿𝑀+(𝜉*
(2⌊𝑚

2 ⌋, 4⌊𝑚
2 ⌋)) = 𝑡𝑟𝐿𝑀+(𝜉*

(0, 2⌊𝑚
2 ⌋)) =

√
5

2
+

3

2
≈ 2.618034 . . . .
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Доказательство.
Докажем первый пункт Следствия 2.3. Второй доказывается ана-

логично. Для удобства обозначений будем считать, что 𝑚− четное.
В этом случае

⌊︀
𝑚
2

⌋︀
= 𝑚

2 и первый пункт теоремы можно переписать
так:

𝜉*(𝑚2 , 𝑚) =

(︂
−𝑡𝑚 −𝑡𝑚−1 . . . −𝑡1 𝑡1 . . . 𝑡𝑚

1
2𝑚

1
2𝑚 . . . 1

2𝑚
1
2𝑚 . . . 1

2𝑚

)︂
,

𝑡𝑖 =

⌊︂
𝑖

2

⌋︂
2𝜋

𝑚
+ (−1)(𝑖−1)𝑥, 𝑥 =

2

𝑚
arctg(

4
√
5).

Идея доказательства состоит в следующем. Мы покажем, что{︃
𝑚𝑠[𝑗,𝑚2 ]

= 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑗 ̸= 𝑚
2

𝑚𝑠[𝑗,𝑚] = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1
,

{︃
𝑚𝑠[𝑚2 ,

𝑚
2 ]
= sin2(𝑚2 𝑥)

𝑚𝑠[𝑚,𝑚] = sin2(𝑚𝑥)
.

где 𝑚𝑠[𝑖,𝑗]− элемент матрицы 𝑀𝑠 ∈ 𝑅𝑚×𝑚, стоящий на пересечении
𝑖−ой строки и 𝑗−ого столбца.

В результате мы получим функцию 𝜙(𝑡, 𝜉*) в явном виде

𝜙(𝑡, 𝜉*) = 𝑓𝑇 (𝑡)𝑀+(𝜉)𝐿𝑀+(𝜉)𝑓(𝑡) =
sin2(𝑚2 𝑡)

sin4(𝑚2 𝑥)
+

sin2(𝑚𝑡)

sin4(𝑚𝑥)
.

После этого, решая уравнение 𝜕𝜙(𝑡,𝜉*)
𝜕𝑡 |𝑡=𝑥 = 0, найдем нужное значе-

ние 𝑥,а затем выведем, что

𝑡𝑟𝐿𝑀+(𝜉*) = 𝜙(𝑡𝑖, 𝜉
*) =

1

sin2(𝑚2 𝑥)
+

1

sin2(𝑚𝑥)
=

√
5

2
+

3

2
.

Итак, нужно лишь доказать, что{︃
𝑚𝑠[𝑗,𝑚2 ]

= 0 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑗 ̸= 𝑚
2

𝑚𝑠[𝑗,𝑚] = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1
,

{︃
𝑚𝑠[𝑚2 ,

𝑚
2 ]
= sin2(𝑚2 𝑥)

𝑚𝑠[𝑚,𝑚] = sin2(𝑚𝑥)
.
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С учетом вышесказанного получаем:

𝑚𝑠[𝑗,𝑚2 ]
= 2

𝑚∑︁
𝑘=1

sin(𝑗𝑡𝑘) sin(
𝑚

2
𝑡𝑘)𝜔𝑘 =

1

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

sin(𝑗𝑡𝑘) sin(
𝑚

2
𝑡𝑘).

Отметим, что sin(𝑚2 𝑡𝑘) = (−1)⌊
𝑘−1
2 ⌋ sin(𝑚2 𝑥). Следовательно, получа-

ем:

𝑚𝑠[𝑗,𝑚2 ]
=

sin(𝑚2 𝑥)

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)⌊
𝑘−1
2 ⌋ sin(𝑗𝑡𝑘).

Докажем, что
∑︀𝑚

𝑘=1(−1)⌊
𝑘−1
2 ⌋ sin(𝑗𝑡𝑘) = 0 при 𝑗 ̸= 𝑚

2 . В этом случае

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)⌊
𝑘−1
2 ⌋ sin(𝑗𝑡𝑘) = sin(𝑗𝑥)+sin

(︂
2𝜋𝑗

𝑚

)︂
cos(𝑗𝑥)−cos

(︂
2𝜋𝑗

𝑚

)︂
sin(𝑗𝑥)+

+(−1)

(︂
sin

(︂
2𝜋𝑗

𝑚

)︂
cos(𝑗𝑥) + cos

(︂
2𝜋𝑗

𝑚

)︂
sin(𝑗𝑥)

)︂
+ . . .

+(−1)(
𝑚
2 −1)

(︂
sin

(︂
(
𝑚

2
− 1)

2𝜋𝑗

𝑚

)︂
cos(𝑗𝑥) + cos

(︂
(
𝑚

2
− 1)

2𝜋𝑗

𝑚

)︂
sin(𝑗𝑥)

)︂
+

+(−1)(𝑗+1)+(𝑚
2 −1) sin(𝑗𝑥) = sin(𝑗𝑥)

⎛⎝2

𝑚
2 −1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 cos(
2𝜋𝑘𝑗

𝑚
) + (−1)𝑗+

𝑚
2 − 1

⎞⎠ .

Как несложно видеть, при 𝑗 ̸= 𝑚
2 справедливо равенство

2

𝑚
2 −1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 cos(
2𝜋𝑘𝑗

𝑚
) =

1

cos(𝑗𝜋𝑚 )

(︂
cos(

𝑗𝜋

𝑚
) + cos(

3𝑗𝜋

𝑚
) + . . .+

+(−1)
𝑚
2 −1(cos(

(𝑚− 3)𝑗𝜋

𝑚
) + cos(

(𝑚− 1)𝑗𝜋

𝑚
)

)︂
= 1 + (−1)𝑗+

𝑚
2 −1.
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Следовательно, искомая сумма равна

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)⌊
𝑘−1
2 ⌋ sin(𝑗𝑡𝑘) = 2 sin(𝑗𝑥)

(︀
1 + (−1)

𝑚
2 −1+𝑗 + (−1)𝑗+

𝑚
2 − 1

)︀
= 0.

Аналогичным образом посчитаем, чему равен элемент𝑚𝑠[𝑗,𝑚] при 𝑗 ̸=
𝑚

𝑚𝑠[𝑗,𝑚] =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

sin(𝑗𝑡𝑘) sin(𝑚𝑡𝑘) =
sin(𝑚𝑥)

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 sin(𝑗𝑡𝑘) =

= sin(𝑗𝑥)

⎛⎝2

𝑚
2 −1∑︁
𝑘=0

cos(
2𝜋𝑘𝑗

𝑚
) + (−1)𝑗 − 1

⎞⎠ = sin(𝑗𝑥)
(︀
1− (−1)𝑗 + (−1)𝑗 − 1

)︀
= 0.

Из вышесказанного следует, что{︃
𝑚𝑠[𝑚2 ,

𝑚
2 ]
= sin2(𝑚2 𝑥)

1
𝑚

∑︀𝑚
𝑘=1(−1)2⌊

𝑘−1
2 ⌋ = sin2(𝑚2 𝑥)

𝑚𝑠[𝑚,𝑚] = sin2(𝑚𝑥) 1
𝑚

∑︀𝑚
𝑘=1(−1)2𝑘 = sin2(𝑚𝑥)

.

Теорема доказана.

2

Замечание 2.6. Отметим, что Следствие 2.3 верно для тригоно-
метрических моделей порядка 𝑚 > 3. При 𝑚 = 2 оптимальный план
𝜉*(1,3) имеет вид

𝜉*(1,3) =

(︂
−𝜋 + 𝑥 −𝑥 𝑥 𝜋 − 𝑥

1
4

1
4

1
4

1
4

)︂
, 𝑥 = arctg(

4
√
5),

𝑡𝑟𝐿𝑀−1
𝑠 (𝜉*) =

√
5

2
+

3

2
.
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Для любого 𝛼 ∈
[︁
0, 5−

√
5

8

]︁
оптимальный план 𝜉*(0,2) равен

𝜉*(0,2) =

(︂
−𝜋 −𝜋

2 0 𝜋
2 𝜋

5−
√
5

8 − 𝛼
√
5−1
8

5−
√
5

8

√
5−1
8 𝛼

)︂
, 𝑡𝑟𝐿𝑀−1

𝑐 (𝜉*) =

√
5

2
+

3

2
.

При 𝑚 = 3 оптимальный план 𝜉*(0,2) равен

𝜉*(0,2) =

(︂
−𝜋 −𝜋 + 𝑥 −𝑥 0 𝑥 𝜋 − 𝑥 𝜋

1
4 − 𝑧 𝑧 𝑧 1

4 − 𝑧 𝑧 𝑧 𝛼

)︂
, 𝛼 ∈

[︂
0,

1

4
− 𝑧

]︂
,

где 𝑧 ≈ 0.151950668 . . . , 𝑥 ≈ 0.9329288036 . . . , 𝑡𝑟𝐿𝑀−1
𝑐 (𝜉*) ≈ 2.770045647 . . . .

Численные значения 𝑧 и 𝑥 найдены путем непосредственного реше-
ния, соответствующих систем уравнений.

Замечание 2.7. Отметим, что в условиях Следствия 2.3 сумма

дисперсий оценок соответствующих коэффициентов равна
√
5
2 + 3

2 .
При 𝐷−оптимальном планировании сумма дисперсий - равна 4. Та-
ким образом, сумма дисперсий при 𝐿−оптимальном планировании
в данном случае будет меньше суммы дисперсий, полученной при
𝐷−оптимальном планировании примерно в 1.5 раза.

В качестве иллюстрации того, как теорему 2.11 можно приме-
нять при построении оптимальных планов, рассмотрим небольшой
пример.

Пример 2.5. 𝐿-оптимальный план для оценивания коэффициентов
при sin(40𝑡) и sin(50𝑡) в тригонометрической регрессионной модели
порядка 𝑚 = 50.

Рассмотрим тригонометрическую модель (2.6) степени 𝑚 = 𝑁𝑘 и
воспользуемся теоремой 2.11 для нахождения 𝐿-оптимального плана
для оценивания пары коэффициентов 𝜃2(𝑁−1)𝑘−1 и 𝜃2𝑁𝑘−1, которые
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соответствуют компонентам регрессии sin((𝑁 − 1)𝑘𝑡) и sin(𝑁𝑘𝑡)).
Пусть, для определенности, 𝑚 = 50, 𝑁 = 5, 𝑘 = 10. Теорема 2.11
позволяет свести задачу построения 𝐿-оптимального плана для оце-
нивания коэффициентов 𝛽79 и 𝛽99 для модели порядка 𝑚 = 50 к
задаче построения 𝐿-оптимального плана для оценивания коэффи-
циентов 𝛽7 и 𝛽9 для модели порядка 𝑚 = 5, для которой мы можем
найти оптимальный план в явном виде непосредственно из системы
уравнений ⎧⎨⎩

𝜕
𝜕𝑥𝑖

tr𝐿
(1)
sin𝑀

+
𝑠 (𝜉

sin
5 ) = 0,

𝜕
𝜕𝑧𝑖

tr𝐿
(1)
sin𝑀

+
𝑠 (𝜉

sin
5 ) = 0,

где 𝜉sin5 план со структурой, определенной в теореме 2.11. Таким об-
разом, мы получаем

𝜉sin5 =

(︂
−𝜋 + 𝑥1 . . . −𝑥1 𝑥1 𝑥2

𝜋
2 𝜋 − 𝑥2 𝜋 − 𝑥1

𝑧1 . . . 𝑧1 𝑧1 𝑧2
1−4𝑧1−4𝑧2

2 𝑧2 𝑧1

)︂
,

где 𝑥1 = 0.3519978036, 𝑥2 = 1.020599385, 𝑧1 = 0.1112542423, 𝑧2 =
0.09865639359.

Из теоремы 2.11 непосредственно следует, что 𝐿-оптимальный
план для оценивания коэффициентов 𝛽2(𝑁−1)𝑘−1 и 𝛽2𝑁𝑘−1 (т.е. 𝛽79
и 𝛽99 в нашем случае) имеет вид

𝜉sin𝑁𝑘 = 𝜉sin50 =

(︂
−𝑡50 −𝑡49 . . . −𝑡1 𝑡1 . . . 𝑡50
𝜔50 𝜔49 . . . 𝜔1 𝜔1 . . . 𝜔50

)︂
,

первые 5 точек и весов определяются в явном виде:

𝑡1 =
𝑥1
10

, 𝑡2 =
𝑥2
10

, 𝑡3 =
𝜋

20
, 𝑡4 =

𝜋 − 𝑥2
10

, 𝑡5 =
𝜋 − 𝑥1
10

,

𝜔1 =
𝑧1
10

, 𝜔2 =
𝑧2
10

, 𝜔3 =
1

20
− 𝑧1

5
− 𝑧2

5
, 𝜔4 =

𝑧2
10

, 𝜔5 =
𝑧1
10

,
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Рис. 8. Функция 𝜙(𝑡, 𝜉*79,99) определенная в теореме эквивалентности 2.5 для

𝐿-оптимального плана рассмотренного в примере 2.5

а остальные — выражаются с помощью рекурсивных формул:

𝑡𝑖 = 𝑡𝑖−5 +
𝜋

10
, 𝜔𝑖 = 𝜔𝑖−5, 𝑖 = 6, . . . , 50,

где 𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2 определены ранее. В заключение отметим, что экс-
тремальная функция 𝜙(𝑡, 𝜉*79,99) из теоремы эквивалентности 2.5 име-
ет вид

𝜙(𝑡, 𝜉*79,99) = 𝑓𝑇 (𝑡)𝑀+(𝜉*79,99)𝐿𝑀
+(𝜉*79,99)𝑓(𝑡) =

= 0.2 sin2(30𝑡)− 1.05 sin(50𝑡) sin(30𝑡) + 1.37 sin2(50𝑡) + 2.09 sin2(40𝑡).

Поведение этой функции отображено на рис. 8.

2.7. Факторные планы

В сегодняшней лекции мы рассмотрим некоторые понятия и ре-
зультаты, связанные с факторными экспериментами, с которых на-
чала свое развитие теория планирования экспериментов. Впервые
факторные эксперименты были предложены Фишером для решения
агробиологических задач.
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Рассмотрим серию регрессионных экспериментов, результаты из-
мерений в которых зависят от значений 𝑘 переменных (факторов)
𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. До появления методов факторного планирования
в каждом эксперименте подвергалось изменению значение только
одного фактора. При факторном планировании изменяются уров-
ни всех факторов. Факторные эксперименты часто проводятся в ин-
тересах дисперсионного анализа и служат для того, чтобы сокра-
тить, по возможности, число необходимых экспериментов. Статисти-
ческий анализ выполняется единым образом, независимо от струк-
туры (качественной или количественной) используемых факторов.
Под качественным фактором в данном случае понимается перемен-
ная, принимающая конечное множество значений (называемых так-
же уровнями факторов). Количественный фактор принимает значе-
ния из некоторого, определенного исследователем, интервала. Идея
подхода заключается в том, что экспериментатор для каждого фак-
тора 𝑥𝑖 определяет некоторое конечное число (𝑠𝑖 ≥ 2) значений
(уровней), которые может принимать этот фактор. Каждому из этих
уровней ставятся в соответствие символы 0, 1, . . . , 𝑠𝑖 − 1, независи-
мо от того, является переменная 𝑥𝑖 количественной или качествен-
ной, и вместо фактора 𝑥𝑖 рассматривают некоторую абстракцию —
фактор z𝑖, принимающий соответствующие переменной 𝑥𝑖 значения
0, 1, . . . , 𝑠𝑖 − 1.

Факторным планом эксперимента называется совокупность все-
возможных комбинаций уровней факторов, по которым могут про-
водиться измерения. Факторный план называется полным, если со-
гласно этому плану измерения проводятся по одному для каждой
возможной комбинации уровней. Полный факторный план требует
𝑠1𝑠2 · · · 𝑠𝑘 числа измерений. Факторный план называется дробным,
если он предназначен для меньшего числа измерений. Дробные пла-
ны подробно рассматриваются в монографии [3] (глава 2).

Большое распространение на практике получили так называемые
двухуровневые планы, т.е. такие планы, факторы которых принима-
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ют значения только на двух уровнях. Это произошло по ряду при-
чин. В частности, даже если фактор может принимать значения на
многих уровнях, часто выбирают только два крайних, так как, как
правило, чем больше различие в значениях факторов, тем точнее
МНК-оценки параметров функции регрессии. Кроме того, в реаль-
ных задачах достаточно типична ситуация, когда факторы могут
либо присутствовать, либо отсутствовать, т.е. имеют только два зна-
чения. При рассмотрении двухуровневых планов уровни факторов
обычно кодируются числами −1 и 1 и условно называются верхним
и нижним соответственно. Полный двухфакторный план обознача-
ется так 2𝑘.

Схема регрессии, в рамках которой проводится факторный экс-
перимент, называется факторной моделью. Модели могут быть раз-
личны. Наиболее общая факторная модель имеет вид

𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝜃0 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜃𝑖𝑥𝑖 +
∑︁
𝑖1<𝑖2

𝜃𝑖1𝑖2𝑥𝑖1𝑥𝑖2 + . . .+

+
∑︁

𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘

𝜃𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑥𝑖1𝑥𝑖2 . . . 𝑥𝑖𝑘. (2.24)

Параметр 𝜃0 называется общим средним, параметры 𝜃𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑘)
— главными эффектами (взаимодействиями нулевого порядка), 𝜃𝑖1𝑖2
— эффектами взаимодействий первого порядка (эффектами двух-
факторных взаимодействий), 𝜃𝑖1𝑖2...𝑖𝑘 — эффектами взаимодействий
порядка 𝑘 − 1 (эффектами 𝑘-факторных взаимодействий).

Наиболее часто используются два частных случая функции ре-
грессии (2.24)

𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝜃0 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜃𝑖𝑥𝑖 (линейная) (2.25)
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и

𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝜃0 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜃𝑖𝑥𝑖 +
∑︁
𝑖1<𝑖2

𝜃𝑖1𝑖2𝑥𝑖1𝑥𝑖2 (квадратичная).(2.26)

Последняя также называется неполной квадратичной в силу того,
что коэффициенты при 𝑥2𝑖 равны 0.

2.7.1. МНК-оценка

Рассмотрим метод вычисления МНК-оценок для функции регрес-
сии (2.24) для измерений, проводимых по полному двухуровневому
факторному плану.

Докажем следующую лемму.

Лемма 2.11. Для любой функции регрессии вида (2.24) матри-
ца 𝑋 (см. раздел 1.2) для полного факторного плана 2𝑘 обладает
свойством

𝑋𝑇𝑋 = 𝑁𝐼𝑠, (2.27)

где 𝑁 = 2𝑘, 𝐼𝑠 — единичная матрица порядка 𝑠 (𝑠 — количество
параметров регрессии).

Доказательство. Обозначим столбцы матрицы 𝑋 через

𝑥(𝑖) = (𝑥(𝑖1), . . . , 𝑥(𝑖𝑁))
𝑇 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1.

В силу того, что все элементы матрицы 𝑋 равны либо −1, либо 1,
диагональные элементы матрицы 𝑋𝑇𝑋 равны 𝑥𝑇(𝑖)𝑥(𝑖) = 𝑁 . Осталось
проверить, что внедиагональные равны 0.

Рассмотрим случай, когда s=N, который соответствует полной
факторной модели (2.24). Остальные случаи рассматриваются ана-
логично.
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Будем использовать метод математической индукции. Для слу-
чая 𝑘 = 1 матрица 𝑋 имеет вид

𝑋 =

(︂
1 1
1 −1

)︂
и 𝑋𝑇𝑋 = 2𝐼2. Пусть утверждение доказано для 𝑘 = 𝑚. Докажем его
для 𝑘 = 𝑚 + 1. Для определенности обозначим матрицу плана 2𝑚

через 𝑋𝑚. Тогда матрицу плана 2𝑚+1 можно записать в виде

𝑋𝑚+1 =

(︂
𝑋𝑚 𝑋𝑚

𝑋𝑚 −𝑋𝑚

)︂
,

где запись «−𝑋𝑚» означает, что все элементы матрицы 𝑋𝑚 домно-
жены на −1. Проверим, что 𝑋𝑇

𝑚+1𝑋𝑚+1 = 2𝑚+1𝐼2𝑚+1. Действительно,

𝑋𝑇
𝑚+1𝑋𝑚+1 =

(︂
𝑋𝑇

𝑚 𝑋𝑇
𝑚

𝑋𝑇
𝑚 −𝑋𝑇

𝑚

)︂(︂
𝑋𝑚 𝑋𝑚

𝑋𝑚 −𝑋𝑚

)︂
=

=

(︂
2𝑋𝑇

𝑚𝑋𝑚 0
0 2𝑋𝑇

𝑚𝑋𝑚

)︂
=

(︂
2 · 2𝑚𝐼2𝑚 0

0 2 · 2𝑚𝐼2𝑚

)︂
= 2𝑚+1𝐼2𝑚+1.

Лемма доказана.
2

Из этой леммы и из (1.11) следует, что МНК-оценка параметров
модели (2.24) имеет вид

̂︀𝜃𝑖 = 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑥(𝑖𝑗)𝑦𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

2.7.2. 𝐷-оптимальные планы

Пусть функция регрессии имеет вид (2.26), а множество плани-
рования есть 𝑚-мерный куб (𝜒 = [−1, 1]𝑚). Рассмотрим дискретный
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план

𝜉𝑁 =

(︂
𝑥1 . . . 𝑥𝑁
1/𝑁 . . . 1/𝑁

)︂
, (2.28)

где точка 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑚) — 𝑚-мерная точка, координаты которой
соответствуют значению факторов при 𝑖-м измерении. Матрица 𝑋
плана 𝜉 имеет вид

𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥10 𝑥11 . . . 𝑥1𝑚
𝑥20 𝑥21 . . . 𝑥2𝑚
...

...
...

𝑥𝑁0 𝑥𝑁1 . . . 𝑥𝑁𝑚

⎞⎟⎟⎠ ,

где 𝑥𝑗0 ≡ 1, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 — фиктивная 𝑚 + 1-я переменная, соот-
ветствующая параметру 𝜃0. Информационная матрица плана 𝜉, по
определению, есть матрица

𝑀(𝜉) =
1

𝑁
𝑋𝑇𝑋.

Замечание 2.8. В силу леммы 2.11 информационная матрица
полного факторного плана 2𝑚 (т.е. плана 𝜉* вида (2.28), точки ко-
торого сосредоточены во всех вершинах 𝑚-мерного куба) является
единичной

𝑀(𝜉*) =
1

𝑁
𝑋𝑇𝑋 = 𝐼𝑚+1.

Из этого следует, в частности, что максимум функции

𝑑(𝑥, 𝜉*) = 1 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥2(𝑖),

где 𝑥(𝑖) — координаты точки 𝑥 ∈ 𝜒, достигается в точках плана 𝜉*

и равен 𝑚 + 1. По теореме Кифера—Вольфовица (см. теорему 2.3)
получаем, что план 𝜉* является 𝐷-оптимальным.
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Несмотря на ряд полезных свойств (ортогональность и 𝐷-
оптимальность) полного факторного плана, при больших𝑚 на прак-
тике он используется редко. Причина этого в слишком большом чис-
ле измерений — 2𝑚.

Для практического использования значительный интерес пред-
ставляют, в частности, планы, сосредоточенные в минимально воз-
можном числе точек, равном 𝑚+ 1. Такие планы принято называть
насыщенными.

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 2.12. Насыщенный план 𝜉 вида (2.28) имеет информа-
ционную матрицу, пропорциональную единичной тогда и только
тогда, когда он сосредоточен в вершинах правильного 𝑚-мерного
симплекса (т.е. правильного 𝑚-мерного многогранника с количе-
ством вершин m+1).

Доказательство. Обозначим строки матрицы 𝑋 через 𝑧𝑇(𝑖), 𝑖 =
1, . . . , 𝑁 . По определению

𝑧𝑇(𝑖) = (1 𝑥𝑇𝑖 ),

где 𝑥𝑖 — вектор, соответствующий 𝑚-мерной точке плана 𝜉.
Обозначим через 𝜙𝑖𝑗 угол между векторами 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗. По определе-

нию

cos𝜙𝑖𝑗 =
(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)

‖𝑥𝑖‖ · ‖𝑥𝑗‖
, где (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =

𝑚∑︁
𝑙=1

𝑥𝑖𝑙𝑥𝑗𝑙, ‖𝑥𝑖‖ = (𝑥𝑖, 𝑥𝑖).

То, что информационная матрица плана 𝜉 пропорциональна единич-
ной, можно записать следующим образом:

(𝑧𝑖, 𝑧𝑗) =

{︂
0, если 𝑖 ̸= 𝑗,
𝐶, если 𝑖 = 𝑗,

(2.29)
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где 𝐶 > 1 — некоторая константа. В силу определения вектора 𝑧𝑖
условие (2.29) можно переписать как

(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =

{︂
−1, если 𝑖 ̸= 𝑗,
𝐶 − 1, если 𝑖 = 𝑗,

что ровным счетом означает, что

cos𝜙𝑖𝑗 =
1

1− 𝐶
, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Полученное условие эквивалентно тому, что точки 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑁)
плана 𝜉 лежат в вершинах правильного 𝑚-мерного симплекса. Пла-
ны, точки которых сосредоточены в вершинах правильного симплек-
са, называются симплекс-планами.

Некоторые дальнейшие сведения о факторных планах можно най-
ти в монографии [3] (глава 2).
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2.8. Задачи для самоконтроля

1. Найти 𝐷-оптимальный план:
(I) для модели

𝜂(𝑥, 𝜃) = 𝜃1 + 𝜃2𝑥+ 𝜃3𝑥
2 + 𝜃4𝑥

3, 𝑥 ∈ [−1, 1];

(II) для модели

𝜂(𝑥, 𝜃) = 𝜃1 + 𝜃2 sin𝑥+ 𝜃3 cos𝑥+ 𝜃4 sin
2 𝑥+ 𝜃4 cos

2 𝑥, 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋].

2. Найти 𝐿-оптимальный план (в качестве матрицы 𝐿 выбрать диа-
гональную, единичную):
(I) для модели

𝜂(𝑥, 𝜃) = 𝜃1 + 𝜃2𝑥+ 𝜃3𝑥
2, 𝑥 ∈ [−1, 1];

(II) для модели

𝜂(𝑥, 𝜃) = 𝜃1 + 𝜃2 sin𝑥+ 𝜃3 cos𝑥+ 𝜃4 sin
2 𝑥+ 𝜃4 cos

2 𝑥, 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋].

3. Найти 𝑒2-оптимальный план для модели

𝜂(𝑥, 𝜃) = 𝜃0 +
20∑︁
𝑗=1

𝜃2𝑗−1 sin(𝑗𝑥) +
20∑︁
𝑗=1

𝜃2𝑗 cos(𝑗𝑥), 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋].

4. Пусть множество планирования имеет вид

𝜒 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚))
𝑇 ,

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 ≤ 1},
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а функция регрессии равна

𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝜃0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖𝑥𝑖 +
∑︁
𝑖1<𝑖2

𝜃𝑖1𝑖2𝑥𝑖1𝑥𝑖2.

Доказать, что 𝐷-оптимальным является план 𝜉* = 𝛼𝜉1 + (1 − 𝛼)𝜉2,
где 𝛼 = 2/((𝑚 + 1)(𝑚 + 2)), план 𝜉1 сосредоточен в нуле, а план 𝜉2
представляет собой равномерную меру на поверхности сферы{︃

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚))
𝑇 ,

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 = 1

}︃
.

5. Для полиномиальной регрессионной модели 𝑛-го порядка на ин-
тервале [−1, 1] показать, что план

𝜉 =

(︂
−1 cos

(︀
𝑛−1
𝑛 𝜋
)︀

cos
(︀
𝑛−2
𝑛 𝜋
)︀

. . . cos
(︀
1
𝑛𝜋
)︀

1
1
2𝑛

1
𝑛

1
𝑛 . . . 1

𝑛
1
2𝑛

)︂
является 𝑒𝑛-оптимальным.
6. Найти в явном виде 𝐸-оптимальный план для полиномиальной
регрессионной модели 2-го порядка на интервале [𝑎, 𝑏], где 𝑎 и 𝑏 —
произвольные вещественные числа (𝑎 < 𝑏).

Указание: оптимальный план искать на множестве двухточечных
планов вида

𝜉 =

(︂
𝑥1 𝑥2
𝜔1 𝜔2

)︂
.

7. Показать, что
(I) 𝐵(𝐵𝑇𝐵)−2𝐵𝑇 является обобщенно обратной для 𝐵𝐵𝑇 ,
(II) 𝐵𝑇 (𝐵𝐵𝑇 )−𝐵 = 𝐼𝑠 для любой матрицы 𝐵 ∈ 𝑅𝑘×𝑠, у которой
rank(𝐵) = 𝑠.
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8. Найти матрицу 𝐿, для которой для полиномиальной регрессион-
ной модели 3-го порядка на интервале [−1, 1] планы вида

𝜉* =

(︂
−1 −𝑥* 𝑥* 1

1/2− 𝜔* 𝜔* 𝜔* 1/2− 𝜔*

)︂
являются 𝐿-оптимальными. Найти множество допустимых значе-
ний 𝑥*.

9. Привести пример, показывающий, что если 𝐿-оптимальный план
не принадлежит классу Ξ*

𝐿, то условие (2) теоремы (2.5) может быть
нарушено.

Указание: для тригонометрической модели третьего порядка
рассмотреть план, оптимальный для оценивания коэффициентов при
sin(𝑡), sin(2𝑡). Изучить поведение экстремального полинома.
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