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Ãëàâà 1. Ìîäåëèðîâàíèå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîñòè ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà èìååò
ãðîìàäíóþ ñôåðó ïðèëîæåíèé. Ïî÷òè êàæäàÿ èãðà, êîòîðóþ ìû
ñåãîäíÿ ïðîèãðûâàåì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà, èñïîëüçóåò ýëåìåíò
ñëó÷àéíîñòè. Ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ñåãîäíÿ èìèòèðóåòñÿ äâèæåíèå ìîëåêóë â ñëîæíûõ ñðåäàõ, èçó÷àþòñÿ
ïðîèçâîäñòâåííûå ïðîöåññû, ýêîíîìè÷åñêàÿ è ôèíàíñîâàÿ ñèòóàöèÿ
è ìíîãîå äðóãîå. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî � ýòî ìåòîä, èñïîëüçóþùèé
ñëó÷àéíûå ÷èñëà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷. Ñëó÷àéíûå ÷èñëà
ìîæíî ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ ðóëåòêè, ÷òî ñîáñòâåííî è äåëàþò ïîñòîÿííî
â èãîðíûõ çàâåäåíèÿõ Ìîíòå-Êàðëî. Òàê âîçíèêëî íàçâàíèå, à ðàçâèòèå
ìåòîä ïîëó÷èë â ïåðâóþ î÷åðåäü â ñâÿçè ñ ðàñ÷åòàìè àòîìíîé áîìáû è
ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ. Âëèÿíèå ïðîáëåì èç ýòîé îáëàñòè äî ñèõ ïîð âåñüìà
îùóòèìî â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî.

Íà ðóññêîì ÿçûêå èìååòñÿ îáøèðíàÿ ìîíîãðàôè÷åñêàÿ è ó÷åáíàÿ
ëèòåðàòóðà, ãäå, â ÷àñòíîñòè, îñâåùåíà ïðåäûñòîðèÿ ìåòîäà. Ìû íå
áóäåì äàëåå îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòèõ âîïðîñàõ. Äàííîå ðóêîâîäñòâî
èìååò ñâîåé öåëüþ ðàññìîòðåòü ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû èìèòàöèè
ñëó÷àéíîñòè è ïðîâåñòè ïàðàëëåëè ìåæäó êëàññè÷åñêèìè ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, èñïîëüçóþùèìè ñëó÷àéíûå ÷èñëà.

Íàøà öåëü áóäåò ñîñòîÿòü â îáîñíîâàíèè àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî è îïðåäåëåíèè êëàññà çàäà÷, ãäå åãî ïðèìåíåíèå öåëåñîîáðàçíî.

Êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ âêëþ÷àåò ðÿä ïåðåðàáîòàííûõ
äëÿ ó÷åáíûõ öåëåé ðàçäåëîâ 2-ãî èçäàíèÿ êíèãè "Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî è
ñìåæíûå âîïðîñû"1.

Âòîðàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò íîâûé ìàòåðèàë, ïîñâÿùåííûé äèñêðåòíûì
çàäà÷àì � ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Íà ýòèõ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ çàäà÷àõ óäîáíî ïðîñëåäèòü
ñâÿçè äåòåðìèíèðîâàííûõ è ðàíäîìèçîâàííûõ ìåòîäîâ.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ÷èòàëàñü ñòóäåíòàì ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà" â êóðñå "Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ".
Âòîðàÿ ñîñòàâèëà ïðåäìåò ñïåöèàëüíîãî êóðñà, äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåäðû
ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÏáÃÓ.

1Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî è ñìåæíûå âîïðîñû. Ì., Íàóêà, 1975.
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1.1 Ñëó÷àéíûå ÷èñëà (ñâåäåíèÿ èç òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé)

Ìû íàïîìèíàåì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, îòíîñÿùèåñÿ, â îñíîâíîì, ê ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì
ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, èçëàãàÿ èõ â óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøåãî ôîðìå.

Ïðîñòåéøèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èëè ñëó÷àéíûå ÷èñëà.
Ïðîñòåéøèìè ìû áóäåì ñ÷èòàòü äèñêðåòíûå èëè íåïðåðûâíûå
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ò.å. âåëè÷èíó β òàêóþ,
÷òî îíà ïðèíèìàåò îäíî èç r çíà÷åíèé 0, 1, . . . , r − 1 ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè

P{β = k; k = 0, . . . , r − 1} = 1/r (1.1.1)

è âåëè÷èíó α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ íà ïðîìåæóòêå [0, 1], ò.å.
òàêóþ, ÷òî îíà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå èç [0, 1]
è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ïðèìåò çíà÷åíèå èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà
∆, ∆ ∈ [0, 1] ðàâíà äëèíå |4| ýòîãî èíòåðâàëà. Ïëîòíîñòü φ(x) íà [0, 1]
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

φ(x) =

{
1, x ∈ [0, 1)
0, x 6∈ [0, 1].

(1.1.2)

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò â äèñêðåòíîì ñëó÷àå r = 2. Â ýòîì
ñëó÷àå β íàçûâàþò ñëó÷àéíûì áèòîì.

Íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû β íàçûâàþò òàêæå (â
îñîáåííîñòè ïðè r = 10) ñëó÷àéíûìè öèôðàìè, à ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå
èç ýòèõ ñëó÷àéíûõ öèôð � ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè.

Íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àéíûì ÷èñëàì,
áóäóò âàæíû â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè. Ìû ñôîðìóëèðóåì èõ â âèäå
ñâîéñòâ.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû α è β ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè Or β1, β2, . . . , βn . . . áåñêîíå÷íàÿ r-è÷íàÿ äðîáü2 è
βi íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì
(1.1.1), òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

α = Orβ1, . . . , βn . . .

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [0, 1]. Îáðàòíî, åñëè α
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1] è Orβ1, . . . , βn . . . åå ïðåäñòàâëåíèå â

2ò.å. Σ∞k=1βk/rk � çäåñü r èãðàåò ðîëü çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (0, = 010)
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âèäå r-è÷íîé äðîáè, òî β1, . . . , βn . . . íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è èìåþò
ðàñïðåäåëåíèå (1.1.1).

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü äîêàçàíû äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ äðîáè â ñìåøàííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Äàëüíåéøåå áóäåò êàñàòüñÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, êîìïîíåíòû
êîòîðûõ íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû.

Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü α1, α2, . . . , αn, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α (ñ
ïëîòíîñòüþ (1.1.2), òîãäà ñëó÷àéíûå âåêòîðû Ξi = (α(i−1)s+1, . . . , αis), i =
1, 2, . . . íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â åäèíè÷íîì s-ìåðíîì
ãèïåðêóáå Ds = [0, 1]s .

Ñâîéñòâî 2à. Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ñëó÷àéíûå âåêòîðû

(αi, αi+1, . . . , αi+s−1), i = 1, 2, . . . (1.1.3)

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â åäèíè÷íîì s-ìåðíîì ãèïåðêóáå.
Ñâîéñòâî 3. Åñëè ìû ïðîèçâîëüíûì (íî íå çàâèñÿùèì îò

çíà÷åíèé α1, α2 . . .) îáðàçîì èçìåíèì ïîðÿäîê íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖αi‖∞1 , òî ñâîéñòâî 2 òàêæå áóäåò èìåòü ìåñòî. 3

Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü Ξi âåêòîðû ñ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûìè è íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè (ôèãóðèðóþùèìè â
ñâîéñòâàõ 2 è 3).

Òîãäà èìååò ìåñòî
Ñâîéñòâî 4. Åñëè f(X), X = (x1, . . . , xs) ëþáàÿ èíòåãðèðóåìàÿ

(ïî Ëåáåãó) â åäèíè÷íîì ãèïåðêóáå Ds = [0, 1)s ôóíêöèÿ, òî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1

lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

f(Ξi) =

∫

Ds

f(X) dX (1.1.4)

äëÿ ëþáîãî s = 1, 2, . . .
(×àñòíûé ñëó÷àé óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë).
Ñâîéñòâî 5. Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ñ êâàäðàòîì â Ds ôóíêöèè

3Ñòðîãî ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò îá èçìåíåíèè íóìåðàöèè â ëþáîì êîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1, α2 . . . .
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f(X) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì s èìååì

lim
N→∞

P



√

N

σf

∣∣∣∣∣∣
1

N

N∑
i=1

f(Ξi)−
∫

Ds

f(X) dX

∣∣∣∣∣∣
< y


 =

√
2

π

y∫

0

e−u2

du,

ãäå

σ2
f =

∫

Ds

f 2(X) dX −



∫

Ds

f(X) dX




2

. (1.1.5)

(×àñòíûé ñëó÷àé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû).
Äâà ïîñëåäíèõ ñâîéñòâà óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî

èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (åñëè ìû óìååì èõ ïîëó÷àòü) â
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë

J =

∫

Ds

f(X) dX

ïðè N äîñòàòî÷íî áîëüøîì ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí (ñ âåðîÿòíîñòüþ

1) ñðåäíèì SN = 1
N

N∑
i=1

f(Ξi). Åñëè æå êîíå÷åí èíòåãðàë
∫
Ds

f 2(X) dX,

òî ñ âåðîÿòíîñòüþ p è òàêæå äîñòàòî÷íî áîëüøîì N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|J − Sn(f)| ≤ γpσf√
N

, (1.1.6)

ãäå γp îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
√

2

π

∫ γp

0
e−u2/2 du = p.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ðàñïîëàãàÿ ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè, ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíûå çàêîíû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ãîðàçäî
áîëåå îáùåé ôîðìå. Òàê, íàïðèìåð, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåãî SN(f), êîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∫

Ds

|f(X)|r dX, 1 < r < 2,

è îöåíèòü ïîãðåøíîñòü |J−SN [f ]|. Îíà óáûâàåò â ýòîì ñëó÷àå ìåäëåííåå
÷åì O(N−1/2). Ìû òàêæå ìîæåì ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè
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âåðîÿòíîñòíûì ñïîñîáîì èíòåãðàëà ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå µ. Ýòîò
âîïðîñ áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Íî âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ñëó÷àéíûõ ÷èñëàõ. Èõ ìîæíî ïûòàòüñÿ
ïîëó÷èòü ïîäáðàñûâàÿ ìîíåòó, (åñëè îíà èäåàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî
ìû ïîëó÷àåì îðëà(1) èëè ðåøêó (0) ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè) èëè
ñ ïîìîùüþ ðóëåòêè, òàêæå èäåàëüíîé (îòñþäà, ñîáñòâåííî, ïðîèçîøëî
íàçâàíèå ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî).

Îäèí èç ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçîâàòü íåêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (r-è÷íûõ öèôð) â ïðèëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ (ïðîâåðêè ãèïîòåç).

Èìåÿ çàäàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë α1, α2, . . ., ìû ìîæåì
âûñêàçûâàòü ãèïîòåçû î òîì, ÷òî îíè ñëó÷àéíû, íåçàâèñèìû è èìåþò
çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå. Àïïàðàò ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç
ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü � íå ïðîòèâîðå÷àò ëè íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ
íàáëþäàåìûì çíà÷åíèÿì ÷èñåë. Åñëè òàêîå ïðîòèâîðå÷èå èìååò ìåñòî ñî
çíà÷èòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ.

Óäîâëåòâîðåíèå äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåñòàì ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ äëÿ ïðîâåðêè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ïðèâåäåì êðèòåðèè χ2 è Êîëìîãîðîâà.

Ïóñòü íàìè âûñêàçàíà ãèïîòåçà H0: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α èìååò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ïðîìåæóòêå [0,1]. Êðèòåðèé χ2 ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàåòñÿ m âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ ñîáûòèé
A1, . . . , Am òàê, ÷òî ïîÿâëåíèå êàæäîé ðåàëèçàöèè αi ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû α îçíà÷àåò íàñòóïëåíèå îäíîãî èç íèõ. Ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî
nk íàñòóïëåíèÿ k-ãî ñîáûòèÿ,

m∑
k=1

nk = N . Åñëè P (Ak) âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ, âû÷èñëåííàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî H0 âåðíà, òî âû÷èñëÿåì
÷èñëî (çíà÷åíèå êðèòåðèÿ χ2)

χ2
m−1 =

m∑

k=1

Ck

(nk

N
− P (Ak)

)2
, Ck > 0. (1.1.7)

Â íàøåì ñëó÷àå îòðåçîê [0, 1) ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îòðåçêè 4k è äëÿ êàæäîãî 4k ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ñîáûòèé Ak : αi ∈
4k, i = 1, . . . , N . Òåîðåòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Ak åñòü äëèíà
îòðåçêà 4k, P (Ak) = |4k|. Îáû÷íî âûáèðàþò |4| = 1/m.

Êðèòåðèé (1.1.7) ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
öèôð βi (â r-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàæäàÿ
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öèôðà ðàâíîâåðîÿòíà îáû÷íî ïîëàãàþò Ak = {βi = k}, k = 0, 1, . . . , r−
1, P (Ak) = 1/2, è m = r.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.1. Ïðè âûáîðå êîíñòàíò Ck = N/p(Ak) âåëè÷èíà χ2

m−1
èìååò ïðè N →∞ ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ m− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
m èìåþòñÿ ïîäðîáíûå òàáëèöû.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñ÷èñëåííîå êîëè÷åñòâî
âîçìîæíîñòåé âûáîðà ñîáûòèé Ak â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè
H0. Ìîæíî ïðîâåðÿòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî ïîÿâëåíèå
âñåâîçìîæíûõ ïàð β2j − 1, β2j ðàâíîâåðîÿòíî. Òîæå îòíîñèòåëüíî òðîåê
è ò.ä. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïðîâåðèòü ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ïàð, òðîåê è äð. â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ðàâíîâåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîãî èç çíà÷åíèé βk = k â ðÿäó
β1, . . . , βN íå ãàðàíòèðóåò ðàâíîâåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ
ïàð. (Ñðàâíèòå ñâîéñòâî 2 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí).

Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà. Åñëè α1, α2, . . . , αN ñëó÷àéíûå òî÷êè íà
R1, òî ôóíêöèþ

F̂N(x) =
1

N

N∑

k=1

χ(−∞,x](αk) =
1

N

N∑

k=1

»|(xk ≤ x), k = 1, . . . , N, (1.1.8)

ãäå χ(a,b](x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà (a, b], íàçûâàþò
ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà
íàçûâàþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

DN = sup
x
|F̂N(X)− F (x)|, (1.1.9)

ãäå F (x) � òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ α. Â èíòåðåñóþùåì
íàñ ñëó÷àå è F (x) = x. Èçâåñòíî ïðåäåëüíîå ïðè N →∞ ðàñïðåäåëåíèå
DN, êîòîðîå íå çàâèñèò îò F (x), ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåðÿòü
ãèïîòåçó î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà
ãèïîòåçà î ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â s-ìåðíîì ãèïåðêóáå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîé êîìïîíåíòû (â
ïðåäïîëîæåíèè âåðíîñòè ãèïîòåçû H0 : F (x) = x ýòî îäíà è òà
æå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò), à òàêæå
ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè èõ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
óñëîâíûì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè s = 2

F (x, y) = P (α ≤ x/α′ ≤ y)). (1.1.10)
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Íà èõ áàçå ìîãóò ñòðîèòüñÿ êðèòåðèè ñîãëàñèÿ äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0.

Â ëèòåðàòóðå íåîäíîêðàòíî îïèñûâàëèñü ñèñòåìû òåñòîâ,
êîòîðûå àâòîðû ñ÷èòàþò äîñòàòî÷íûìè äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå ñëó÷àéíûõ è
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ (íàïðèìåð, [1,2]). Íå îñòàíàâëèâàÿñü
ïîäðîáíåå íà ýòîì âîïðîñå, îòìåòèì, ÷òî ïðîâåðêè ñ ïîìîùüþ
ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ ïîëåçíû è íåîáõîäèìû, íî èñõîäíûé âûáîð
àëãîðèòìà ïðèáëèæåííî èìèòèðóþùåãî ñëó÷àéíîñòü íóæäàåòñÿ â
íåïîñðåäñòâåííîì òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì
îäèí èç ïîäõîäîâ ê òàêîãî ðîäà îáîñíîâàíèþ â ðàìêàõ òåîðåòèêî-
÷èñëîâûõ ìåòîäîâ.

Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìíîãèå ïðèëîæåíèÿ
ïðåäïîëàãàþò, ÷òî íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì èñïîëüçóþòñÿ êîìïüþòåðíûìè
ïðîãðàììàìè.

Óäîáíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ðåàëèçàöèé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé àëãîðèòì. Îäíàêî, çäåñü ìû èìååì äåëî ñ
ÿâíûì ïðîòèâîðå÷èåì � äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, ñòðîãî ãîâîðÿ,
íå ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ÷èñëà "ïîõîæèå" íà ñëó÷àéíûå, äîëæåí
áûòü î÷åíü ñëîæíûì. Äåéñòâèòåëüíî, èññëåäîâàíèÿ Í.À. Êîëìîãîðîâà
è åãî ïîñëåäîâàòåëåé ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì, äàþùèé ÷èñëà, êîòîðûå
íå ìîãóò áûòü îòëè÷èìû îò ñëó÷àéíûõ (ñ ïîìîùüþ êàêèõ ëèáî
òåñòîâ) äîëæåí èìåòü áåñêîíå÷íóþ ñëîæíîñòü (ñì., íàïðèìåð, [3]).
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñëåäóåò ñòàâèòü çàäà÷ó î êîíñòðóêöèè àëãîðèòìà,
âû÷èñëÿþùåãî ÷èñëà, îáëàäàþùèå ëèøü íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë èëè îáëàäàþùèå ýòèìè ñâîéñòâàìè ïðèáëèæåííî (â
íåêîòîðîì ñòðîãî îïðåäåëåííîì ñìûñëå).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë α1, . . . , αN . . .
ïñåâäîñëó÷àéíîé, åñëè ýòè ÷èñëà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà (ïðîãðàììû) è ïðèáëèæåííî îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè 1− 5 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà, íàçûâàåìîãî
äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ëåæèò âíå ðàìîê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Çäåñü íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå ñðåäñòâ òåîðèè ÷èñåë. Íèæå èçëàãàþòñÿ
íåêîòîðûå íóæíûå íàì ôàêòû èç òåîðèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â
òåîðåòèêî-÷èñëîâîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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1.2 Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Íåîáõîäèìî ÷åòêî óÿñíèòü ñåáå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà
ìåæäó òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûì è òåîðåòèêî-÷èñëîâûì ïîäõîäîì. Â
ðàìêàõ òåîðèè ÷èñåë ìû çàáûâàåì âðåìåííî î ñëó÷àéíîñòè. Ìû èìååì
äåëî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûìè) öåëûõ èëè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ïóñòü E = ε1, ε2, . . . , εn . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
èç ïðîìåæóòêà [0, 1). Â ðàìêàõ òåîðèè ÷èñåë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
àíàëîãè ñâîéñòâ 1�5, ñôîðìóëèðîâàííûõ ðàíåå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ èíòåãðèðóåìîé íà [0, 1) ôóíêöèè f(x) ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

f(εk). (1.2.1)

Åñëè äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé f ýòîò ïðåäåë áóäåò ðàâåí èíòåãðàëó∫ 1
0 f(x) dx, òî ìû âïðàâå ãîâîðèòü îá àíàëîãå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë
(ñâîéñòâî 4). Îäíàêî ñðåäè âñåõ èíòåãðèðóåìûõ (ïî Ëåáåãó) ôóíêöèé
ìîæíî óêàçàòü òàêèå, ÷òî îíè ïðîñòî íå îïðåäåëåíû â òî÷êàõ ε1, ε2, . . .

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè E , ìíîæåñòâî êîòîðûõ èìååò íóëåâóþ ìåðó. Äëÿ
ýòèõ ôóíêöèé ðàâåíñòâî

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

f(εk) =

∫ 1

0
f(x) dx (1.2.2)

íå îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ.
Èçâåñòíî, îäíàêî, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè f ðàâåíñòâî (1.2.2)
âûïîëíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (εi)
∞
1 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

èç îòðåçêà [0, 1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé (â òåîðåòèêî-
÷èñëîâîì ñìûñëå) íà ýòîì îòðåçêå, åñëè äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ïî
Ðèìàíó ôóíêöèè f(x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.2).

Ïîñêîëüêó ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
(òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) âñþäó ïëîòíû â ìíîæåñòâå èíòåãðèðóåìûõ
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ïî Ðèìàíó ôóíêöèé, òî îïðåäåëåíèå 1 ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì
(ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà èìåþòñÿ â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå).

Îïðåäåëåíèå 1.2à. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (εi)
∞
1 íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäûíòåðâàëà 4 ⊂ [0, 1) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

χ4(εi) = |4|, (1.2.3)

ãäå
χ4(x) =

{
1 , x ∈ 4
0 , x /∈ 4.

(1.2.4)

Îïðåäåëåíèå 1.2á. (Êðèòåðèé Âåéëÿ). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (εi)
∞
1

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà, åñëè äëÿ êàæäîãî öåëîãî, îòëè÷íîãî îò íóëÿ k
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
N→∞

1

N

N∑

l=1

e2πikεl = 0. (1.2.5)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1.2. Îïðåäåëåíèÿ 1.2, 1.2à è 1.2á ðàâíîñèëüíû.
Èç ýòîé òåîðåìû (îïðåäåëåíèå 1.1á) ñëåäóåò
Òåîðåìà 1.3. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñóùåñòâóþò.
Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ìû óêàæåì êîíêðåòíûé ïðèìåð òàêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òàêæå ñëåäóÿ Âåéëþ).
Ïóñòü

εn = {nβ} n = 1, 2, . . . (1.2.6)

ãäå β � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, à {a} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ äîëþ ÷èñëà
a. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðîâåðèì âûïîëíåíèå (1.2.5)

SN(E) =
N∑

n=1

e2πik{nβ} =
N∑

n=1

e2πiknβ = e2πikβ · 1− e2πikNβ

1− e2πikβ

è
|SN(E)| ≤ |e2πikβ|1 + |e2πikNβ|

1− e2πikβ
,

÷òî ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ âûêëàäîê äàåò

|SN(E)| ≤ 1

| sin πkβ| .
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Ïðåäïîëîæåíèå îá èððàöèîíàëüíîñòè β îáåñïå÷èâàëî âî âñåõ ñëó÷àÿõ
îòëè÷èå îò íóëÿ çíàìåíàòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì
1

N
|SN(E)| ≤ 1

N | sin πkβ|
è ïðè ëþáîì öåëîì k 6= 0

lim
N→∞

N−1|Sn(E)| = 0,

÷òî è äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ðàñïðåäåëåííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
E . Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ðàâíîìåðíàÿ ðàñïðåäåëåííîñòü äîâîëüíî ñëàáîå
ñâîéñòâî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé "î÷åíü
ìíîãî". Ìû ïðèâåäåì äàëåå òàê íàçûâàåìóþ ìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó,
ñì. [4], îòíîñÿùóþñÿ ê ïî÷òè âñåì çíà÷åíèÿì âåëè÷èíû x èç [0, 1].

Òåîðåìà 1.4.Ïóñòü a1, a2, . . . , an . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ
öåëûõ ÷èñåë, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

εn = {anx} (1.2.7)

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà äëÿ ïî÷òè âñåõ x èç ïðîìåæóòêà [0, 1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì öåëîå k 6= 0 è ïîëîæèì

S(N, x) =
1

N

N∑
n=1

exp(2πik an x), N ≥ 1, x ∈ [0, 1].

Äîìíîæàÿ S(N, x) íà S(N, x) � âåëè÷èíó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ê
íåé, èìååì

S(N, x)S(N, x) = |S(N, x)|2 =
1

N 2

N∑
m,n=1

exp(2πik(am − an) x).

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî x îò 0 äî 1 è çàìå÷àÿ, ÷òî
îòëè÷íûìè îò íóëÿ (ðàâíûìè åäèíèöå) áóäóò ëèøü ñëàãàåìûå ïðè m =
n, ïîëó÷èì ∫ 1

0
|S(N, x)|2 dx = 1/N.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∑

N=1

∫ 1

0
|S(N 2, x)|2 dx =

∞∑ 1

N 2 < ∞.
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Ïî ëåììå Ôàòó ïîëó÷èì
∫ 1

0

∞∑
n=1

|S(N 2, x)|2 dx < ∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà äîëæåí ñõîäèòüñÿ äëÿ
ïî÷òè âñåõ x è åãî îáùèé ÷ëåí äëÿ ïî÷òè âñåõ x äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê
íóëþ

lim
N→∞

S(N 2, x) = 0, x ∈ [0, 1].

Äëÿ öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî N ìîæíî óêàçàòü òàêîå öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå m, ÷òî m2 ≤ N < (m + 1)2. Îöåíèâàÿ ãðóáî |S(N, x)|,
ïîëó÷èì

|S(N, x)| ≤ |S(m2, x)|+ 1

N

∣∣∣∣∣
N∑

n=m2+1

e2πikanx

∣∣∣∣∣ ≤ |S(m2, x)|+

+
2m

N
≤ |S(m2, k)|+ 2√

N
, ïîñêîëüêó N ≤ m2 + 2m.

Îòñþäà lim
N→∞

S(N, x) = 0, äëÿ ïî÷òè âñåõ x èç [0, 1].
Èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî çàâèñèò îò k, íî ñóììà ñ÷åòíîãî

ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ íóëåâîé ìåðû èìååò ìåðó 0. Ýòî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s-ìåðíûõ âåêòîðîâ

ei = ||(e(1)
i , . . . , e

(s)
i )||∞i=1 (0 ≤ e

(j)
i ≤ 1), j = 1, . . . , s

íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â Ds = [0, 1]s åäèíè÷íîì s-ìåðíîì
ãèïåðêóáå, åñëè äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó â Ds ôóíêöèè f(X),
X = (x1, . . . , xs) âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(en) =

∫

Ds

f(X) dX. (1.2.8)

Èìååò ìåñòî ìíîãîìåðíûé àíàëîã êðèòåðèÿ Âåéëÿ.
Òåîðåìà 1.4à. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ei áûëà

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â Ds íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî , ÷òîáû äëÿ
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ëþáîãî íàáîðà s öåëûõ ÷èñåë k1, . . . , ks, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πi(k1e
(1)
n +...+kse

(s)
n ) = 0. (1.2.9)

Åñëè îáîçíà÷èòü 4s ëþáîé s-ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä,
ëåæàùèé â Ds, òî áóäåò èìåòü ìåñòî î÷åâèäíûé àíàëîã òåîðåìû 1.2.

Åñëè β1, . . . , βs � íåêîòîðûå íåçàâèñèìûå, ò.å. òàêèå, ÷òî íè ïðè êàêèõ
öåëûõ k1, . . . , ks, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
k1β1, . . . , ksβs íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, èððàöèîíàëüíûå
÷èñëà, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ

en = ({nβ1}, {nβ2}, . . . , {nβs})
âûïîëíåí êðèòåðèé Âåéëÿ (1.2.9), ò.å. îíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â Ds.

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãèþ ìåæäó ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, çàìå÷àåì, ÷òî æåëàòåëüíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíåíèå àíàëîãîâ ñâîéñòâ 2 è 3. Â òåîðèè ÷èñåë ôèãóðèðóåò àíàëîã
ñâîéñòâà 2.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖εi‖ íàçûâàåòñÿ s-ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ (ei, ei+1, . . . , ei+s−1),
i = 1, 2, . . . ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â Ds.

Íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Âåéëÿ ëåãêî óñòàíîâèòü
ñëåäóþùåå:

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖εi‖ s-ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà è r ≤ s, òî
îíà è r-ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

Î äàëüíåéøèõ ñâîéñòâàõ s-ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â ñìûñëå
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñì. [4, 5]. Ìû äàäèì äðóãîå
îïðåäåëåíèå s-ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü ε = ‖εi‖∞1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èç [0, 1].
Îáðàçóåì âåêòîðû

e
(s)
k =

(
ε(k−1)s+1, . . . , εks

)
, k = 1, 2, . . . ðàçìåðíîñòè s.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖εi‖ � s-íåçàâèñèìî
ðàâíîìåðíî (s-í-ðàâíîìåðíî) ðàñïðåäåëåííîé, åñëè âåêòîðû e

(s)
k

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â Ds.
Òàêîå îïðåäåëåíèå ìåíåå óäîáíî äëÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òåîðèè

÷èñåë, íî áîëåå åñòåñòâåííî â òåîðèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.
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Íåèçâåñòíî, ñïðàâåäëèâî ëè äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s-í-
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ, óòâåðæäåíèå, ÷òî îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ s−1-
í-ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè. (Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ëèøü äëÿ
s = 2).

Íî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî.
Òåîðåìà 1.5. Èç s-í-ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, åå s + 1-í-ðàâíîìåðíàÿ
ðàñïðåäåëåííîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ïðîñòîé ïðèìåð

Ïóñòü s = 1 è εk = {kβ}, ãäå β èððàöèîíàëüíî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàåì, ÷òî β < 1. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü e

(2)
l

e
(2)
l =

(
{(2l − 1)β}, {2lβ}

)
, l = 1, 2, . . . (1.2.10)

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû e
(2)
l íå ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî â êâàäðàòå.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå èõ ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè, äîëæíî, â
÷àñòíîñòè, âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

lim
N→∞

1

N

N∑

l=1

χ4(e
(2)
l ) =

∫

4

dxdy = 1/2, (1.2.11)

ãäå 4 = {x, y : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}, à χ4 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ðàâåíñòâî (1.2.11) îçíà÷àåò òàê æå, ÷òî íåðàâåíñòâî

{(2l − 1)β} ≤ {(2lβ)} (1.2.12)

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ïðåäåëå äëÿ ïîëîâèíû ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk. Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íàõîæäåíèÿ
òî÷êè e

(2)
l â òðåóãîëüíèêå. Íî

{(2lβ)} = {({(2l − 1)β}+ β)},
à

{({(2l − 1)β}+ β)} =

{
(2l − 1)β + β, åñëè {(2l − 1)β}+ β < 1
(2l − 1)β + β − 1, åñëè {(2l − 1)β}+ β > 1.

Íî âòîðîé ñëó÷àé íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí, òàê êàê èç (1.2.12) èìååì

{(2l − 1)β} ≤ {(2lβ)} = {(2l − 1)β}+ β − 1 ò. å. β − 1 > 0 è β > 1,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (1.2.12)
èìååò ìåñòî òîëüêî, åñëè {(2l − 1)β} < 1 − β. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé
ðàñïðåäåëåííîñòè 4 èìååì

lim
N→∞

1

N

N∑

l=1

χ4(e
(2)
l ) = (1− β) 6= 1/2,

(β � èððàöèîíàëüíî).
Îòñþäà è ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Â òåîðèè ÷èñåë ïîêàçàíî, ÷òî s-ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ρ
(1)
k , k = 1, 2, . . . (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.4) ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

ρ
(s)
k = {(ks + Ps−1(k)β},

ãäå Ps−1 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè s − 1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
(Ôðàíêëèí [6]).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s-ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ïðè ëþáîì
s íîñÿò íàçâàíèå âïîëíå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ. Î÷åâèäíî
ñâîéñòâî âïîëíå ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì.
Èì îáëàäàåò (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåàëèçàöèé
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ìîæíî îæèäàòü ÷òî,
çàìåíèâ â âûðàæåíèè äëÿ ρ

(1)
k ìíîãî÷ëåí íà ýêñïîíåíòó, ìû ïîëó÷èì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ñâîéñòâàìè áëèçêèìè ê ñâîéñòâàì âïîëíå
ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè. Îáñóäèì äàëåå íåêîòîðûå ñâîéñòâà
òàêîãî ðîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà äðîáíûõ äîëåé ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ
÷èñåë âèäà

εk = {Mkε0} èëè εk = {Mεk−1}. (1.2.13)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà (Cþ [7], Ñîáîëü [8],
Åðìàêîâ [9]), êîòîðóþ ìû ïðèâåäåì â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå, ÷åì ýòî
ñäåëàíî â [9].

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü f(X) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è
èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó â åäèíè÷íîì s-ìåðíîì ãèïåðêóáå Ds.

Ïîëîæèì
φM(x) = f(x, {M1x}, . . . , {M1 . . .Ms−1x}),

4Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Âåéëÿ ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

2lβ
}

è
{

(2l − 1)β
}

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå (0, 1), åñëè β èððàöèîíàëüíî.
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ãäå M1, . . . , Ms−1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà áîëüøå åäèíèöû è M =
min(M1, . . . , Ms). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
M→∞

1∫

0

φM(x) dx =

∫

Ds

f(X) dX. (1.2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì îòðåçîê (0, 1) íà M1 ðàâíûõ èíòåðâàëîâ,
ïîëîæèì M1x = j1 + y1 íà èíòåðâàëå ñ íîìåðîì j1. Èìååì

∫ 1

0
φM(x) dx =

M1−1∑
j1=0

(j1+1)/M1∫

j1/M1

φM(x) dx =

=
1

M1

M1−1∑
j1=0

∫ 1

0
f

(
j1 + y1

M1
, y1, . . . {M2 . . . Ms−1y1}

)
dy1.

Àíàëîãè÷íî, ðàçáèâàÿ êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ íà ñóììó
M2 ñëàãàåìûõ, è â êàæäîì èç íèõ äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ M2y1 =
j2 + y2, ïîëó÷èì ∫ 1

0
φM(x) dx =

=
1

M1M2

M1−1∑

j1=0

M2−1∑

j2=0

∫ 1

0
f

(
j1 + y1

M1
,
j2 + y2

M2
, y2, . . . , {M3 . . .Ms−1y2}

)
dy2.

È ïîñëå ïîâòîðåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà s ðàç (â ïîñëåäíèé ðàç îòðåçîê
ðàçáèâàåì íà M ÷àñòåé) èìååì

∫ 1

0
φM(x) dx =

1

MM1 . . .Ms−1

M1−1∑
j1=0

. . .

. . .
M−1∑
js=0

∫ 1

0
f

(
j1 + y1

M1
, . . . ,

js−1 + ys−1

Ms−1
,
js + ys

M

)
dys.

Îáîçíà÷èì JM ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, à m̄(j1, . . . , js) è
m(j1, . . . , js) âåðõíþþ è íèæíþþ ñîîòâåòñòâåííî ãðàíè ôóíêöèè f(X) â
ïàðàëëåëåïèïåäå

jk/Mk ≤ xk ≤ (jk + 1)/Mk, (k = 1, . . . , s,Ms = M),
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òîãäà, î÷åâèäíûì îáðàçîì, ïîëó÷èì

1

M1, . . .Ms−1M

M1−1∑

j1=0

. . .

. . .

Ms−1∑

js=0

m(j1, . . . , js) < JM ≤ 1

M1, . . . , Ms−1Ms

M1∑

j1=0

. . .

Ms∑

j1=0

m̄(j1, . . . , js).

Â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íàõîäÿòñÿ
âåðõíÿÿ S(f,M) è íèæíÿÿ S(f,M) ñóììû Äàðáó, êîòîðûå â ñèëó
ïðåäïîëîæåííîé èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó ôóíêöèè f èìåþò ïðè
M →∞ ñâîèì îáùèì ïðåäåëîì

∫
Ds

f(X) dX, ò.å.

1∫

0

φM(x) dx ïðè M →∞ åñòü
∫

Ds

f(X) dX.

Çàìå÷àíèå. Ðåçóëüòàò òåîðåìû òðèâèàëüíûì îáðàçîì íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà íóìåðàöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Òåïåðü ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äðîáíûõ äîëåé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè àñèìïòîòè÷åñêè ïðè M →
∞ âûïîëíÿþòñÿ ìíîãèå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ
ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà
ïðîìåæóòêå (0, 1).

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü f(X) ïðîèçâîëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó
â Ds ôóíêöèÿ, αl = {M l−1β}, β ∈ [0, 1] è Xk = (α(k−1)s+1, . . . , αks).

Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ β èç (0, 1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
M→∞

(
lim

N→∞
1

N

N∑

k=1

f(Xk)

)
=

∫

Ds

f(X) dX. (1.2.15)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M ôèêñèðîâàíî. Èìååì

f(Xk) = f
(
{M (k−1)s+1β}, . . . , {Mksβ}

)
= φM({M (k−1)sβ}).

Èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ β èç [0, 1)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yk = {M (k−1)sβ} ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî è ìû
èìååì

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

f(Xk) =

∫ 1

0
φM(x). (1.2.16)

19



Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó òåîðåìó Ñþ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Â òåîðåìå 1.7 âåêòîðû Xk áûëè îáðàçîâàíû èç ýëåìåíòîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1, . . . , αt, αt = {M tx}, âçÿòûõ â îïðåäåëåííîì
ôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå. Ïóñòü òåïåðü lk1 , . . . , l

k
s íåêîòîðûå ðàçëè÷íûå

íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì âåêòîðû Yk = (αlk1
, . . . , αlks

),
k = 1, 2, . . . , N . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.7′. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ Yk

àñèìïòîòè÷åñêè ïî M âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Âåéëÿ äëÿ ïî÷òè
âñåõ x èç [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
1.4.

Çàôèêñèðóåì íàáîð öåëûõ íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñåë
k1, . . . , ks è ñîñòàâèì ñóììó

S(N, x) =
1

N

N∑
n=1

exp [2πi(k1αln1 + k2αln2 + . . . + ksαlns )].

Óìíîæàÿ S(N, x) íà ñîïðÿæåííóþ ê íåé, èìååì

|S(N, x)|2 =
1

N 2

N∑
m,n=1

exp [2πi(k1(M
ln1 −M lm1 ) + . . . + ks(M

lns −M lns ))x].

Âûäåëÿÿ ÷ëåíû ñóììû, ñîîòâåòñòâóþùèå m = n, ïîëó÷èì

|S(N, x)|2 =
1

N
+

1

N 2

N∑
m 6=n

m,n=1

exp [2πix(k1(M
ln1 −M lm1 )+. . .+ks(M

lms −M lms ))].

Äàëåå ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî x è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó
ïðè M →∞

lim
M→∞

∫ 1

0
|S(N, x)|2 dx =

=
1

N
+

1

N 2

N∑
m 6=n

m,n=1

lim
M→∞

∫ 1

0
[2πix(k1(M

ln1 −M lm1 ) + . . . + ks(M
lns −M lms ))].

(1.2.17)
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â êàæäîì ñëàãàåìîì ñóììû ïðàâîé ÷àñòè (1.2.17)
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå åñòü íåêàÿ ϕM(x) (ñì òåîðåìó Ñþ) äëÿ
ôóíêöèè 2s ïåðåìåííûõ exp [2πi(k1(x1 − y1) + . . . + ks(xs − ys)) è ìû
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èìååì

lim
M→∞

∫ 1

0
|S(N, x)|2 dx =

1

N
+

N(N − 1)

N 2

∫ 1

0
dx1 . . .

∫ 1

0
dxs

∫ 1

0
dy1 . . .

. . .

∫ 1

0
dys ×× exp [2πi(k1(x1 − y1) + . . . + ks(ks − ys))].

Îòêóäà è ñëåäóåò, â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ ìíîãîêðàòíîãî èíòåãðàëà,
ðàâåíñòâî

lim
M→∞

∫ 1

0
|S(N, x)|2 dx =

1

N
.

Äàëåå, áóêâàëüíî âîñïðîèçâîäÿ ðàññóæäåíèÿ íà ñòð. 8, èìååì

lim
N→∞

lim
M→∞

∫ 1

0
|S(N, x)|2 = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x èç (0, 1).

Ýòî è îáîçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî M âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ Âåéëÿ
äëÿ s-ìåðíûõ âåêòîðîâ Y = (αln1 , . . . , αlns ).

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî èç àñèìïòîòè÷åñêîãî (ïî M)
âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ Âåéëÿ íå ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ í. âïîëíå
ðàâíîìåðíàÿ ðàñïðåäåëåííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áîëåå òî÷íî
ðàâåíñòâî (1.2.15), åñëè â íåì Xk çàìåíèòü íà Yk, íî îíî ìîæåò íå
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ íåêîòîðûõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé f . Ýòî
áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè ñõîäèìîñòü ê ïðåäåëó ïðè M →∞ â ðàâåíñòâå
(1.2.17) áóäåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííîé.

Â ðàìêàõ íàøåé òåîðèè ìû ìîæåì ëèøü ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ðàâåíñòâî

lim
N→∞

lim
M→∞

1

N

N∑

k=1

f(Yk) =

∫

Ds

f(X) dX

áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ âñåõ ôóíêöèé f èç íåêîòîðîãî êëàññà F ôóíêöèé,
åñëè ýòîò êëàññ óæå, ÷åì êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé.

Ýòî ìîæåò áûòü êëàññ ôóíêöèé ñ äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèìè
êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå. Â ÷àñòíîñòè ýòî ìîãóò áûòü âñå êîíå÷íûå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû.

Äàëåå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.8. Äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé â Ds ôóíêöèè f(X)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
M→∞

(
lim

N→∞
mes{β : 4

√
N

σf
RN [f, β] < y}

)
=

1√
2π

y∫

−∞
exp(−u2

2
)du,
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ãäå

RN [f, β] =

∫

Ds

f(X) dX − 1

N

N∑

k=1

f(Xk), (1.2.18)

à
σ2

f =

∫

Ds

f 2(X) dX −
(∫

Ds

f(X) dX

)2

.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè N →∞ è áîëüøèõ M âåëè÷èíû(
1
N

n∑
k=1

f(xk)
)l

áëèçêè ê E
(

1
N

N∑
k=1

f(Ξk)
)l

, ãäå Ξk � s-ìåðíûå âåêòîðû
ñ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè íà
[0, 1] êîìïîíåíòàìè. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè
ñîäåðæèòñÿ â [9]. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òàêîãî ñîðòà ìîæåò áûòü òàêæå
ïîëó÷åíà èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.

Òàêèì îáðàçîì, äðîáíûå äîëè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò
àñèìïòîòè÷åñêè ïî M ìíîãèì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì
ê íåçàâèñèìûì ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé íà [0, 1].

1.3 Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà
Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ìû áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîñëó÷àéíûìè
÷èñëà, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà
è ïðèáëèæåííî îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äîïîëíèòåëüíûì è
íåìàëîâàæíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ (óäîáíàÿ) ðåàëèçóåìîñòü àëãîðèòìà ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òàê íàçûâàåìûõ äàò÷èêîâ
ñëó÷àéíûõ (òî÷íåå, ïñåâäîñëó÷àéíûõ) ÷èñåë-àëãîðèòìîâ, êîòîðûå
ìíîãîêðàòíî ïðîâåðÿëèñü ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ è èçó÷àëèñü
òåîðåòè÷åñêè. Ìû íå ñòàâèì ñâîåé öåëüþ ïðîâîäèòü àíàëèç ñîñòîÿíèÿ
ïðîáëåìû è äàâàòü îáçîð îáøèðíîé ëèòåðàòóðû â ýòîé îáëàñòè. Äëÿ íàñ
âàæíî ïîêàçàòü ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåííîé èìèòàöèè
ñëó÷àéíîñòè.

Âû÷èñëåíèå äðîáíûõ äîëåé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ìîãëî áû ðåøèòü
íàøó çàäà÷ó, íî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, àëãîðèòì òðåáóåò âû÷èñëåíèé
ñî âñå âîçðàñòàþùèì ÷èñëîì çíàêîâ è íå ðåàëèçóåì íà êîìïüþòåðå.
Áëèçêèì ê ýòîìó àëãîðèòìó ïî ôîðìå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé
Ëåìåðîì [10]. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ìåæäó óïîìÿíóòûìè àëãîðèòìàìè
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èìååòñÿ áîëåå ãëóáîêàÿ ñâÿçü, ÷åì ýòî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü â ëèòåðàòóðå [5].
Ìû ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà ÷àñòíîì ñëó÷àå äàò÷èêà, îñíîâàííîãî íà
ìåòîäå ñðàâíåíèé (èíîãäà â ðóññêîì ïåðåâîäå "êîíãðóýíòíîãî"). Ýòîò
ïîñëåäíèé íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûì. Àëãîðèòì èìååò âèä

Zn+1 ≡ MZn (mod P )
αn+1 = Zn+1/P,

(1.3.1)

ãäå çàäàíû M > 1 öåëîå, P > 1 öåëîå è äîëæíî áûòü òàêæå çàäàíî
Z0 � öåëîå ÷èñëî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M < P è
Z0 < P . Â îáùåì ñëó÷àå (ëèíåéíûé) ìåòîä ñðàâíåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èñïîëüçóåò ñðàâíåíèå

Zn+1 ≡ a0Zn + a1Zn−1 + . . . + akZn−k + b (mod P ).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (1.3.1) (ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ P )
åñòü îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîñòî âûïîëíåíà íà êîìïüþòåðå
(òî÷íî áåç îêðóãëåíèé), êàê îïåðàöèÿ íàä öåëûìè ÷èñëàìè. ×òî
êàñàåòñÿ âòîðîé, òî, êðîìå íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, ïðè äåëåíèè
ïðîèñõîäèò îêðóãëåíèå.

Ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì ïðè âû÷èñëåíèÿõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ P = 2m. Çäåñü àëãîðèòì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû
óìíîæàåì äâà ÷èñëà Zn è M , ïðåäñòàâëåííûå â ðàçðÿäíîé ñåòêå ñ m

ðàçðÿäàìè. Ðåçóëüòàò áóäåò ïðåäñòàâëåí ñ 2m ðàçðÿäàìè, ïîñëåäíèå m
ðàçðÿäîâ, ðàññìàòðèâàåìûå êàê äâîè÷íàÿ äðîáü (ìàíòèññà äâîè÷íîãî
÷èñëà ñ íóëåâûì ïîðÿäêîì) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé αn+1.

Õîòÿ ñëó÷àé P 6= 2m (â îñîáåííîñòè ñëó÷àé ïðîñòîãî P) ïðåäñòàâëÿåò
ðÿä ïðåèìóùåñòâ (ñì. Êíóò [1]) ìû áóäåì â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòü
P = 2m, òàê êàê ýòîò ñëó÷àé îñîáåííî ïðîñò â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè.

Èçó÷èì îñíîâíûå ñâîéñòâà äàò÷èêà (1.3.1).
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3.1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3.1) öåëûõ ÷èñåë Zn äëÿ

êàæäîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå L′ ≥ 1, ÷òî Zn+L′ = Zn.
Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ Zn êîíå÷íî

(íå ïðåâîñõîäèò P ). L′ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÷èñëîì, îáëàäàþùèì
ñâîéñòâîì Zn+L′ = Zn, L′ ≥ 1. Íàèìåíüøåå èç L′, îáëàäàþùåå ýòèì
ñâîéñòâîì, íàçûâàþò ïåðèîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3.1).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî L′ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

L′ = cL, ãäå c � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

23



Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ
ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä.

Èññëåäîâàòü ñîñòàâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3.1) è ñâîéñòâà åå
ïåðèîäè÷íîñòè ïîçâîëÿþò ñëåäóþùèå äàëåå ëåììû. Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî îáùèé íàèáîëüøèé äåëèòåëü x0 è M � (x0,M) ðàâåí 1. x0 áóäåì
ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûì è îáîçíà÷èì (ïðè ôèêñèðîâàííîì M) Z(P )
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.3.1) è L(P ) äëèíó åå ïåðèîäà.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü P1 è P2 öåëûå ïîëîæèòåëüíûå, (P1, P2) = 1.
Òîãäà L(P1 · P2) = ÎÍÊ(L(P1), L(P2)), ãäå ÎÍÊ(m,n) îçíà÷àåò îáùåå
íàèìåíüøåå êðàòíîå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n.

Äîêàçàòåëüñòâî.Êàê è ðàíåå Zn+1 = MZn (mod P ), Y0 = Z0 è
Yn+1 = MYn. Äëÿ i < min (L(P1), L(P2)) èìååì

Yi+jL(P1) = Zi + Ci,jP1

Yi+lL(P2) = Zi + Ci,lP2,
(1.3.2)

ãäå Ci,j, Ci,l, i, j, l� öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Íî òàêæå

Yi+L(P1·P2) = Zi + CiP1 · P2, Ci�öåëîå ÷èñëî. (1.3.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z(P1P2) ñëåäóåò, ÷òî
L(P1P2) åñòü íàèìåíüøåå öåëîå, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ (1.3.2),(1.3.3)
ò.å. L(P1P2) = ÎÍÊ(L(P1), L(P2)).

Èç äîêàçàííîé ëåììû ëåãêî ïîëó÷èòü
Ñëåäñòâèå. Åñëè P =

s∏
i=1

pni

i åñòü ðàçëîæåíèå ÷èñëà P íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè, òî

L(P ) = ÎÍÊ(L(pn1

1 ), . . . , L(pns
s )).

Âàæíûé äëÿ íàñ ñëó÷àé íàëè÷èÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ïîçâîëÿþò
èññëåäîâàòü ñëåäóþùèå äâå ëåììû.

Ëåììà 3.3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z(pm) èìååò ïåðèîä, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà L(pm) (p � ïðîñòîå, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî), òî äëèíà
ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z(pm+1) ëèáî ðàâíà L(pm), ëèáî â p ðàç åãî
áîëåå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Yn+1 îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è âûøå,
ñîîòíîøåíèåì

Yn+1 = MYn, Y0 = Z0, (1.3.4)

òîãäà
Yj+L(pm) = Zj + C1,jp

m.

24



Ïðè÷åì c1,j ìîæíî ñ÷èòàòü íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. Åñëè c1,1

äåëèòñÿ íà p, òî L(pm+1) = L(pm). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ
íàòóðàëüíîå r, äëÿ êîòîðîãî c1,1 ≡ r (mod p) è, ñëåäîâàòåëüíî, c1,j ≡ rj

(mod p). Òàê êàê p � ïðîñòîå, òî jr 6≡ 0 (mod p) ïðè j = 1, 2, . . . , p− 1
è jr ≡ 0 (mod p) ïðè j = p. Îòñþäà ñëåäóåò L(pm+1) = pL(pm), ÷òî è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 3.4. Åñëè X(P ) òàêîâà, ÷òî L(pm+1) = pL(pm), òî
L(pl+m) = plL(pm), ãäå l è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîõðàíÿÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ïðè l = 2 èìååì
ci,p ≡ pr (mod pr). Ñëåäîâàòåëüíî ci,jp ≡ jpr (mod pr). Îòñþäà,
êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 8.6, ñëåäóåò jpr ≡ 0 (mod pr),j =
1, 2, . . . , p − 1 â òî âðåìÿ êàê ppr ≡ 0 (mod pr). Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
l > 2 ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîâåäåíî ïî èíäóêöèè.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäðîáíî ëèøü ñëó÷àé
P = 2m, õîòÿ ðåçóëüòàò äëÿ P ðàâíîãî ñòåïåíè ëþáîãî ïðîñòîãî
÷èñëà ïîëó÷àåòñÿ çäåñü àâòîìàòè÷åñêè. Ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ ñì. ßíñîí [11], Êíóò [1]. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íàøåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Zn+1 ≡ MZn (mod 2m), n = 0, 1, . . . (1.3.5)

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1.9. Ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn+1 ≡ Mxn (mod 2m) ïðè m ≥ 3 åñòü 2m−2 è äîñòèãàåòñÿ ïðè M ≡ 3
(mod 8) èëè M ≡ 5 (mod 8) äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ x0 .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 3.4 è òàáëèöû, ñîäåðæàùåé
ðåçóëüòàòû íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ïðè m = 1, 2, 3, 4 è ðàçëè÷íûõ
M , åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé M > 2s ïðè P = 2s ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
M1 < 2s, ãäå M ≡ M1 (mod 2s) (s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Êðîìå òîãî,
ëåãêî âèäåòü, ÷òî óâåëè÷åíèå ïåðèîäà â äâà ðàçà ñ óâåëè÷åíèåì m îò
÷åòûðåõ äî ïÿòè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íîâûõ ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñðàâíèì ñ îäíèì è òîëüêî ñ îäíèì
èç ñòàðûõ ïî ìîäóëþ 8. À â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïåðåõîäå îò m ê m + 1
äîáàâëÿþòñÿ íîâûå ÷ëåíû, êàæäûé èç êîòîðûõ ñðàâíèì ñ îäíèì è
òîëüêî îäíèì èç ñòàðûõ ïî ìîäóëþ 2m. Ýòî ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò
òåîðåìó è ïðèâîäèò ê ñëåäñòâèþ, äàþùåìó ñîñòàâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðèîäîì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1. Åñëè M ≡ 3 (mod 8) è x0 ≡ 1, 3, 9, 11 (mod 16), òî
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà xn+1 ≡ Mxn (mod 2m) ñîñòîèò èç ÷èñåë
âèäà 8k + 1 è 8k + 3, k = 0, 1, . . . , 2m−3 − 1.

2. Åñëè M ≡ 3 (mod 8) è x0 ≡ 5, 7, 13, 15 (mod 16), òî ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà 8k + 5 è 8k + 7, k =
0, 1, . . . , 2m−3 − 1.

3. Åñëè M ≡ 5 (mod 8) è x0 ≡ 1 (mod 4), òî ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà 4k + 1, k =
0, 1, . . . , 2m−2 − 1.

4. Åñëè M ≡ 5 (mod 8) è x0 ≡ 3 (mod 4), òî ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà 4k + 3, k =
0, 1, . . . , 2m−2 − 1.

Òàáëèöà

m M Ñîñòàâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Äëèíà
ïåðèîäà

1 1 1,1,1,. . . 1
1 1,1,1,. . . 1

2 3 1,3,1,. . . 2
1 1,1,1,. . . 1

3 3 1,3 èëè 5,7 2
5 1,5 èëè 3,7 2
7 1,7 èëè 3,5 2
1 1,1,1,. . . 1

4 3 1,3,9,11 èëè 5,15,13,7 4
5 1,5,9,13 èëè 3,15,11,7 4
7 1,7 èëè 3, 5 èëè 9,15 èëè 11,13 2
9 1,9 èëè 3,11 èëè 5,13,èëè 7,15 2
11 1,11,9,3 èëè 5,7,13,15 4
13 1,13,9,5 èëè 3,7,11,15 4
15 1,15 èëè 3, 13 èëè 5, 11 èëè 7,9

Çàìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äëÿ ñìåøàííîãî ìåòîäà, ò.å. äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

xn+1 ≡ Mxn + b (mod 2m) (1.3.6)
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ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä åñòü 2m è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë îò 0 äî 2m − 1.

Îáñóäèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó ìóëüòèïëèêàòèâíûì äàò÷èêîì (1.3.1)
è èçó÷àâøèìèñÿ íàìè ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äðîáíûõ äîëåé
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè. Ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùåå.

1. Ñîîòíîøåíèå (1.3.1), îïðåäåëÿþùåå äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë,
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå

αn+1 = {Mdn}, α0 =
z0

2m
, (1.3.7)

ãäå z0 � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå, z0 < 2m. Ïðè î÷åâèäíîì ñõîäñòâå (1.3.7) è
(1.2.13) î÷åâèäíî, ÷òî â (1.2.13) α0 äîëæíî áûòü èððàöèîíàëüíûì. Ïðè
ðàöèîíàëüíîì α0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.3.7) èìååò ïåðèîä, è ñðåäíåå
1
N

N∑
k=1

f(x)dx íå ìîæåò èìåòü ïðè α0 → ∞ ñâîèì ïðåäåëîì èíòåãðàë
1∫
0

f(x) dx äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó f .

2. Ïóñòü M1 è M2 äâà ðàçëè÷íûõ ìóëüòèïëèêàòîðà, ïîðîæäàþùèõ
îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà ÷èñåë (íàïð., M1 ≡ 5 (mod 8) è M2 ≡ 5
(mod 8), à z0 ≡ 3 (mod 4)) (Òåîðåìà 1.9). Åñëè x ïðèíàäëåæèò ýòîìó
ìíîæåñòâó ÷èñåë, à ðàçíîñòü |M1−M2| ïî mod2m âåëèêà, òî, î÷åâèäíî,
{M1x} è {M2x} ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ î÷åíü ñèëüíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäàåìûå M1 è M2, ìîãóò íå èìåòü íè÷åãî
îáùåãî, êðîìå, ìîæåò áûòü, ðàñïðåäåëåíèÿ. Âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæäàåìûõ äàò÷èêàìè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë,
ìû îáñóäèì äàëåå, èìåÿ â âèäó:

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , aN íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F̂N(x) =
1

N

N∑

k=1

χ(−∞,x](ak) =
1

N
(÷èñëî aj, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x)

� àíàëîã ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , aN íàçûâàåòñÿ

lim
N→∞

F̂N(x),

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
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3. Ïóñòü äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîðîæäàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α1, α2, . . . ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùóþ ïåðèîä 2µ.
µ = m− 2 äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî äàò÷èêà è µ = m � äëÿ ñìåøàííîãî,
îïðåäåëÿåìîãî (1.3.6). Êàê è ðàíåå ïðåäïîëàãàåì f(X), X = (x1, . . . , xs)
èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó â åäèíè÷íîì s-ìåðíîì ãèïåðêóáå. Îáðàçóåì
âåêòîðû X

(s)
k = (α(k−1)s+1, . . . , αks), k = 1, 2, . . . è ðàññìîòðèì ïðåäåë

∑
[s, f ] = lim

N→∞
1

N

N∑

k=1

f(X
(s)
k ). (1.3.8)

Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïåðèîä 2m, òî
ïðåäåëîì áóäåò êîíå÷íàÿ ñóììà, ÷èñëî ñëàãàåìûõ êîòîðîé çàâèñèò îò
s. Ïðè s = 2q, q < µ ÷èñëî ñëàãàåìûõ áóäåò 2µ−q. Â ñëó÷àå s = r · 2q, ãäå
r� ÷èñëî íå÷åòíîå, à q ≥ 0 èìååì

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

f(X
(s)
k ) =

1

2µ−q · r
2µ−q∑

k=1

r∑

l=1

f(α(k−1)s+1+2q(l−1), . . . , αks+2q(l−1)).

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç xk,l = α(k−1)s+1+2q(l−1), èìååì äëÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî äàò÷èêà

∑
[s, f ] =

1

2µ−q · r
∑

k,l

f(xk,l, {Mxk,l}, . . . , {M s−1xk,l}),

ãäå ìíîæåñòâî xk,l ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà, óêàçàííîãî â ñëåäñòâèè ê
òåîðåìå 1.9, ðàçðåæåííûõ â 2q ðàç è äåëåííûõ íà 2µ−q ·r. Òàê, åñëè M ≡ 5
(mod 8) è x0 ≡ 3 (mod 4), òî óïîìÿíóòîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ÷èñåë
âèäà

4k + 3

2m−2 · 2q =
4k + 3

2m−q−2 , k = 0, 1, . . . , 2m−2 − 1.

Â ëþáîì ñëó÷àå ìû èìååì ïðàâèëüíóþ ðåøåòêó è, î÷åâèäíî,

lim
m→∞

∑
[s, f ] =

1∫

0

f(x, {Mx}, . . . , {M s−1x}) dx. (1.3.9)
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Ïðè s = 1 ðàâåíñòâî (1.3.9) îáîçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè m →∞ ñõîäèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó. Ïðè s > 1 è
ôèêñèðîâàííîì M ìîæíî óòâåðæäàòü ëèøü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðîâ
(α(k−1)s+1, . . . , αks) ñõîäèòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå ê ðàñïðåäåëåíèþ âåêòîðîâ,
ñîñòàâëåííûõ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðîáíûõ
äîëåé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè x, {Mx}, {M 2x}, . . . äëÿ ïî÷òè âñåõ x èç
(0, 1).

4. Ðàâåíñòâî (1.3.9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

lim
m→∞

∑
[s, f ] =

1∫

0

ϕM(x) dx. (1.3.10)

Äàëåå ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé Ñþ, íî
ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî âåðíóòüñÿ ê âîïðîñó îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè
RM [f ] =

∫
Ds

f(X) dX −
1∫
0

ϕM(x) dx.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî óïîìÿíóòü äâà ðåçóëüòàòà:

4.1 Èçâåñòíî (Ñîáîëü È.Ì., Åðìàêîâ Ñ.Ì. [???]), ÷òî äëÿ ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà

|f(X
′
)− f(X

′′
)| ≤ L

s∑
j=1

|x′j − x
′′
j |γ, 0 < γ ≤ 1,

X
′
, X

′′ ∈ Ds, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (ñëó÷àé M1 = M2 = . . . = Ms =
M)

|RM [f ]| ≤ s

Mγ
· L.

Åãî ëåãêî ïîëó÷èòü èç íåðàâåíñòâà

|RM [f ]| ≤ 1

M s

M∑
i1=1

. . .

M∑
is=1

(m̄(i1, . . . , is)−m(i1, . . . is)),

ò.ê. â êàæäîì èç ãèïåðêóáîâ ñ íîìåðîì (i1, . . . , is) â ñèëó íåðàâåíñòâà
Ãåëüäåðà |m̄(i1, . . . , is)−m(i1, . . . , is)| ≤ L s

Mγ .
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4.2 Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè γ = 1 äëÿ êàæäîãî M ìîæíî óêàçàòü
ãàðìîíèêó f(k1x+. . .+ksx) = exp 2πi(k1x1+k2x2+. . .+ksxs), (k1, . . . , ks)�
öåëûå, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, äëÿ êîòîðîé |RM [f ]| = 1.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ϕM(x) = f(x, {Mx}, . . . , {M s−1x}), òî ϕ̄M

ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàøåé ãàðìîíèêå, åñòü
ϕ̄M(x) = exp(2πi(k1 + k2M + . . . + ksM

s−1)x).

Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ kj, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó èìååì

k1 + k2M + . . . + ksM
s−1 = 0 (1.3.11)

èìååì
∫
Ds

exp(2πi(k1x1 + . . . + ksxs)) dx = 0, à
1∫
0

ϕ̄M(x) dx = 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè M → ∞, (s > 1) ïî êðàéíåé ìåðå
íåêîòîðûå èç |kj|, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.3.11), òàêæå äîëæíû ñòðåìèòüñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé êîíñòàíòà L çàâèñèò
îò kj , ìîäóëü êîòîðûõ ðàñòåò ñ ðîñòîì M . Òàêèì îáðàçîì ðåçóëüòàò 4.1
íå ïðîòèâîðå÷èò 4.2.

4.3 Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ ðàñïðåäåëåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3.6), (1.3.7) ñõîäèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ïðè M

êîíå÷íîì è m → ∞, âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ïàð, à òåì áîëåå òðîåê
è ò.ä., ñîñòàâëåííûõ èç ÷ëåíîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íóæäàåòñÿ
â äîïîëíèòåëüíîì èññëåäîâàíèè. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñëó÷àå
s = 2. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ k1 è k2 íàéäåòñÿ M , óäîâëåòâîðÿþùåå
ðàâåíñòâó k1 +k2M = 0, (k1 è k2 � öåëûå, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî,
M � öåëîå, ïîëîæèòåëüíîå). Äëÿ m = ∞ ïðè M → ∞ ðàññòîÿíèå
(k2

1 + k2
2)

1/2 òàêæå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïðè m êîíå÷íîì íå
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî k1 + k2M ≡ 0 (mod P ). Â ýòîì ñëó÷àå
ïðè M → ∞, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò ãàðìîíèêè, äëÿ êîòîðûõ k2

1 + k2
2

îñòàåòñÿ êîíå÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ íàøèõ öåëåé ìû
ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Ñþ (n◦4.1), ëèøü â ñëó÷àå, åñëè m è M

ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

Èññëåäîâàíèå ñðàâíåíèé âèäà
k1 + k2M + . . . + ksM

s−1 ≡ 0 (mod P )

ïðè k1, . . . , ks - öåëûõ è M > 0 - öåëîì ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé òåîðèè
÷èñåë. Ðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êðàòêîãî
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êóðñà. Ïðèíÿòî (Êîâüþ-Ìàêôåðñîí [], Êíóò, ò. 2) ÷èñëà

Vs(M) = max
k1,...,ks

((k2
1+k2

2+. . .+k2
s)

1/2 : k1+k2M+. . .+ksM
s−1 6≡ 0 (mod P ))

ñ÷èòàòü õàðàêòåðèñòèêàìè êà÷åñòâà äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
Öåëåñîîáðàçíîñòü ââåäåíèÿ òàêîãî êðèòåðèÿ ìû îáúÿñíèëè ðàíåå. Vs(M)
íàçûâàþò âîëíîâûì ÷èñëîì.

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü M →∞ òàêàÿ, ÷òî
Vs(M) → ∞ äëÿ âñåõ s. (ñì. Êíóò [], ò. 2). Èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ïî âûáîðó îïòèìàëüíûõ â ñìûñëå êðèòåðèåâ Vs äàò÷èêîâ.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ êà÷åñòâåííûì îáñóæäåíèåì ïðîáëåìû
ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîñòè 5. Êîíêðåòíûå ðåêîìåíäàöèè, îñíîâàííûå
íà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ìîæíî íàéòè â îáøèðíîé äîñòóïíîé
ëèòåðàòóðå.

5Ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. òàêæå ñòàòüþ [17], ãäå êà÷åñòâåííûé àíàëèç îñíîâàí íà ñëó÷àéíîì âûáîðå
ïåðâîãî ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3.6)
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Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà çàìåòèì, ÷òî ìû ðàññìîòðåëè ïîäðîáíî
îäèí èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ, äàþùèõ "ïðèáëèæåííî" ñëó÷àéíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîçìîæíû è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ëèòåðàòóðå äðóãèå
àëãîðèòìû (ñì. â îñîáåííîñòè Òàóñâîðò, Íèäåððåéòåð). Íàø àëãîðèòì
áûë îñíîâàí íà ñâîéñòâå îòîáðàæåíèÿ

x → (x, {Mkx}, . . . , {M s−1
k x})

îòðåçêà [0, 1) íà s-ìåðíûé ãèïåðêóá. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå
äðóãèõ ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé íà ïðåäìåò ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîñòè.

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Òàóñâîðòîì, âû÷èñëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî
äâîè÷íûå ðàçðÿäû ïñåâäîñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü c1, . . . , cn � çàäàííûé íàáîð íóëåé è åäèíèö, ïðè÷åì c1 = 1.
Äâîè÷íûå ðàçðÿäû εk, k = 1, . . . îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ

εk = c1εk−1 + c2εk−2 + . . . + cnεk−n (mod 2). (1.3.14)

Âåêòîð εm, εm−1, . . . , εm−n+1 ïîâòîðÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ÷åðåç L =
2n − 1 øàãîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïåðèîä íå
ïðåâîñõîäÿùèé L.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ïåðèîä áûë
ìàêñèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîñòü ïîëèíîìà

f(x) = 1 + c1x + . . . + cnx
n

íàä ïîëåì GF (2). Ïðèìèòèâíûå ïîëèíîìû íàä GF (2) ïîäðîáíî èçó÷åíû
è èìåþòñÿ òàáëèöû èõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñîñòàâèì äâîè÷íóþ äðîáü 0, εqk−1, εqk−2, . . . , εqk−l, l ≤ n. Àíàëèç
ïîâåäåíèÿ ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ÷èñåë â ïðåäïîëîæåíèè q ≥
l è âçàèìíîé ïðîñòîòû q è 2n − 1, âûïîëíåííîé â [11] ïîêàçûâàåò
õîðîøèå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè (ïðè l → ∞
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ âïîëíå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé).
Ñðåäíèå ïî íà÷àëüíûì äàííûì ïàðíûå êîððåëÿöèè îêàçûâàþòñÿ
áëèçêèìè ê íóëþ.
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Ãëàâà 2. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
è ïðîöåññîâ

2.1 Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ çàäàííûì
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ (îòëè÷íûõ îò ðàâíîìåðíîãî
íà ïðîìåæóòêå [0, 1] çàêîíà). Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ óïîìÿíóòûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò î÷åíü áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Åé
ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ìû ñîøëåìñÿ íà ìîíîãðàôèþ Äåâðîÿ
[12], à òàêæå íà âàæíóþ ðàáîòó Êíóòà è ßî [14]. Â óïîìÿíóòîé
ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ìíîãî ññûëîê íà ðàáîòû ïî ðàññìàòðèâàåìîìó
âîïðîñó.

Ìû îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îáùèõ ìåòîäàõ ìîäåëèðîâàíèÿ. Êîíêðåòíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò ôèãóðèðîâàòü ëèøü â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
ïðèìåíåíèÿ îáùèõ ìåòîäîâ.

Áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ: 1) èñõîäíîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
íóæíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1] (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà çàäàåòñÿ ñ
íåîáõîäèìûì äëÿ íàøèõ öåëåé ÷èñëîì äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ); 2) èñõîäíîé
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ áèòîâ, íà îñíîâå êîòîðîé
âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèòîâ äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîäåëèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Óñëîâíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíûé äàò÷èê (1.3.1), à âî âòîðîì äàò÷èê ñëó÷àéíûõ
áèòîâ Òàóñâîðòà (1.3.12). Ñíà÷àëà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó
â ïðåäïîëîæåíèè (1), ñ÷èòàÿ èñõîäíûìè íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè α

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà [0, 1].

1. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ,
äàþùàÿ ïðèíöèïèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçàöèè
ξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ çàäàííîé íåïðåðûâíîé ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé ïî èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè α. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü F íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1 è
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îáðàòíàÿ ê íåé îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

F−1(x) = inf{t : F (t) = x; 0 < x < 1}, (2.1.1)

òîãäà, åñëè α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
òî F−1(α) èìååò ñâîåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ = F−1(α). Ïîñêîëüêó Fξ(x) = P(ξ ≤ x),
òî èìååì P (ξ ≤ x) = P(F−1(α) ≤ x) = P(inf{t : F (t) = α} ≤ x) =
P(α ≤ F (x)).

Äàëåå, ò.ê. 0 ≤ F (x) ≤ 1, à α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 1], òî
P(α ≤ F (x)) = F (x), ò.å. Fξ(x) = F (x), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî äîêàçàòü è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè ξ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), òî
F (ξ) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [0, 1].

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ x ∈ (0, 1) P(F (ξ) ≤ x) = P(ξ ≤ F−1(x)) =
F (F−1(x)) = x, ÷òî è äîêàçûâàåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ â
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóðàõ, êàê ïðàâèëî, ìàëî ýôôåêòèâíî. Íóæíî,
÷òîáû F èìåëà äîñòàòî÷íî ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå.
Íàïðèìåð,

Ïðèìåð 2.1. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (λ-ïàðàìåòð) F (x) =
1− e−λx, x ≥ 0, λ > 0. Èìååì F−1(α) = − 1

λ ln(1−α). Èëè ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî 1− α ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî íà [0, 1] (ò.å. êàê è α) èìååì

ξ = −1

λ
ln α. (2.1.2)

Ïðèìåð 2.2. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî (a è b � ïàðàìåòðû)

F (x) = 1− (
b

x
)a, x ≥ b > 0,

F−1(α) =
b

(1− α)1/a
è ξ =

b

α1/a
. (2.1.3)

Ëåãêî âèäåòü, îäíàêî, ÷òî âåñüìà ïîïóëÿðíîå � íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå íå äîïóñêàåò ïðîñòîãî âû÷èñëåíèÿ F−1(α). Ðåøåíèå
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óðàâíåíèÿ
1√
2π

ξ∫

−∞
e−u2/2du = α. (2.1.4)

òðåáóåò ëèáî èñïîëüçîâàíèÿ ñëîæíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ,
ëèáî çàïîìèíàíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîé òàáëèöû ôóíêöèè
erf(x) =

√
2
π

x∫
0

e−u2/2du. Ñ åå ïîìîùüþ ïóòåì èíòåðïîëèðîâàíèÿ
ìîæíî äîñòàòî÷íî òî÷íî íàõîäèòü ξ, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó α â
(2.1.4).

Çäåñü ìû âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó

(a) çàäà÷àìè, äîïóñêàþùèìè ïðåäâàðèòåëüíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ
ïîäãîòîâêó � ñîñòàâëåíèå òàáëèö îáðàòíîé ôóíêöèè F−1(x),
ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ (îáû÷íî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ) åå
àïïðîêñèìàöèé è ò.ï. è

(á) çàäà÷àìè, ãäå çíà÷èòåëüíûå çàòðàòû íà ïðåäâàðèòåëüíûå
âû÷èñëåíèÿ íå îïðàâäàíû è òðåáóåòñÿ "íå ñëèøêîì
ïëîõîé"àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü
(îäíîðàçîâóþ) çàäà÷ó ñ ðàçóìíûìè çàòðàòàìè âðåìåíè êîìïüþòåðà.

Ðàçóìååòñÿ, çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü,
êàê ïðàâèëî, çàäà÷à (a). Èìååòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ, ïîñâÿùåííàÿ
ñïåöèàëüíî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Çäåñü â ñâÿçè ñ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ
ïîëåçíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ëþáîïûòíûé ôàêò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îäíîé ðåàëèçàöèè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ξ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ íå
ïðèãîäíà, íî ïîëó÷èòü ñðàçó äâå òî÷íî íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèè ñ åå
ïîìîùüþ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî.

Ïðèìåð 2.3. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ è η íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû
ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïëîòíîñòü èõ ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

1

2π
e−

x2+y2

2 .

Ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ξ = ρ cos ψ, η = ρ sin ψ äàåò
äëÿ ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ρ è ψ

âûðàæåíèå
1

2π
re−r2/2.
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Ìû âèäèì, ÷òî ñëó÷àéíûé óãîë ψ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà
îêðóæíîñòè (ñ ïëîòíîñòüþ 1

2π), à ρ èìååò ïëîòíîñòü re−r2/2, r ≥ 0, ê
êîòîðîé ëåãêî ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

ξ =
√
−2 ln α1 cos 2πα2, η =

√
−2 ln α1 sin 2πα2. (2.1.5)

Ìû âèäèì, ÷òî çàäà÷è ýôôåêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû � ýòî íå ïðîñòî çàäà÷è âûáîðà óäîáíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ F (ξ) = α. Îíè îáëàäàþò íåñîìíåííûì ñâîåîáðàçèåì è
òðåáóþò ðàçâèòèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ.

Ïðèìåð 2.4. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ (äèñêðåòíîé) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ a1, . . . , an . . . ñîîòâåòñòâåííî ñ
âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pn . . ., ôîðìàëüíî âåñüìà ñõîæ ñ àëãîðèòìîì
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x) = α. Ââåäåíèå íåñêîëüêî áîëåå îáùåãî
îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ìîæåò ïðèâåñòè íàñ ïðÿìî ê ýòîé
ôîðìóëå, íî î÷åíü ïðîñòûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó
íåïîñðåäñòâåííî. Èòàê, ïóñòü äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàíî òàáëèöåé

a1 a2 . . . an . . .
p1 p2 . . . pn . . .

ïðè÷åì
∞∑
1

pi = 1, ai ðàçëè÷íû è, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî pi > 0, i = 1, 2, . . .. Îáîçíà÷èì Sn =
n∑

i=1
pi. Çàìåòèì, ÷òî èç

îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

P (Sn−1 ≤ α < Sn) = pn, n = 2, . . . (2.1.6)

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ñëó÷àéíûé íîìåð i0 âåëè÷èí a1, . . . , an, . . .,
ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó α, ìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç íåðàâåíñòâà

Si0−1 ≤ α ≤ Si0, ò.å. (2.1.7)

0 ≤ α− Si0−1 < Pi0,

(ñì. ðèñ. 2, à òàêæå ñðàâíèòå ñ ôîðìóëîé (2.1.1)).

Çàìå÷àíèå. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ i0 åñòü àëãîðèòì ïîèñêà â
òàáëèöå. Â ñëó÷àå, êîãäà òàáëèöà êîíå÷íà (èìååò îáúåì N), íóæíîå i0
ìîæíî íàéòè, ïî êðàéíåé ìåðå, çà ln2 N îïåðàöèé.
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Ðèñ. 1.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà. Íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèòü
ñóììû Sn. Õðàíèì ìàññèâ Sn, n = 1, . . . , N è òåêóùèå äàííûå <

íà÷àëî >, S(íà÷.), < êîíåö >, S(êîí.), < r >.

1. < íà÷àëî > : = 0, < êîíåö > : = N ,
S(íà÷.) = 0, S(êîí.) = 1 � íà÷. çàñûëêè.

2. α. Âû÷èñëÿåì ðåàëèçàöèþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

3. r := b<êîíåö>−<íà÷àëî>
2 c

bac îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà [a].

4. S(r) < α.
Åñëè äà, òî 5, åñëè íåò, òî 6. (2.1.8)

5. < íà÷àëî > +r; s(íà÷.):=s(íà÷.) +S(r).

6. < êîíåö >:=< êîíåö > −r; s(êîíåö):=S (êîíåö)-S(r).

7. < êîíåö > − < íà÷àëî > ≤ 1.
Åñëè íåò, òî 3, åñëè äà, òî r åñòü ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà.

Åñëè N áåñêîíå÷íî, òî èñïîëüçóåì ìåòîä êîìïîçèöèè (ñì. äàëåå).

2. Èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé. Äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
Ξ = (ξ1, . . . , ξs), ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîñòè f(x1, . . . , xs)
ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ åãî êîìïîíåíò íà Rs. Îòìåòèì, ÷òî ýòî
ïðåäïîëîæåíèå äåëàåòñÿ ñêîðåå äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé, ÷åì ïî
ñóùåñòâó.

Êîìïîíåíòû ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Ξ ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëîòíîñòåé
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φ1(x1) =
+∞∫
−∞

dx2 . . .
+∞∫
−∞

dxsf(x1, . . . , xs) äëÿ ξ1,

φ2(x2/ξ1) =
+∞∫
−∞

dx3 . . .
+∞∫
−∞

dxsf(ξ1, x2, . . . , xs)
/

/ +∞∫
−∞

dx2 . . .
+∞∫
−∞

dxsf(ξ1, x2, . . . , xs) äëÿ ξ2,

φs(xs/ξ1, . . . , ξs−1) = f(ξ1, . . . , ξs−1, xs)
/

/ +∞∫
−∞

f(ξ1, . . . , ξs−1, xs) dxs äëÿ ξs,

(2.1.9)

ò.å. ξ1 íàõîäèòñÿ ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ φ1(x) � ÷àñòíîé (îäíîìåðíîé)
ïëîòíîñòè åå ðàñïðåäåëåíèÿ è äàëåå, åñëè íàéäåíû âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ
ξ1, . . . , ξk, (k < s), òî ñòðîèòñÿ óñëîâíàÿ ïðè ýòîì óñëîâèè ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ξk+1 è ìîäåëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå âûáîðî÷íîå
çíà÷åíèå ξk+1.

Ïðîöåäóðà òðåáóåò s íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí α1, . . . , αs è ïðèíöèïèàëüíî
ðåøàåò çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Ξ. Íåîáõîäèìîñòü
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ äåëàåò åå åùå áîëåå ñëîæíîé, ÷åì â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå, îäíàêî âîçìîæíîñòü ðàçíîãî ðîäà çàìåí ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò
â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àòü îò íåå ïðàêòè÷åñêóþ ïîëüçó.

Ðàçóìååòñÿ, òàêæå, ÷òî íóìåðàöèþ ïåðåìåííûõ xi ìîæíî èçìåíèòü
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Åñëè íåïîñðåäñòâåííîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë (2.1.8)
ïðèâîäèò ê ñëîæíûì àëãîðèòìàì, òî òåîðåòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå èõ
èëè èõ ìîäèôèêàöèé ìîæåò áûòü âåñüìà ïëîäîòâîðíûì.

Êàê ìû óæå âèäåëè, â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè
ìîæåò äàâàòü íåîæèäàííî ïîëîæèòåëüíûé ýôôåêò. Ïðèåì òàêîãî ðîäà
ñëóæèò èñòî÷íèêîì ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ è âî ìíîãèõ äðóãèõ
ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Ξ =
(ξ1, . . . , ξs) ñ ïëîòíîñòüþ φ(x1, . . . , xs) ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíò. Äîáàâèì åùå îäíó êîìïîíåíòó ξs+1 òàê, ÷òî ïëîòíîñòü
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êîìïîíåíò âåêòîðà (Ξ, ξs+1) áóäåò çàäàíà ôîðìóëîé

f(x1, . . . , xs, xs+1) =

{
1/C, 0 ≤ xs+1 ≤ φ(x1, . . . , xs)C, C > 0
0, xs+1 > φ(x1, . . . , xs) èëè xs+1 < 0,

ò.å. âåêòîð (Ξ, ξs+1) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
ïîâåðõíîñòüþ xs+1 = Cφ(x) è ãèïåðïëîñêîñòüþ xs+1 = 0.

Ïóñòü ϕ(x1, . . . , xs) ≥ 0 â Rs è êîíå÷åí èíòåãðàë
∫
Rs

ϕ1(x) dx = C.

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè f è (2.1.9) ëåãêî ïîëó÷èòü:

1. ×àñòíàÿ (ìàðãèíàëüíàÿ) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Ξ åñòü

∫
dxs+1f(x, xs+1) =

Cϕ(x)∫

0

·1/Cdxs+1 = ϕ2(x) (2.1.10)

2. Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξs+1 ïðè ôèêñèðîâàííîì
âåêòîðå Ξ = Ξ̃ åñòü

f(Ξ̃, xs+1)∫
R1

f(Ξ̃, x) dx
=

1/C

1/C
Cϕ(x)∫

0
dxs+1

=
1

Cϕ(Ξ̃)
(2.1.11)

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë (2.1.10), (2.1.11) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî
ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â
îáëàñòè A = (x1, x2, . . . , xs+1 : 0 ≤ xs+1 ≤ Cϕ(x1, . . . , xs)).

1. Ìîäåëèðóÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð Ξ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(x),
ïîëó÷àåì çíà÷åíèå Ξ = Ξ̃.

2. Íà ïðîìåæóòêå [0, 1/Cϕ(Ξ̃)] ìîäåëèðóåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Ïîëó÷àåì åe
ðåàëèçàöèþ ξs+1 = ˜ξs+1.

Ñë. âåêòîð (Ξ̃, ˜xis+1), ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì, áóäåò ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå A â ñèëó (2.1.11) è (2.1.12).

Èç (2.1.10) òàêæå âûòåêàåò íåìåäëåííî

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè âåêòîð (Ξ, ξs+1) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â
îáëàñòè A, òî:
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1.Ξ èìååò ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(x).

2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì Ξ è ϕ(Ξ) > 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξs+1 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [0, Cϕ(Ξ)]. Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (2.1.11).

Àëãîðèòì 2.1. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Ξ, ξs+1

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â îáëàñòè Dg = {(x1, . . . , xs+1) : 0 ≤
xs+1 ≤ g(x1, . . . , xs), |Dg| < ∞}.g = cϕ(x).

1.1. Âû÷èñëÿåì ðåàëèçàöèþ Ξ̂ âåêòîðà Ξ, ðàñïðåäåëåííîãî ñ
ïëîòíîñòüþ 1/|Dg|g(x1, . . . , xs).

1.2. Íàõîäèì ðåàëèçàöèþ ξ̂s+1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [0, g(Ξ̂)].

Âåêòîð (Ξ̂, ξ̂s+1) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå. Åñëè D0 ⊂ Dg, òî ðåàëèçàöèè âåêòîðà (Ξ, ξs+1)
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â Dg è ïðèíàäëåæàùèå D0, î÷åâèäíî,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â D0 (Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü (Ξ, ξs+1) ïðè
óñëîâèè (Ξ, ξs+1) ∈ D0 åñòü êîíñòàíòà). Ýòî çàìå÷àíèå ñëóæèò
îáîñíîâàíèåì ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà ìåòîäà îòáîðà.

Àëãîðèòì 2.2.(Ìåòîä îòáîðà). Ìîäåëèðîâàíèå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîãî â D0 âåêòîðà ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû óìååì ìîäåëèðîâàòü
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé âåêòîð â D1,D0 ⊂ D1. (Íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ Àëãîðèòìà 1, åñëè D1 = Dg ïðè íåêîòîðîé g).

2.1. Ìîäåëèðóåì âåêòîð, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé âD1, âû÷èñëÿåì
åãî ðåàëèçàöèþ (Ξ̂, ξ̂s+1).

2.2. Åñëè (Ξ̂, ξ̂s+1) ∈ D0, òî ýòî åñòü íóæíîå çíà÷åíèå âåêòîðà, åñëè
ýòî íå òàê, òî âîçâðàùàåìñÿ ê 2.1.

Ïðè óñëîâèè |D0| > 0 ïðîöåññ îêàí÷èâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
Âåëè÷èíà |D0|/|D1| íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòüþ ìåòîäà îòáîðà.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä îòáîðà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ â åãî íàèáîëåå èçâåñòíîé
êëàññè÷åñêîé ôîðìå. Ïóñòü ïëîòíîñòü φ(x1, . . . , xs) îãðàíè÷åíà è
îòëè÷íà îò íóëÿ íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå G; g(x1, . . . , xs) ≤ M , à G

ñîäåðæèòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå G ⊂ Π = {x1, . . . , xs : ai ≤ xi ≤ bi, i =
1, . . . , s}.
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Àëãîðèòì 2.3.(Êëàññè÷åñêèé ìåòîä îòáîðà).
3.1. Ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ Ξ̂ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Ξ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîãî â G. (Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ Àëãîðèòìà 2 è Àëãîðèòìà
1. Íàïîìíèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â Π, ìû ìîäåëèðîâàòü
óìååì).

3.2. Ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèè ξ̂s+1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξs+1 ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé íà ïðîìåæóòêå [0,M ].

3.3. Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî ξ̂s+1 ≤ φ(Ξ̂), åñëè îíî âûïîëíåíî, òî
(Ξ̂, ξ̂s+1) åñòü íóæíûé íàì âåêòîð, åñëè íåò, òî íóæíî âåðíóòüñÿ ê 3.1.

Ýôôåêòèâíîñòü îïèñàííîãî àëãîðèòìà åñòü 1/M |Π|, åñëè äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ Ξ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îòáîðà.

Áîëåå îáùèì âàðèàíòîì ìåòîäà îòáîðà, íå òðåáóþùèì
îãðàíè÷åííîñòè φ è îáëàñòè G ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàæîðàíò.

Ïóñòü f(X) ≥ φ(X), φ(X) � ïëîòíîñòü, ïîäëåæàùàÿ ìîäåëèðîâàíèþ.
Ìîäåëèðóåì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â îáëàñòèDf = {X : 0 ≤ xs+1 ≤
f(X)}. Îáúåì |Df | ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì. Î÷åâèäíî, |Df | ≥ 1 = |Dφ|
è ìîæíî èñïîëüçîâàòü Àëãîðèòì 2. Ýòî äàåò

Àëãîðèòì 2.4. (Ìåòîä ìàæîðàíò).
4.1. Ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ Ξ̂ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ðàñïðåäåëåííîãî ñ

ïëîòíîñòüþ f(X)/|Df |.
4.2. Ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ ξ̂s+1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîé íà ïðîìåæóòêå [0, f(Ξ)].

4.3. Ïðîâåðÿåì óñëîâèå ξ̂s+1 ≤ φ(Ξ̂). Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî Ξ̂ èñêîìîå
çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ðàñïðåäåëåííîãî ñ ïëîòíîñòüþ φ(X), åñëè
íåò, òî ïåðåõîäèì ê n.1.

Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà åñòü 1/|Df |.
Ïðèìåð 2.5. ϕ(x) = Ce−x cos2 x, x ∈ [0, π

2 ].
∫

e−x cos2 x dx = e−x

s (sin 2x− cos2 x− 2) + const.
Êîíñòàíòà íîðìèðîâêè C = 1/5(3 − 2e−π/2). Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

e−ξ(2+cos2 ξ− sin 2ξ) = 3− (3−2e−π/2)α. Ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ξ òðåáóåò
ðåøåíèÿ òðàíñöåäåíòíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïëîòíîñòü ìàæîðèðóåòñÿ ôóíêöèåé y = C cos2 x

èëè y = Ce−x, ìîæíî âûáðàòü áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò. Ìîäåëèðîâàíèå
ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîùå, íî ýôôåêòèâíîñòü îòáîðà âûøå
ïðè y = C cos2 x. Âïðî÷åì, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîñòåéøèé
âàðèàíò ìåòîäà îòáîðà. Ïîëåçíî ñðàâíèòü ýôôåêòèâíîñòè âñåõ ìåòîäîâ.

Ïðèìåð 2.6. ϕ(x) = xe2−x

(x−1)2
, x ∈ [2,∞).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå e2−ξ

ξ−1 = α
òàêæå òðåáóåò ðåøåíèÿ òðàíñöåäåíòíîãî óðàâíåíèÿ. Çäåñü ïðèìåíåíèå
ìåòîäà ìàæîðàíò íåîáõîäèìî. Ìàæîðàíòîé ÿâëÿåòñÿ y = e2−x.
(Ïðîìåæóòîê íåîãðàíè÷åí).

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå n ñ âåðîÿòíîñòüþ pn, pn ≥ 0,

∞∑
n=1

pn =

1. Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèåì óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè çäåñü òàêæå
ïðèâîäèò ê èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì. Ïóñòü D � ëþáàÿ îáëàñòü â
R2, ðàçäåëåííàÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè Dn,

∞⋃
n=1

Dn = D
òàêèå, ÷òî ïëîùàäü Dn åñòü pn. Òîãäà, åñëè ìû óìååì ìîäåëèðîâàòü
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ òî÷êó â D , òî ïîïàäàíèå åå â Dn ìîæåò
èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê èñõîä ñ íîìåðîì n äëÿ çàäàííîé äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ýòî ñîîáðàæåíèå ñëóæèò îáîñíîâàíèåì ìåòîäà îòáîðà â äèñêðåòíîì
ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü N êîíå÷íîå ÷èñëî. Âûáåðåì N îòðåçêîâ
∆i ñ ïîëîæèòåëüíîé äëèíîé |∆i| > 0 è ïîëîæèì p̃i = pi/|∆i|. Îòëîæèì
îòðåçêè äëèíû |∆i|, i = 1, . . . , N íà âåùåñòâåííîé îñè è ïîñòðîèì íà
êàæäîì ∆i ïðÿìîóãîëüíèê âûñîòîé â p̃i (Ðèñ. 2) òàê, ÷òî ïëîùàäü r-ãî
ïðÿìîóãîëüíèêà åñòü pi. Ïóñòü ρ = max

i
pi. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ ôèãóðà

ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå A ñî ñòîðîíàìè äëèíû ρ è |4| =
N∑

i=1
4i

ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü ìîäåëèðîâàíèå íàøåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðîèçâîäèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì 2.5. (Ìåòîä îòáîðà â äèñêðåòíîì ñëó÷àå).
5.1. Ïîëó÷àåì ξ1 è ξ2 äâå íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

ðàñïðåäåëåííûõ íà [0, ρ] è [0, |4|] ñîîòâåòñòâåííî.
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5.2. Åñëè òî÷êà (ξ1, ξ2) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîóãîëüíèêó ñ íîìåðîì n, òî
n åñòü íóæíàÿ íàì ðåàëèçàöèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê 5.1.

Ðèñ. 2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè |4i| = pi ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ,
ðàññìîòðåííîìó ðàíåå è ðåàëèçàöèþ ξ1 ìîæíî íå ïîëó÷àòü.

Ïîäîáíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü ìåòîä ìàæîðàíò (N â ýòîì ñëó÷àå íå îáÿçàíî áûòü êîíå÷íûì).
Ïóñòü H(x) êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ hi íà 4i, i =

1, 2, . . . , N è hi ≥ pi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H =
n∑

i=1
hi|4i| < ∞.

Îáîçíà÷èì A = {x, y : 0 ≤ y ≤ H(x)}. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìû
óìååì ìîäåëèðîâàòü òî÷êó ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ â A. Äëÿ ýòîãî,
â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî óìåòü ìîäåëèðîâàòü äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå
{hi/H}N

i=1.

Àëãîðèòì 2.6. (Ìåòîä ìàæîðàíò â äèñêðåòíîì ñëó÷àå).
6.1. Ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ r ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì

{hi/H}N
i=1.

6.2. Ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ ξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé íà [0, hr].

6.3. Ïðîâåðÿåì óñëîâèå ξ ≤ pr. Åñëè äà, òî r � íóæíîå íàì ÷èñëî,
åñëè íåò ,òî ïåðåõîä ê 6.1.
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Åñëè âñå |4i| ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî óñëîâèå ï. 6.3 âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì: αhr ≤ pr, ãäå α � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà [0, 1].

Çàìå÷àíèå 1. Î ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ
äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Åñëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà ξr

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, . . . , ξs) ìîæåò ïðèíèìàòü öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , nr, òî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå åãî êîìïîíåíò
çàäàåòñÿ òàáëèöåé {Pi1,...,is, ir = 1, . . . . . . , nr, r = 1, . . . , s}. Íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ïåðåíåñåíèå îïèñàííûõ ðàíåå ïðèåìîâ íà ýòîò
ñëó÷àé.

Çàìå÷àíèå 2. Ëåãêî ïîëó÷èòü îáîáùåíèÿ ìåòîäîâ îòáîðà, êîãäà â
êà÷åñòâå îñíîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé âûáèðàåòñÿ íå ðàâíîìåðíûå, à ëþáûå
äðóãèå çàäàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ìîæíî
íàéòè â ëèòåðàòóðå ([9],[13]).

Ìåòîä êîìïîçèöèè. Ïóñòü Fη(y) çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η, à p(X, y) = P (Ξ = X/η = y) � óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Ξ ïðè ôèêñèðîâàííîì η. Òîãäà ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ Ξ ðàâíà

φξ(Ξ) =

+∞∫

−∞
P (X, y)dFη(y) (2.1.12)

è ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ â äâà ýòàïà.

1. Íàõîäèì ðåàëèçàöèþ η̂ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ Fη(y).

2. Ìîäåëèðóåì âåêòîð Ξ, èìåþùèé ïëîòíîñòü p(X, η̂).

Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó ìåòîä î÷åíü âàæåí ïðè ïîñòðîåíèè
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü ψ(x) ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà

Ψ(x) =
∞∑

k=0

akx
k, ak ≥ 0, x ∈ [0, 1].
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Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè èìååì
∞∑

k=0

ak

k+1 = 1. Ψ(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ôîðìå

Ψ(x) =
∞∑

k=0

ak

k + 1
(k + 1)xk,

è ìîæíî ñ÷èòàòü k ñëó÷àéíûì íîìåðîì, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî åñòü
pk = ak

k+1 , k èãðàåò ðîëü y, à p(x, y) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ (k + 1)xk.

Àëãîðèòì ñîñòîèò â âûáîðå ñëó÷àéíîãî íîìåðà k0 â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàñïðåäåëåíèåì { ak

k+1}, à çàòåì ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè (k + 1)xk0.

Ïðèìåð 2.7. Áîëåå îáùèé õàðàêòåð èìååò ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïëîòíîñòü Ψ(x), x ∈ R ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó ïëîòíîñòåé
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåùåñòâåííàÿ îñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ ∆k, k = 1, . . . , N . Âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëà
pk =

∫
∆k

φ(x) dx è ïîëàãàåòñÿ

Ψ(x) =
N∑

k=1

pkφk(x), φk(x) =

{
1/pk φ(x), x ∈ 4k

0 x∈4k
, (2.1.13)

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå pk > 0).

Ïðîöåäóðà ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ {pk} � âûáîðó ñëó÷àéíîãî íîìåðà k0, à çàòåì ê
ìîäåëèðîâàíèþ φk(x).

Åñëè φ îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè φ ∈ Cm, òî (ðèñ. 3)
îíà ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé òàê, ÷òî ïëîùàäüþ
"ìåæäó"ãðàôèêîì ýòîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè è êðèâîé y = φ(x) áóäåò
ìàëîé (∼ O(N−m)).

Òîãäà ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó ê ìîäåëèðîâàíèþ ñòóïåí÷àòîé
ïëîòíîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ

N∑
k=1

|s0| è ñ âåðîÿòíîñòüþ O(N−m) ïëîòíîñòè,
ïîëó÷àåìîé ïîñëå íîðìèðîâêè çàøòðèõîâàííîé ÷àñòè íà Ðèñ. 3. Çäåñü
sk îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà sk. Ìîäåëèðîâàíèå ñòóïåí÷àòîé
ïëîòíîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ äèñêðåòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ è òðåáóåò log2 N îïåðàöèé. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
N ýòî è åñòü îöåíêà òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà. Î÷åâèäíî, âîçìîæíû
è äðóãèå âèäû àïïðîêñèìàöèè ðàçáèåíèé ïëîòíîñòåé. Àíàëîãè÷íûå
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ïîäõîäû âîçìîæíû è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, õîòÿ ñòðîèòü ñòóïåí÷àòûå
àïïðîêñèìàöèè çäåñü ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíî.

Ðèñ. 3.

Áèòîâûå àëãîðèòìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé. Åñëè èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ
(ïñåâäîñëó÷àéíûõ) áèòîâ, ïîðîæäàåìûõ, íàïðèìåð, àëãîðèòìîì (1.3.9)
è èìååòñÿ àëãîðèòì ïðåîáðàçóþùèé èõ â áèòû ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, òî òàêîãî ðîäà àëãîðèòìû
ìû áóäåì èìåíîâàòü áèòîâûìè. Â êà÷åñòâå íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé
ìîäåëè ìîæíî ãîâîðèòü î áðîñàíèè ìîíåòû è ïðåîáðàçîâàíèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäàì
áðîñàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèòîâ íóæíîé íàì ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

Áèòîâûå àëãîðèòìû èçó÷àëèñü Ä.Êíóòîì è Ý.ßî [13]. Ïðîñòåéøèé
ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â ýòîé ðàáîòå � ýòî èìèòàöèÿ áðîñàíèÿ èãðàëüíîé
êîñòè ñ ïîìîùüþ áðîñàíèÿ ìîíåòû. Áðîñàíèå (èäåàëüíîé) êîñòè åñòü
ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ îäèí èç 6
èñõîäîâ. Ìîäåëèðóåòñÿ äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå

1 2 3 4 5 6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6. (2.1.14)

Òðîåêðàòíîå áðîñàíèå ìîíåòû (1-îðåë, 0-ðåøêà) äàåò òàêîå
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ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
000 001 010 011 100 101 110 111

1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8.

Äîïîëíÿÿ òàáëèöó (2.1.13) äî òàáëèöû
0 1 2 3 4 5 6 7

0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0. (2.1.15)

Âèäèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òàáë. (2.1.11) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî
ïî îòíîøåíèþ ê òàáë. (2.1.15). Çäåñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä îòáîðà. Åãî ýôôåêòèâíîñòü åñòü 3/4, à ñðåäíåå ÷èñëî
áðîñàíèé ìîíåòû äî ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà åñòü 3

ýôôåêòèâíîñòü =

= 3 : 3/4 = 4.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñõîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå 7(111) è 0(000)
ðàâíîâåðîÿòíû è ìîãóò íå îòáðàñûâàòüñÿ, à ñëóæèòü íà÷àëîì íîâîãî
ðàçâåòâëåíèÿ (ò.å. ìû óæå èìååì ïåðâóþ äâîè÷íóþ öèôðó íîâîé
òðîéêè. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå ÷èñëî áðîñàíèé óìåíüøàåòñÿ äî 32

3 .
Äåéñòâèòåëüíî, áðîñèâ ïåðâûé ðàç ìîíåòó òðèæäû, ìû çàòåì ìîæåì
áðîñàòü åå ëèøü äâàæäû. Ýòî è äàåò 3 · 1 + 2( 1

3/4 − 1) = 32
3 . Ïðîöåäóðà

ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå áèíàðíîãî äåðåâà.

Åñëè ìû ïîëüçóåìñÿ îïèñàííûì ýêîíîìè÷íûì ñïîñîáîì, òðåáóþùèì
â ñðåäíåì 32

3 áðîñàíèÿ ìîíåòû (ñòðåëî÷êè âîçâðàòà íà ðèñ. 4), òî
äåðåâî ìîæåò áûòü ðàçâåðíóòî â áåñêîíå÷íîå äåðåâî ñ ïåðèîäè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé.

Ëåãêî ïîêàçàòü (ñì. [13]), ÷òî ëþáîìó äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíî è íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì òàêîãî ðîäà
áèíàðíîå äåðåâî, íàçûâàåìîå ÏÄÐ (ïîðîæäàþùèì äèñêðåòíîå
ðàñïðåäåëåíèå) � äåðåâîì. Â îáùåì ñëó÷àå äåðåâî áåñêîíå÷íî è íå
îáÿçàíî èìåòü ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Äåðåâî, î÷åâèäíî, îäíîçíà÷íî
ñâÿçàíî ñ àëãîðèòìîì ìîäåëèðîâàíèÿ (ÏÄÐ-àëãîðèòìîì).

Îïòèìàëüíûì â ñìûñëå Êíóòà è ßî àëãîðèòìîì ìîäåëèðîâàíèÿ
íàçûâàåòñÿ ÏÄÐ àëãîðèòì, ìèíèìèçèðóþùèé ñðåäíåå ÷èñëî (âðåìÿ)
áðîñàíèÿ ìîíåòû (åñëè îíî êîíå÷íî).

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÏÄÐ àëãîðèòìà äëÿ äèñêðåòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ðåøåíà â öèòèðîâàííîé âûøå ðàáîòå. Äåðåâî (àëãîðèòì)
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ðèñóíêà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Êíóòà
è ßî ïîòðåáîâàëî áû ìíîãî âðåìåíè è ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü
ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ îïòèìèçàöèåé áèòîâûõ
àëãîðèòìîâ.

Ðèñ. 4. Èìèòàöèÿ áðîñàíèÿ îäíîé êîñòè ïóòåì òðîåêðàòíîãî ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû.

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ñõåìå áðîñàíèÿ ìîíåòû (îíà
æå õîðîøî èññëåäîâàííàÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñõåìà Áåðíóëëè
ñ ðàâíîâåðîÿòíûìè èñõîäàìè). Ïîâòîðåíèå ýêñïåðèìåíòà ïîðîæäàåò
äâîè÷íîå äåðåâî ñ 2M ðàâíîâåðîÿòíûìè èñõîäàìè (êîíöåâûå óçëû)
ïðè M ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ áðîñàíèÿõ. Ïóñòü òåïåðü çàäàíî
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé π = {pi}N

i=1, ñîáûòèé çàíóìåðîâàííûõ
÷èñëàìè 1, . . . , N è pi ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè,
èìåþùèìè ïðåäñòàâëåíèå

pi = O2π
i
1, . . . , π

i
m, i = 1, 2, . . . , N. (2.1.16)

Åñëè òåïåðü ïðè áðîñàíèè ìîíåòû ìû ðàçäåëèì êîíöåâûå óçëû íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Ai ò àê, ÷òî â Ai âîéäåò

πi
12

m+1 + πi
22

n−2 + . . . + πM (2.1.17)

êîíöåâûõ óçëîâ, òî ðåãèñòðèðóÿ ïîïàäàíèå êîíöåâîãî óçëà â Ai ìû
ïîëó÷èì ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ π. (Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå ñ
íîìåðîì i).

Â ÷àñòíîñòè, îòáîð ïîääåðåâüåâ îñíîâíîãî äåðåâà ñ êîíöåâûìè óçëàìè
â Ai ìû ìîæåì îðãàíèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Åñëè ïðè çàäàííîì k(k ≤ M) äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé i = i1, . . . , im
(m < 2k) îêàçûâàåòñÿ πil

k = 1, l = 1, . . . , m, òî ìû ïîìå÷àåì m óçëîâ
k-ãî óðîâíÿ è ñ÷èòàåì, ÷òî âñå "ïîòîìêè" M -ãî ïîêîëåíèÿ l-ãî óçëà
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ail. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåêðàùàòü
ïðîñìîòð (ðåàëèçàöèþ) äâîè÷íîãî äåðåâà ïî äîñòèæåíèè ïîìå÷åííîãî
óçëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî pi ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî (2.1.17) èç 2M èñõîäîâ
è ýòà ïðîöåäóðà âûäåëÿåò ÏÄÐ-äåðåâî, ñîäåðæàùåå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
êîíöåâûõ óçëîâ.

Îäíèì èç âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ áèòîâîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.

Åñëè p1, . . . , pn � äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ñðåäíåå ÷èñëî
áèòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ν(p1, . . . , pn) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû log2(n− 1) + 2 (ñì. [13], ñ. 113).

Ñðàâíèòå ýòîò ðåçóëüòàò ñ îöåíêîé òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà íà ñ. (33).

Ìû îãðàíè÷èëèñü èçëîæåíèåì íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ îáùèõ
ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîä îáùèìè ìû ïîíèìàåì
ìåòîäû, ïðèìåíèìûå ê ëþáûì ðàñïðåäåëåíèÿì èëè, ïî êðàéíåé ìåðå,
ê î÷åíü øèðîêèì êëàññàì ðàñïðåäåëåíèé.

Â íà÷àëå ãëàâû 1 áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîçâîëÿþùèå, â ÷àñòíîñòè,
îöåíèâàòü èíòåãðàëû âûñîêîé êðàòíîñòè îò èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó
ôóíêöèé. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ çàäàííûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ñóììû 1

N

N∑
j=1

f(Yj), ãäåYj �

íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ïëîòíîñòüþ p(Y )
îöåíèâàòü èíòåãðàë

∫
f(X)p(x) dX. Îáîñíîâàíèåì òàêîãî ðîäà

îöåíèâàíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëóæèò òàêæå Çàêîí Áîëüøèõ ×èñåë.

Îäíàêî, ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî)
íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ïðè ðåøåíèè åùå áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷ �
ðåøåíèè áîëüøèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ ñèñòåì.

Èñïîëüçóÿ èçëîæåííûå âûøå ìåòîäû ìû ìîæåì ñîçäàâàòü
èìèòàöèîííûå ìîäåëè ÿâëåíèé, äîïóñêàþùèõ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîå
îïèñàíèå. Íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðèìåðû ïðèâîäÿòñÿ íèæå. Ïîäðîáíåå
ñì., íàïðèìåð, [9].
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2.2 Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû � òåìà âåñüìà îáøèðíàÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
èñêëþ÷èòåëüíî àëãîðèòìè÷åñêèå àñïåêòû, èçáåãàÿ îáùåãî àáñòðàêòíîãî
ïîäõîäà. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áóäåò îïèñàí êàê
àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ. Êîíå÷íî, ìû íå ñìîæåì èçáåæàòü óïîìèíàíèÿ
íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ôàêòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, íî äîêàçûâàòü ìû
èõ íå áóäåì (Ñì., íàïðèìåð, [14]).

Ïðèâåäåì, îäíàêî, íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, σ, P ) íàçûâàåòñÿ
ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ(t, w), çàâèñÿùèõ îò âåùåñòâåííîãî
ïàðàìåòðà t, t ∈ R1.

Ïóñòü t1, t2, . . . , tn íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t èç
ìíîæåñòâà H. Ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ(t1, w), ξ(t2, w), . . . , ξ(tn, w) ïðè âñåâîçìîæíûõ n è íàáîðàõ t1, . . . , tn
íàçûâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà çàäàííîå äëÿ âñåâîçìîæíûõ n è
t1, . . . , tn ñåìåéñòâî ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(xi, ti, . . . , xn, tn) →
P (ξ(t1, w) ≤ x1, . . . , ξ(tn, w) ≤ xn) îïðåäåëÿåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
(ò.å. ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî) (Ω, σ, P ) è ñåìåéñòâî
èçìåðèìûõ ôóíêöèé ξ(t, w), w ⊂ Ω, åñëè âûïîëíèìû óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ

lim
xn→∞

Fn(x1, t1, . . . , xn, tn) = Fn−1(x1, ti, . . . , xn−1, tn−1). (2.2.1)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ çàäàííîãî ñåìåéñòâà
ðàñïðåäåëåíèé.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðèêëàäíîé èíòåðåñ,
ñóùåñòâóþò êîíå÷íîìåðíûå ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è ìû èìååì çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ ïëîòíîñòåé.

Ïóñòü, íàïðèìåð, H åñòü îòðåçîê [0, T ] âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà ξ(t, w) çàäàíû âñåâîçìîæíûå êîíå÷íîìåðíûå
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ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

φ(x1, t1, . . . , xn, tn), (2.2.2)

òî ôèêñèðóÿ t1, . . . , tn è ìîäåëèðóÿ ïîëó÷åííóþ ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ(t1, w), . . . , ξ(tn, w) ìåòîäàìè
ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìû ïîëó÷èì ðåàëèçàöèþ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Âûáèðàÿ, íàïðèìåð, tj = 1

n · j, j = 0, . . . , n−1 ìû ìîæåì ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì n ïðîñëåäèòü ïîäðîáíî ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
Ïðîáëåìà, îäíàêî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êàê ìû âèäåëè, ìîæåò áûòü çàäà÷åé
î÷åíü òðóäíîé (òðóäîåìêîé). Èíîãäà ýòè òðóäíîñòè îêàçûâàþòñÿ
íåïðåîäîëèìûìè äàæå äëÿ ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èìåþò äåëî ñ íåêîòîðûìè ñðàâíèòåëüíî óçêèìè
êëàññàìè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ ëèáî ïëîòíîñòü (2.2.2)
ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé, çàâèñÿùèõ îò íåáîëüøîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ, ëèáî ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ
ýòîé ïëîòíîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü óäîáíûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññû
íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà t, ðàâíàÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t

âåëè÷èíå Eξ(t, w) íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èëè
ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, à ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ
R(θ, t) = M(ξ(θ, w)ξ(t, w)) � êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé. Íèæå äàþòñÿ
îïðåäåëåíèÿ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïðîöåññû
îïðåäåëÿþòñÿ â óçêîì ñìûñëå (ñì. [14]).

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(θ) = ξ(θ, w) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì,
åñëè ñâÿçàííûå ñ íèì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íå çàâèñÿò îò
ñäâèãà ïàðàìåòðà θ. Åñëè âñå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà
íîðìàëüíû, òî ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ, äëÿ óñëîâíûõ
êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîòîðîãî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

P{ξ(θn) ≤ x|ξ(θ1), . . . ξ(θn−1)} = P{ξ(θn) ≤ x|ξ(θn−1)} (2.2.3)

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ1 ≤ . . . ≤ θn èç Θ. Óñëîâèå (2.2.3)
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ýêâèâàëåíòíî òàêæå ñëåäóþùåìó: äëÿ ëþáûõ t1 < t2 èç Θ è ëþáîãî x ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1

P{ξ(t2) ≤ x|ξ(t), t ≤ t1} = P{ξ(t2) ≤ x|ξ(t1)}. (2.2.4)

Ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü çàäàí ïåðåõîäíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè è íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Θ èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò Θ0, ïðè
êîòîðîì çàäàíû íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p0 ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ(θ0) è ôóíêöèÿ (ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü) P (w, t; B, θ)(w,w′ ∈
Ω; t, θ ∈ Θ, B ∈ A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ w ðàâåíñòâó

P (w, t; B, θ) =

∫
P (w′′, τ ; B, θ)P (w, t; dw′′, τ) (2.2.5)

(óðàâíåíèå ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà). Ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå
óñëîâèé ñîãëàñîâàííîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
óïîìÿíóòûõ äâóõ òèïîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî ïîçâîëèò âûÿñíèòü
íåêîòîðûå îñîáåííîñòè âîçíèêàþùèõ àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è
îáñóäèòü âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé.

Ñíà÷àëà ìû îáñóäèì àëãîðèòìè÷åñêóþ ìîäåëü ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàìåòð t

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ t = 0, 1, 2, . . .. Ïóñòü X åñòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
çíà÷åíèé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t). Îäíîðîäíûé ïðîöåññ â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñêàçàííûì âûøå çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñâîèõ çíà÷åíèé ïðè
t = 0 (íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì) è ïðè êàæäîì t > 0 óñëîâíûì
ðàñïðåäåëåíèåì çíà÷åíèé ξ(t + 1) ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ(t) èìåþò çàäàííîå
çíà÷åíèå. Ïðîöåññ ìîæåò çàäàâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîòíîñòÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ: p0(x) è p(x, y) ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ïðîöåññà èëè åãî òðàåêòîðèÿ �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí

x0, x1, x2, . . .

âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìåòîäàìè � 1 ãëàâû 2 ìîäåëèðóåì
x0, ðàñïðåäåëåííûé ñ ïëîòíîñòüþ p◦(x). Çàòåì, åñëè ïîëó÷åíî íåêîòîðîå
xt, òî xt+1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè p(xt, xt+1)
(ïðè ôèêñèðîâàííîì xt).
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Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ñêîëü óãîäíî
äëèííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xt. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, îäíàêî,
ñóùåñòâóåò òàêîå t = τ , ÷òî îêàçûâàåòñÿ xτ = xτ+1 = xτ+2 = . . . ,

ãîâîðÿò â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî xτ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó a ïîãëîùàþùèõ
ñîñòîÿíèé.

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà îáðûâàåòñÿ ïðè ïîïàäàíèè
â ìíîæåñòâî a. Åñëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ýòî ìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíà, òî ïëîòíîñòü ïåðåõîäà íîðìèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

∫

X

p(x, y) dy = 1− g(x), (2.2.6)

ãäå g(x) åñòü âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ (îáðûâà òðàåêòîðèè) è
0 ≤ g(x) ≤ 1. Åñëè g(x) > 0 äëÿ íåêîòîðûõ x, òî ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðè t = 0, x0 ïîëó÷àåì, ìîäåëèðóÿ ïëîòíîñòü p◦(x). Åñëè ïîëó÷åíî
xt, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ g(xt) òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà îáðûâàåòñÿ, è ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1− g(xt) íàõîäèì xt+1, ðàñïðåäåëåííûé ñ ïëîòíîñòüþ

p(xt, xt+1)

1− g(xt)
, (2.2.7)

(xi � ôèêñèðîâàíî).

Åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðîöåññà ξ(t) êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíû. Ïðîöåññ � öåïü Ìàðêîâà
ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé � çàäàåòñÿ âåêòîðîì
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p◦ = (p◦1, . . . , p

◦
n) è ìàòðèöåé ïåðåõîäà P =

‖pi,j‖n
i,j=1, pi,j ≥ 0

n∑

j=1

pi,j = 1− gi, 0 ≤ gi ≤ 1, (2.2.8)

ãäå gi � âåðîÿòíîñòü îáðûâà òðàåêòîðèè, åñëè öåïü íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè ñ íîìåðîì i, à pi,j åñòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèå ñ
íîìåðîì j èç ñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì i (óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà
â ñîñòîÿíèå j â ìîìåíò âðåìåíè t + 1, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t öåïü
íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ñ íîìåðîì i).

Òàêèì îáðàçîì ïðè t = 0 ìîäåëèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå p◦. Â ðåçóëüòàòå
ìîäåëèðîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì íîìåð ñîñòîÿíèÿ i0. Äàëåå, åñëè â ìîìåíò
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âðåìåíè t öåïü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè it, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ git òðàåêòîðèÿ
îáðûâàåòñÿ è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − git íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèé íîìåð
ñîñòîÿíèÿ it+1 ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî åñòü

1

1− git

(pit,1, . . . , pit,n). (2.2.9)

Ðåçóëüòàòîì ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ

i0 → i1 → . . . it . . . (2.2.10)

(òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà). Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âñå òðàåêòîðèè
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îáðûâàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 çàâèñÿò îò
ñòðóêòóðû ìàòðèöû P , à â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå îò ñâîéñòâ ïåðåõîäíîé
âåðîÿòíîñòè p(x, y)).

Èç òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ (ýòî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, èç (2.2.5))
ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé pi(t) â ìîìåíò
âðåìåíè t ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

pi(t + 1) =
∑

j

pj,i pj(t) + giχa (2.2.11)

èëè
p(t + 1, x) =

∫

X

p(x, y) p(t, y) dy + g(x)χa (2.2.12)

â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Çäåñü pi(t) = P{it = i}, p(t, y) = P(xt = y), à χa

� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîãëîùàþùåãî ñîñòîÿíèÿ. Èç óðàâíåíèé
(2.2.11) è (2.2.12) ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè gi > 0
i = 1, . . . , n, g(x) > 0, x ∈ X ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà ïîïàäàþò â
ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t). Ïóñòü íà
ïðîìåæóòêå [0, T ] çàäàíû ìîìåíòû âðåìåíè 0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 <
T. ξ(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñâîèõ ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ �
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Eξ(t) = f(t) (2.2.13)

è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè

E[(ξ(t)− f(t))(ξ(τ)− f(τ))] = R(tτ). (2.2.14)
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Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
Ξ = (ξ(0), ξ(t1), . . . , ξ(tn−1), ξ(T ))

åñòü ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ

φn+1(X) =
1

(2π)
n+1

2 (det C)1/2
exp(−1

2
(X − F )TC−1(X − F )), (2.2.15)

ãäå X = (x0, . . . , xn)
T , F = (f(0), f(t1), . . . , f(T ))T , C = ‖R(ti, tj)‖n

i,j=0,
t0 = 0, tn = T, det C 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà â
âûáðàííûõ òî÷êàõ ti, i = 0, . . . , n ñâîäèòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ
ìíîãîìåðíîé ïëîòíîñòè (2.2.15). Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ïîäãîòîâèòåëüíîé
ñòàäèè � ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû C íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðåóãîëüíûõ
è îñíîâíîé � âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè n + 1 íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ íîðìàëüíî (0, 1) ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí.

Ìàòðèöà C ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ñèììåòðè÷íà è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

C = ΓΓT , (2.2.16)

ãäå

Γ =




γ11 γ12 . . . γ1,n+1

0 γ22 . . . γ2,n+1

0 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . γn+1,n+1




âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí γi,j õîðîøî èçâåñòåí êàê îäèí èç
âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû è íîñèò íàçâàíèå "ìåòîä
êâàäðàòíûõ êîðíåé"[16]. Åãî ëåãêî ïîñòðîèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî
÷èñëà γi,j (ïðè èçâåñòíûõ ci,j) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî
èç öåïî÷êè óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìîé ïðèðàâíèâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèö â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (2.2.16).

Îáîçíà÷èì äàëåå X − F = Y . Èìååì (X − F )T C−1(X − F ) =
Y TC−1Y = Y T (ΓΓT )−1Y = Y T (Γ−1)TΓ−1Y = (Γ−1Y )T (Γ−1Y ).

Åñëè òåïåðü ñäåëàòü â (2.2.15) çàìåíó ïåðåìåííûõ Z = (Γ−1Y ), òî
ïîëó÷èì

φ̃n+1(Z) =
1

(2π)
n+1

2

exp(−1

2
ZTZ).
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Ñëó÷àéíûé âåêòîð, èìåþùèé ñâîåþ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
φ̃n+1(Z) ÿâëÿåòñÿ n + 1 ìåðíûì íîðìàëüíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ñ
íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè ξ = (ξ1, . . . , ξn+1), ïðè÷åì ξi ∈ N(0, 1).
Ìîäåëèðîâàíèå ξi îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäàìè, îïèñàííûìè íà ñòð. (33).
Çàòåì âåêòîð Ξ = [ξ(0), ξ(t1), . . . , ξ(tn−1), ξ(T )] íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Ξ = F + Γξ. (2.2.17)

Ïóñòü ti = T i
n . Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî ìàòðèöà êîâàðèàöèé èìååò

ïðèáëèæåííî ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó � çàâèñèìîñòü ξ(ti) îò "äàëåêèõ"
çíà÷åíèé óáûâàåò ñ èõ óäàëåííîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü
ïîñòðîåíû óäîáíûå ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû (àâòîðåãðåññèîííûå ìîäåëè
è ò.ï.).

Ïðèìåðîì ãàóññîâñêîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì ìîæåò ñëóæèòü ïðîöåññ (îäíîìåðíîãî) áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ. Åñëè ÷àñòèöà íà÷èíàåò äâèæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â
òî÷êå x = 0, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, . . . , tn
(0 < t1 < . . . < tn) îíà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïðîìåæóòêå [a1, b1], . . . , [an, bn]
ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîé

∫ b1

a1

. . .

∫ bn

an

p(0, x1; t)p(x1, x2; t2 − t1) . . .

. . . p(xn−1, xn; tn − tn−1) dx1, . . . , dxn, (2.2.18)

ãäå
p(x, y; t) = (2πt)−1/2 exp[

1

2t
(y − x)2], (2.2.19)

÷òî è îïðåäåëÿåò êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, áëàãîäàðÿ
ìàðêîâîñòè è ñïåöèàëüíîìó âèäó p(x, y, t) ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïóòåì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ
ïðîöåññ.

Ïóñòü ξ(t) � òðàåêòîðèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû è 0 ≤ t ≤ 1, ξ(0) =
0. Áóäåì ïðèáëèæàòü ξ(t) ïîñðåäñòâîì ëîìàíûõ, âåðøèíû êîòîðûõ
ïîìåñòèì â òî÷êàõ ti = i/2n(i = 0, 1, . . . , 2n). Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî
ïðè n = 1 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(1) ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñî ñðåäíèì
íóëü (ξ(0) = 0) è äèñïåðñèåé åäèíèöà, è åå ðåàëèçàöèÿ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà îäíèì èç îáñóæäàâøèõñÿ ðàíåå ñïîñîáîâ. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà
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n íå âëå÷åò ïåðåñ÷åòà ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåàëèçàöèé. Ïðè n = 2 ξ(1/2)
ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñî ñðåäíèì (ξ(0) + ξ(1))/2 è äèñïåðñèåé 1/4.
Âîîáùå, åñëè ïîëó÷åíû ðåàëèçàöèè ξ(t′) è ξ(t′′), (t′′ > t′), òî ξ( t′+t′′

2 )
èìååò íîðìàëüíîå ñî ñðåäíèì (ξ(t′) + ξ(t′′))/2 è äèñïåðñèåé (t′′ − t′)/2
ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò äðîáèòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîìåæóòîê
[0, 1] íà ÷àñòè, êðàòíûå 2n, ñòðîèòü ëîìàíûå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì
çâåíüåâ è ñëåäèòü çà ñõîäèìîñòüþ èíòåðåñóþùåãî íàñ ôóíêöèîíàëà íà
òðàåêòîðèÿõ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèåìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ìû ïðåäïîëàãàëè ðàññìîòðåòü òîëüêî
ïðîñòåéøèå èç íèõ.

Êàê ïðàâèëî, ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîöåëüþ.
Âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë � ÷èñëî, ñîïîñòàâëÿåìîå äàííîé òðàåêòîðèè
ïðîöåññà. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà ìîãóò èìåòü áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñíîâà îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì n ñîñòîÿíèé. Ñ÷èòàåì, ÷òî âðåìÿ äèñêðåòíî è
òðàåêòîðèè öåïè îáðûâàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ïóñòü öåïü çàäàåòñÿ, êàê è ðàíåå, íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì p0 è
ïåðåõîäíîé ìàòðèöåé P = ‖pi,k‖.

n∑
k=1

pi,k = 1−gi. Ïîëàãàåì äëÿ ïðîñòîòû
èçëîæåíèÿ gi > 0, i = 1, . . . , n. Ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ
òðàåêòîðèè

i0 → i1 → . . . → iτ (2.2.20)

ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòü
p0

i0
pi0,i, . . . , piτ−1iτ giτ . (2.2.21)

Òàêèì îáðàçîì íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà. Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∞∑
τ=0

n∑
i0=1

. . .
n∑

iτ=1

p0
i0
pi0,i1, . . . , piτ−1,iτ giτ = 1. (2.2.22)

×òîáû äîêàçàòü ýòî ðàâåíñòâî, çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Z = PZ + G G = ‖g1, . . . , gn‖T

èìååò åäèíñòâåííîå èòåðàöèîííîå ðåøåíèå. Ýòî òàê, èáî ïåðâàÿ íîðìà
ìàòðèöû P , ðàâíàÿ max

i

n∑
k=1

pi,k, ìåíüøå åäèíèöû (gi > 0). Ëåãêî âèäåòü
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ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî ýòî ðåøåíèå åñòü âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî
ðàâíû 1. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

1 =
n∑

k=1

pi,k · 1 + gi, i = 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ gi. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ðåøåíèå ñèñòåìû åñòü Z = lim

m→∞
Zm, ãäå Zm = PZm−1 + G, Z0 = G.

Íî Zm = (I + P + . . . + Pm)G è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Z = ‖
∞∑

τ=1

n∑
i1=1

. . .

n∑
iτ=1

pi0,i1 . . . piτ−1
, iτgiτ‖n

i0=1, (2.2.23)

îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò

(p0, Z) = 1,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (2.2.22), åñëè ó÷åñòü (2.2.23). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
òðàåêòîðèé ñ îïðåäåëåííîé íà íåì ìåðîé µ, îïðåäåëÿåìîé ñîîòâåòñòâèåì
(2.2.20)�(2.2.21) åñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Åñëè òåïåðü íà òðàåêòîðèÿõ (2.2.20) çàäàí ôóíêöèîíàë
Φ(x0, x1, . . . , xτ) è ñóùåñòâóåò åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî îíî
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

EΦ =
∞∑

τ=0

n∑
i0=1

. . .
n∑

iτ=1

Φ(x0, . . . , xi)p
0
i0,

pi0,i1 . . . piτ−1,iτ giτ . (2.2.24)

Îäèí èç øèðîêî èçâåñòíûõ ôàêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäñòàâëåíèåì
(2.2.24) îòíîñèòñÿ ê âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà

X = AX + F. (2.2.25)

A = ‖aij‖n
i,j=1, X = (x1, . . . , xn)

T , F = (f1, . . . , fn)
T ,

ïðè÷åì ñõîäèòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

Xm = AXm−1 + F, X0 = F, m = 1, 2, . . . .
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Ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî èòåðàöèîííîå ðåøåíèå X̃ ñèñòåìû (2.2.25)
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

X̃ =
∞∑

k=0

AkF (ñóììà ðÿäà Íåéìàíà).

Åñëè âûïîëíåíû áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè òàê íàçûâàåìîãî
ìàæîðàíòíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

X̃m = |A|X̃m−1 + |F |, |A| = ‖|aij|‖m
i,j=1,

òî X̃ ïðåäñòàâèìî â ôîðìå

X̃ = ‖
∞∑

k=0

n∑
i1=1

. . .
n∑

ik=1

ai,i1, ai1,i2, . . . , aik−1,ikfik‖n
i=1,

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (H, X̃), ãäå H = (h1, . . . , hn) ïðîèçâîëüíûé
çàäàííûé âåêòîð â ôîðìå

(H, X̃) =
∞∑

k=0

n∑
i0=1

. . .
n∑

ik=1

hi0ai0,i1, . . . , aik−1,ikfik. (2.2.26)

Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü (2.2.24) ñ (2.2.26), ÷òîáû óêàçàòü âåðîÿòíîñòíûé
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ (H, X̃).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p0,P ïðîèçâîëüíàÿ öåïü Ìàðêîâà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ)

p0
i > 0, åñëè hi 6= 0, i = 1, . . . , n

pi,j > 0, åñëè ai,j 6= 0, i, j = 1, . . . , n
gi > 0, åñëè fi 6= 0, i = 1, . . . , n

, (2.2.27)

òîãäà âûáèðàÿ, íàïðèìåð,

Φ(x0, . . . , xτ) = Φ0(x0, . . . , xτ) =
hi0ai0,i1 , . . . , aiτ−1 τfiτ

p0
i0,

, pi0,i1 . . . piτ−1
,τ giτ

,

âèäèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

EΦ0 = (H, X̃), (2.2.28)

ïðè÷åì ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóåò èç
ñõîäèìîñòè ìàæîðàíòíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ìîäåëèðóÿ N

59



íåçàâèñèìûõ òðàåêòîðèé öåïè Ìàðêîâà è âû÷èñëÿÿ äëÿ êàæäîé
çíà÷åíèå Φj

0, j � íîìåð òðàåêòîðèè, j = 1, . . . , N , ìû ìîæåì íà
îñíîâàíèè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë îöåíèòü (H, X̃) ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî
àðèôìåòè÷åñêîãî

1

N

N∑
j=1

Φj
0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèé
ïðèãîäíû íå òîëüêî äëÿ îöåíêè èíòåãðàëîâ âûñîêîé êðàòíîñòè, íî è
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ � èíòåãðàëîâ ïî
òðàåêòîðèÿì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå òðàåêòîðèåé ñëóæèëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ ÷èñåë. Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ìû ïðèâåäåì ïðèìåð èíòåãðàëà
ïî òðàåêòîðèÿì, ÿâëÿþùèìèñÿ íåïðåðûâíûìè êðèâûìè.

Åñëè â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà Ω âûáðàòü ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
íà [0,∞) ôóíêöèé x(t), (xi = x(ti), i = 1, . . . , n; x(0) = 0),
òî ôîðìóëû (2.2.18), (2.2.19) îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà
ïîëóêîëüöå ìíîæåñòâ âèäà

[a1 ≤ x(ti) ≤ b1; . . . ; an ≤ x(tn) ≤ bn],

(âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàííîñòè ëåãêî ïðîâåðèòü), è ýòà ìåðà
ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå ïðîñòðàíñòâî Ω íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé ââåäåíèÿ èíòåãðàëà ìîæíî
äàëåå îïðåäåëèòü èíòåãðàë, íàçûâàåìûé èíòåãðàëîì Âèíåðà.

Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ x ∈ (−∞, +∞).
Èíòåãðàë Âèíåðà

J =

∫
exp[−

t∫

0

f((x(τ))dτ ]P(dw), (2.2.29)

ãäå P � ìåðà Âèíåðà, òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåë

J = lim
n→∞

+∞∫

−∞
. . .

+∞∫

−∞
exp[− t

n

n∑
i=1

f(xi)]p(0, x1; t1) . . .

. . . p(xn−1, xn; tn − tn−1 dx1 . . . dxn,
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êîòîðûé ñ ó÷åòîì (2.2.19) ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàí â âèäå

J = lim
n→∞

(2πtn−1)−n/2

+∞∫

−∞
. . .

. . .

+∞∫

−∞
exp

[
−tn−1

{
n∑

i=1

f(xi) +
1

2

n∑

i=1

(xi − xi−1)
2/tn−1

}]
dx1 . . . dxn,

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü J â ôîðìå
∫

exp


−

t∫

0

{
1

2
(
dx

dτ
)2 + f((x)(τ))

}
dτ


 dx(òðàåêòîðèÿ).

Ñ ìåðàìè íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ñâÿçàíû ìíîãèå óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñ èíòåãðàëàìè ïî ýòèì ìåðàì ñâÿçàíû
âàæíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî
â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.
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