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Ãëàâà 3. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ
3.1 Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî
Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî, îò áëèçêèõ ïî õàðàêòåðó ïðîáëåì, èçó÷àåìûõ êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêîé, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
(ìåð). Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìåðû, îïðåäåëåííûå íà òðàåêòîðèÿõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè. Â îáùåì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåò
èäòè ëèøü î ïðèáëèæåííîì (êàê ïðàâèëî, â ñëàáîì ñìûñëå) èõ ìîäåëèðîâàíèè.
Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ ìåðà îïðåäåëåíà, ìîæåò èìåòü âåñüìà ñëîæíóþ ïðèðîäó.
Ìû äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ïðèìåðàìè çàäà÷, â êîòîðûõ ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ìåðû
äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøàåòñÿ ñðåäñòâàìè ãëàâû 2.

Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü áóäåò èäòè î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ J [f ] =
∫

f(x)µ(dx), ãäå µ
- âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X ýëåìåíòîâ X. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X

ñíàáæåíà íåêîòîðîé σ-àëãåáðîé è f µ-èçìåðèìàÿ íà X ôóíêöèÿ.
Òîãäà, åñëè ìû óìååì äîñòàòî÷íî òî÷íî âû÷èñëÿòü íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè x1, x2, ...

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ðàñïðåäåëåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé µ, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
èìååì

lim
N→∞

1

N

N∑
j=1

f(xj) =

∫
f(x)µ(dx). (3.1.1)

(Óñèëåííûé Çàêîí Áîëüøèõ ×èñåë. ×àñòíûé ñëó÷àé).
Åñëè f èíòåãðèðóåìà ñ êâàäðàòîì (f ∈ L2(µ)), òî, â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, èìååì ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî xj,
÷òî è âûøå

lim
N→∞

P
(√N

σf

∣∣∣ 1

N

N∑
j=1

f(xj)−
∫

f(x)µ(dx)
∣∣∣ < y

)
=

√
2

π

∫ y

0

e−u2

du, (3.1.2)

ãäå σ2
f =

∫
f 2(x)µ(dx)−

( ∫
f(x)µ(dx)

)2

, èëè ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ p, ðàâåíñòâî

∣∣∣ 1

N

N∑
j=1

f(xj)−
∫

f(x)µ(dx)
∣∣∣ 0 yσf√

N
, (3.1.3)

ãäå y îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
∫ y

0
e−u2

du =
√

π
2
p.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èíòåãðàë J [f ] îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóììû SN [f ] =
1
N

∑N
j=1 f(xj), òî ïîãðåøíîñòü ïðè çàäàííîì p óáûâàåò êàê O(N−1/2).

Çàìå÷àíèå. Åñëè f ∈ Lp(µ) 1 6 p < 2, òî ðàâåíñòâî (3.1.1) î÷åâèäíûì îáðàçîì
èìååò ìåñòî, íî ïîãðåøíîñòü óáûâàåò ìåäëåííåå ÷åì N−1/2. Â ÷àñòíîñòè èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (Áàð, Ýñcååí [1])
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E
∣∣SN [f ]− J

∣∣p 6 2

Np−1

N∑

k=1

E
∣∣f(xk)− J

∣∣p. (3.1.4)

Ôîðìóëû (3.1.1),(3.1.3) ñëóæàò îáîñíîâàíèåì èñïîëüçîâàíèÿ ñóììû SN [f ] â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà J . Î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé èñïîëüçóåò
ïîäîáíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó.

Çàìåòèì ñðàçó æå, ÷òî SN [f ] íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåñìåùåííîé îöåíêîé
èíòåãðàëà. Áîëåå òîãî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ñàìîé ïðîñòîé (â íåêîòîðîì ðàçóìíîì
ñìûñëå) îöåíêîé. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå èíòåãðàëà

∫ 1

0
f(x)dx, ãäå f(x)

èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è 0 6 f(x) 6 1. Ïîñêîëüêó
∫ 1

0
f(x)dx =

∫ 1

0

∫ f(x)

0
dxdy, òî èìååì

1

0 1

y=f(x)

Ðèñ 3.1.

E( 1
N

∑N
i=1 f(xi)) = E( 1

N

∑N
i=1 ζi) =

∫ 1

0
f(x)dx,

ãäå ζi =

{
1, åñëè α2i−1 6 f(α2i)
0, åñëè α2i−1 > f(α2i),

i=1,...,N

è α1, ..., α2N � íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà ïðîìåæóòêå
[0, 1] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (â íàøåì ñëó÷àå ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà). Ïðè ýòîì

D1 = D
( 1

N

N∑
i=1

f(αi)
)

=
1

N

( ∫ 1

0

f 2(x)dx− (

∫ 1

0

f(x)dx)2
)
,

D2 =
1

N

(
p(1− p)

)
, p =

∫ 1

0

f(x)dx è, î÷åâèäíî,

D2 > D1 äëÿ âñåõ f ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè âèäà.
Ïîðÿäîê óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (3.1.3), ñ÷èòàåòñÿ î÷åíü

ìåäëåííûì ( óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè â 10 ðàç òðåáóåò óâåëè÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé
ðàáîòû â 100 ðàç). Ýòà òðóäíîñòü ìîãëà áû áûòü íåïðåîäîëèìîé ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
çàäà÷, íî íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ σf â ïðàâîé ÷àñòè (3.1.3) ïîäñêàçûâàåò âîçìîæíîñòü
óâåëè÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà çà ñ÷åò ïîñòðîåíèÿ îöåíîê, èìåþùèõ âû÷èñëÿåìûé
èíòåãðàë ñâîèì îáùèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, íî âîçìîæíî ìàëóþ äèñïåðñèþ.
Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ðàñïðîñòðàíåííûå ìåòîäû ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè îöåíîê.

3.1.1 Ìåòîä âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè
Î÷åíü ïðîñòîé ìåòîä, ïðåäïîëàãàþùèé, ÷òî çàðàíåå (àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî)
îïðåäåëåíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà J1 =

∫
g(x)µ(dx), ãäå g (êàê è f) èíòåãðèðóåìà ñ
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êâàäðàòîì ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå µ è y áëèçêà ê f â ìåòðèêå L2(µ). Òîãäà îöåíêà

κ1 = J1 +
1

N

N∑
i=1

[
f(xi − g(xi)

]
, (3.1.5)

ãäå xi íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé µ, ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé
îöåíêîé èíòåãðàëà J [f ]. Åå äèñïåðñèÿ åñòü

Dκ1 =
1

N

[ ∫
(f − g)2µ(dx)− (

J [f − g]
)2

]
. (3.1.6)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì î áëèçîñòè f ê g ýòà äèñïåðñèÿ ìåíüøå ÷åì äèñïåðñèÿ
SN [f ]. Ýòîò ïðîñòîé ïðèåì èíîãäà ìîæåò áûòü î÷åíü ïîëåçåí, íî îòìåòèì ñðàçó, ÷òî
íåîáõîäèìîñòü ïðè êàæäîì i âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå g(xi) óâåëè÷èâàåò âû÷èñëèòåëüíóþ
ðàáîòó.

3.1.2 Çàìåíà ìåðû (ìåòîä ñóùåñòâåííîé âûáîðêè)
Îäèí èç íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ ìåòîäîâ ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè. Ïðåäâàðèòåëüíî
ñëåäóåò íàïîìíèòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

Åñëè σ-êîíå÷íàÿ ìåðà µ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

µ(A) =

∫

A

f(x)ν(dx),

A ∈ Q - σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà X, à f íåîòðèöàòåëüíàÿ
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî f(x) íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà ìåðû µ ïî
ìåðå ν è îáîçíà÷àþò

f(x) =
dµ

dν
(x).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà äëÿ çàäàííûõ σ-êîíå÷íûõ ìåð µ è ν ïðîèçâîäíàÿ f(x)
ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî îòíîøåíèþ ê
ν (µ ¿ ν) ò.å. èç ðàâåíñòâà ν(A) = 0 ñëåäóåò µ(A) = 0.

Ïóñòü, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν â åäèíè÷íîì êâàäðàòå òàêîâà. Ñ âåðîÿòíîñòüþ
p1 ìû èìååì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â êâàäðàòå, ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà åãî äèàãîíàëè (x = y) è ñ âåðîÿòíîñòüþ p3 äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå â
òî÷êàõ (xi, yi) i = 1, 2, 3, 4 êâàäðàòà

íîìåð òî÷êè 1 2 3 4
âåðîÿòíîñòü 0,1 0,1 0,2 0,6 , p1 + p2 + p3 = 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåðà µ áûëà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ìåðå
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ q1 > 0 îíà èìåëà ïëîòíîñòü ϕ1(x, y) îòëè÷íóþ îò íóëÿ
â åäèíè÷íîì êâàäðàòå, ñ âåðîÿòíîñòüþ q2 > 0 èìåëà ïëîòíîñòü ϕ2(x) îòëè÷íóþ îò íóëÿ
íà äèàãîíàëè è ñ âåðîÿòíîñòüþ q3 > 0 èìåëà â òî÷êàõ (xi, yi) ðàñïðåäåëåíèå âèäà
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íîìåð òî÷êè 1 2 3 4
âåðîÿòíîñòü q11 q12 q13 q14

, q1,i > 0,
∑4

i=1 q1,i = 1.

Ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà dµ
dν

(x, y) òîãäà åñòü

dµ

dν
(x, y) =





ϕ1(x, y) · p1

q1
x, y ∈ D

ϕ2(x, y) · p2

q2
x = y x, y ∈ D

p3

q3

0,1
q11

, x=x1

y=y1

p3

q3

0,1
q12

, x=x2

y=y2

p3

q3

0,2
q13

, x=x3

y=y3

p3

q3

0,6
q14

, x=x4

y=y4
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ν ëþáàÿ σ-êîíå÷íàÿ ìåðà, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé µ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà, òî

J [f ] =

∫
f(x)µ(dx) =

∫
f(x)

dµ

dν
(x)ν(dx), (3.1.7)

è äëÿ èíòåãðàëà J [f ] ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî íåñìåùåííûõ îöåíîê

κν [f ] =
1

N

N∑
j=1

f(Yj)
dµ

dν
(Yj), (3.1.8)

ãäå Yj íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé ν.
κν [f ] èìåþò îáùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, íå çàâèñÿùåå îò ν, íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî
èõ äèñïåðñèè îò ν çàâèñÿò. Äåéñòâèòåëüíî

Eκ2
ν [f ] =

1

N

∫
f 2(x)

(dµ

dν
(x)

)2
ν(dx) =

1

N

∫
f 2(x)

dµ

dν
(x)µ(dx). (3.1.9)

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò çàäà÷à-ñðåäè âñåõ îöåíîê âèäà (3.1.7) âûáðàòü îöåíêó ñ
íàèìåíüøåé äèñïåðñèåé (âûáðàòü ìåðó ν, äîñòàâëÿþùóþ îöåíêå (3.1.7) ìèíèìàëüíóþ
äèñïåðñèþ).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî)

∫ (
f(x)

dµ

dν
(x)

)2

ν(dx) >
(∫ ∣∣f(x)

dµ

dν
(x)

∣∣ν(dx)

)2

=

(∫ ∣∣f(x)
∣∣µ(dx)

)2

. (3.1.10)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó ñíèçó äëÿ Eκ2
ν [f ].

Ëåãêî óêàçàòü (ïî êðàéíåé ìåðå îäíó) ìåðó ν îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå
Bf = {x : f(x) 6= 0; x ∈ X}, äëÿ êîòîðîé â (3.1.10) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ýòî
ν0(dx) =

1

J

∣∣f(x)
∣∣µ(dx), x ∈ Bf , J =

∫ ∣∣f(x)
∣∣µ(dx). (3.1.11)

Äåéñòâèòåëüíî,
1. µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî îòíîøåíèþ ê ν0. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ν0 ìíîæèòåëåì

J
|f(x)| , x ∈ Bf .

2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:
∫ (

f(x)
dµ

dν
(x)

)2

ν0(dx) =

∫ (
|f(x)| J

|f(x)|
)2

· 1

J
|f(x)|µ(dx) = J

2
.
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ν = ν0 Eκ2
ν [f ], à ñëåäîâàòåëüíî, è Dκν [f ] äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé

ãðàíèöû. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà. 3.1(Î ñóùåñòâåííîé âûáîðêå [2]).
Ñðåäè íåñìåùåííûõ îöåíîê J [f ] âèäà

κν [f ] =
1

N

N∑
j=1

f(Yj)
dµ

dν
(Yj),

ãäå Yj íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé ν(dx),
îöåíêà κν0 [f ], ãäå

ν0(dx) =
1

J
|f(x)|µ(dx)

èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äèñïåðñèþ, ðàâíóþ

Dκν0 [f ] = J
2 − J2. (3.1.12)

Ñëåäñòâèå. Åñëè f(x) > 0, x ∈ X, òî èìååì

Dκν0 [f ] = 0. (3.1.13)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç (3.1.12).
Îáñóæäåíèå ïðàêòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðîì îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòè ìû

ïðîâåäåì íà ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà ìåðà µ çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ µ(dx) = ϕ(x)dx x ∈ D ⊂
Rs.

Êàê â ýòîì, òàê è â îáùåì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå ν0 çàäà÷à ñòîëü æå ñëîæíàÿ, ÷òî è âû÷èñëåíèå èñõîäíîãî
èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 3.1, îäíàêî, ìîæåò áûòü ïîëåçíà â òîì îòíîøåíèè, ÷òî îíà ðåêîìåíäóåò
âûáèðàòü ìåðó, áëèçêóþ â íåêîòîðîì ñìûñëå ê îïòèìàëüíîé. Ïóñòü ν(dx) = ψ(x)dx. Â
ýòîì ñëó÷àå

Eκ2
ν =

∫ (
f(x)

ϕ(x)

ψ(x)

)2

ψ(x)dx, à ν0(dx) ≡ ψ0(x)(dx) =
1

J
|f(x)|ϕ(x)dx.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé f(x) > 0 è ñ÷èòàòü, ÷òî ìû óìååì ìîäåëèðîâàòü
ïëîòíîñòü ψε(x) = J

−1

ε (f(x)ϕ(x) + ε(x)), ãäå ε ìàëàÿ ïî íîðìå L1 ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷àÿ
κε îöåíêó âèäà (3.1.8), ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîé ïëîòíîñòè, èìååì

Eκ2
ε =

∫
f 2(x)ϕ2(x)

ψε(x)
dx = Jε ·

∫
f 2(x)ϕ2(x)

f(x)ϕ(x) + ε(x)
dx =

=
(
J [f ] + ε

) ·
∫

f(x)ϕ(x)

(
1− ε(x)

f(x)ϕ(x)
+

ε2

f2ϕ2

1− ε2

f2ϕ2

)
,
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ãäå ε =
∫

ε(x)dx. Äàëåå èìååì

Eκ2
ε =

(
J [f ] + ε

)(
J [f ]− ε +

∫ ε2(x)
f2(x)ϕ2(x)

1− ε2(x)
f2(x)ϕ2(x)

· f(x)ϕ(x)dx

)
.

Åñëè òåïåðü îáîçíà÷èòü ε0(x) îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó |ε(x)|
f(x)ϕ(x)

, òî ïîëó÷èì

Eκ2
ε = J2[f ]− ε2 + (J [f ] + ε) ·

∫
ε2
0(x)

1− ε2
0(x)

f(x)ϕ(x)dx. (3.1.14)

Òàêèì îáðàçîì, îòêëîíåíèå íà ε(x) â îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòè âûçûâàåò, ãðóáî ãîâîðÿ,
îòêëîíåíèÿ ïîðÿäêà ‖ε‖2 ó äèñïåðñèè îöåíêè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü ðîëü îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè ε0(x) â ðàâåíñòâå (3.1.14).

Âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïðèåìîâ ïîíèæåíèÿ
äèñïåðñèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ, ãäå îöåíêà èíòåãðàëà
ìîæåò íå èìåòü âòîðîãî ìîìåíòà, ïîçâîëÿåò âûáðàòü òàêîé âàðèàíò îöåíêè, ãäå äèñïåðñèÿ
êîíå÷íà. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî òåîðåòè÷åñêè ýòî ìîæíî ñäåëàòü âñåãäà, êîãäà f
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Ïðàêòè÷åñêóþ ñòîðîíó îáû÷íî ïîÿñíÿþò
ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì èíòåãðàëà

∫ 1

0
f(x)√

x
dx. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x) îòäåëåíà îò íóëÿ è

îãðàíè÷åíà íà [0, 1]. Åñëè èñïîëüçîâàòü îöåíêó κ1 = 1
N

∑N
j=1

f(αj)√
αj

, ãäå αj ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû íà [0, 1], òî êàê ëåãêî âèäåòü, èíòåãðàë, ÷åðåç êîòîðûé âûðàæàåòñÿ å¼
âòîðîé ìîìåíò (

∫ 1

0
f2(x)

x
dx) ðàñõîäèòñÿ. Îäíàêî äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïëîòíîñòü 1

2
√

x
,

÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó κ2 = 2√
N

∑N
j=1 f(βj), êîòîðàÿ íåñìåùåíà ïðè βj íåçàâèñèìûõ è

ðàñïðåäåëåííûõ ñ ýòîé ïëîòíîñòüþ è èìååò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ Dκ2 = 1
N

(2
∫ 1

0
f2(x)√

x
dx−

(
∫ 1

0
f(x)√

x
dx)2). Ïðèåì òàêîãî ðîäà íîñèò íàçâàíèå "Âêëþ÷åíèå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü"è

øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå.

3.1.3 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàë J [f ] ïðåäñòàâèì â âèäå ïîâòîðíîãî

∫

(X)

f(x)µ(dx) =

∫

(Y)

µ1(dy)

∫

(Z)

µ2(dz)f(y, z), ò.å.

x = (y, z), y ∈ Y , z ∈ Z, x = Y × Z è µ = µ1 ⊗ µ2, (3.1.15)
è âûïîëíåíî àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé z, òàê, ÷òî èçâåñòíà ôóíêöèÿ

F (y) =

∫

(Z)

µ2(dz)f(y, z). (3.1.16)

Ñðàâíèì äèñïåðñèè äâóõ íåñìåùåííûõ îöåíîê èíòåãðàëà J [f ]

κ1 =
1

N

N∑
j=1

f(XjZj), Yj ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé µ1,
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à Zj â ñîîòâåòñòâèè ñ µ2 è

κ′1 =
1

N

N∑
j=1

F (Yj), Yj ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè µ1.

Ïîñêîëüêó èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðàâíû, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü âòîðûå ìîìåíòû.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Eκ2
1 − E(κ′1)2 =

1

N

[∫
µ1(dy)

∫
µ2(dz)f 2(y, z)−

∫
µ1(dy)F 2(y)

]
=

=
1

N

∫
µ1(dy)

[∫
f 2(y, z)µ2(dz)−

(∫
f(y, z)µ2(dz)

)2
]

.

Íî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì Y âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíî
(Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Îòñþäà ïîëó÷àåì

Eκ2
1 − E(κ′)2 > 0, ò.å. D(κ′1)2 6 Dκ2

1 . (3.1.17)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòü äèñïåðñèþ îöåíêè.
Çàìå÷àíèå. Íà ýòîì ïðèìåðå ìîæíî îñîáåííî îò÷åòëèâî âèäåòü, ÷òî óìåíüøåíèå

äèñïåðñèè íå ìîæåò ñëóæèòü ñàìîöåëüþ. Ôóíêöèÿ F , êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå
ôóíêöèè f . Ðàáîòà ïî âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé F - òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ îöåíêè κ′1
- ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòü òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ îöåíêè κ1. Â êîíêðåòíûõ
ñëó÷àÿõ âîïðîñ î âûãîäíîñòè îöåíêè κ′1 ïîäëåæèò èññëåäîâàíèþ. Âîçìîæåí, ïðàâäà,
ñëó÷àé, êîãäà Dκ1 = +∞, à Dκ′1 < +∞ â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, ïðåèìóùåñòâî
îòäàåòñÿ îöåíêå κ′1.

3.1.4 Ìåòîä ðàññëîåííîé âûáîðêè
Ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî

∫
X

f(x)µ(dx) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ

J [f ] =
m∑

k=1

∫

Xk

f(x)µ(dx), ãäå X =
m⋃

k=1

Xk è Xk

⋂
X` = ∅ ïðè ê 6= ` .

Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíêè âèäà (3.1.8) ñ ðàçëè÷íûì, âîîáùå
ãîâîðÿ, ÷èñëîì ñëàãàåìûõ ïðè êàæäîì k, ò.å.

J [f ] ∼
m∑

k=1

µ(Xk)

nk

nk∑
ik=1

f(X
(k)
ik

), (3.1.18)

ãäå X
(k)
ik

èìåþò ðàñïðåäåëåíèå µk(dx) =

{
µ(dx)
µ(Xk)

, x ∈ Xk,

0, x ∈̄ Xk.
. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âòîðîé

ìîìåíò ýòîé îöåíêè çàâèñèò îò õàðàêòåðà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X íà ïîäìíîæåñòâà Xk

è ÷èñåë nk. Âîçìîæíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà X è
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âûáîðå nk (
∑m

k=1 nk = N). Å¼ ðåøåíèå äëÿ m = 2 ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2]. Ïðè
ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè X =

⋃m
k=1 Xk íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, êîãäà

nk

N
áëèçêè ê

∫
Xk

f(x)µ(dx). Çäåñü âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò óñìîòðåòü àíàëîãèþ ñ
ìåòîäîì ñóùåñòâåííîé âûáîðêè.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì âåñüìà ÷àñòíûé ñëó÷àé, èç êîòîðîãî ìîãóò áûòü ñäåëàíû
ëþáîïûòíûå âûâîäû.

Ïóñòü m = 2 è ìíîæåñòâî X ðàçäåëåíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà ðàâíîé ìåðû µ(X1) = µ(X2) = 1/2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà

J [f ] ∼ 1

2N

N∑
j=1

(
f(X

(1)
j ) + f(X

(2)
j )

)
= κ3[f ], (3.1.19)

ãäå X
(1)
j è X

(2)
j íåçàâèñèìûå ïðè ðàçëè÷íûõ j ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíàì µ1(dx) è µ2(dx) ñîîòâåòñòâåííî,

µ1(dx) =

{
2µ(dx) x ∈ X1

0 x ∈̄ X1
, µ2(dx) =

{
2µ(dx) x ∈ X2

0 x ∈̄ X2.

Ïðè îäíîì è òîì æå j X
(1)
j è X

(2)
j , âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèìû. Èõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ïî

îòíîøåíèþ ê µ2(dx, dy) åñòü

ϕ(x, y) =

{
2, x ∈ X1, y ∈ X2 èëè x ∈ X2, y ∈ X1

0, x ∈ X1, y ∈ X1 èëè x ∈ X2, y ∈ X2
.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà X = [0, 1], µ - ìåðà Ëåáåãà, X1 = [0, 1/2], X2 = [1/2, 1], ϕ(x, y)
âûãëÿäèò, êàê ýòî óêàçàíî íà ðèñ. 3.2.

1

10

1/2

1/2

2
2
0

0

Ðèñ 3.2.

Âû÷èñëèì Dκ3[f ] = 1
N

{ ∫
X1

µ(dX)
∫

X2
µ(dY )2

[
1
2
(f(X) + f(Y ))

]2
+

∫
X2

µ(dX)
∫

X1
µ(dY )2

[
1
2
(f(X) + f(Y ))

]2 − (
J [f ]

)2
}

= 1
N

{
1
2

∫
X

f 2(X)µ(dx) + 2ab− (a + b)2
}
,

ãäå îáîçíà÷åíî a =
∫

X1
f(x)µ(dx), b =

∫
X2

f(x)µ(dx).
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Ïîñêîëüêó 2ab− (a + b)2 = (a+b)2+(a−b)2

2
, òî èìååì

Dκ′3 =
1

N

{1

2

( ∫

X

f 2(x)µ(dx)−
( ∫

X

f(x)µ(dx)
)2

− (a− b)2
)}

. (3.1.20)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè J [f ] ñ ïîìîùüþ îöåíêè (3.1.8) ñ 2N èñïûòàíèÿìè
(ò.å. áåç ðàññëîåíèÿ) ìû èìåëè áû äèñïåðñèþ

Dκ1 =
1

2N

[ ∫
f 2(x)µ(dx)− ( ∫

f(x)µ(dx)
)2

]
.

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (3.1.20), èìååì Dκ3 6 Dκ1. Òàêèì îáðàçîì ðàññëîåíèå (â
ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïî êðàéíåé ìåðå) âñåãäà íå óâåëè÷èâàåò äèñïåðñèþ - óìåíüøàåò å¼,
åñëè a 6= b.

Ðàññëîåíèå óìåíüøàåò ñëó÷àéíîñòü � ìû ãàðàíòèðîâàíû, ÷òî ïîëîâèíà òî÷åê, â
êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ f , áóäåò íàõîäèòüñÿ â κ1 à ïîëîâèíà â κ2. Ïðè îòñóòñòâèè
ðàññëîåíèÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

{
X

(1)
j ∈ X1 è X

(2)
j ∈ X1

}
ïîëîæèòåëüíà. Î÷åâèäíî,

ðàçáèâàÿ X íà 4, 8 è.ò.ä. ÷àñòåé ìû áóäåì óëó÷øàòü ñèòóàöèþ è ïîëó÷èì ïî÷òè
äåòåðìèíèðîâàííóþ ïðîöåäóðó. Ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ
èìååò ìåñòî ïðè äåëåíèè ìíîæåñòâà X íà ëþáîå ÷èñëî ÷àñòåé ðàâíîé ìåðû. È ìû äîëæíû
áûëè áû èçãíàòü ñëó÷àéíîñòü (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî!), íî , åñëè äåëåíèå îòðåçêà ïîïîëàì
íå òðåáóåò â ñóùíîñòè äîïîëíèòåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, òî äåëåíèå ãèïåðêóáà
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íà íà ÷àñòè ðàâíîãî îáúåìà ñîâñåì íå ïðîñòàÿ ïðîáëåìà. Ýòîé
ïðîáëåìû, î÷åâèäíî, íåò ïðè èñïîëüçîâàíèè äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ñóùåñòâóþò è
äðóãèå ïðåèìóùåñòâà ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðåäåëåíèé. Îá ýòîì
áóäåò ñêàçàíî â äðóãèõ ðàçäåëàõ.

3.1.5 Ñëó÷àéíûå èíòåðïîëÿöèîííî-êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû
Ïóñòü X òàêîâî, ÷òî íà íåì ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ôóíêöèè
ϕ1(x), ..., ϕm(x). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x).
Âûáåðåì â X m ðàçëè÷íûõ òî÷åê X1, ...Xm (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü) è
îïðåäåëèì êîíñòàíòû C1, ..., Cm èç óñëîâèÿ

Σm
j=1Cjϕj(X`) = f(X`), (modµ) ` = 1, 2, ..., m. (3.1.21)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êðàìåðà äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà L[f, x] =
∑m

j=1 cjϕj(x),
óäîâëåòâîðÿþùåãî (3.1.21) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

L[f, x] =
−1

det ‖ϕi(xj)‖m
i,j=1

0 ϕ1(x) . . . ϕm(x)
f(x1) ϕ1(x1) . . . ϕm(x1)
. . . . . . . . . . . .

f(xm) ϕ1(xm) . . . ϕm(xm)

(3.1.22)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî det ‖ϕi(xj)‖m
i,j=1 - îòëè÷åí îò íóëÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåðêà íóæíûõ

íàì ñâîéñòâ L[f, x] ìîæåò áûòü âûïîëíåíà íåïîñðåäñòâåííî (áåç Ôîðìóë Êðàìåðà).
Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü â ÷èñëèòåëå (3.1.22) ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè,
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óáåæäàåìñÿ, ÷òî L[f, x] èìååò âèä
∑m

j=1 Cjϕj(x). Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x çíà÷åíèå xk, èìååì
â êà÷åñòâå ïåðâîé ñòðîêè óïîìÿíóòîãî îïðåäåëèòåëÿ (0, ϕ1(xk), ..., ϕm(xk)). Âû÷èòàåì ýòó
ñòðîêó èç k + 1-îé ñòðîêè ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå k + 1-îé ñòðîêè (f(xk), 0, ..., 0). Äàëåå
íóæíî ðàñêðûòü îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè è â îñòàâøåìñÿ îïðåäåëèòåëå
ïîñòàâèòü 1-þ ñòðîêó íà ê-òîå ìåñòî. Ïîëó÷àåì L[f, xk] = f(xk), k = 1, 2, ...,m.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f(x) è ϕ`(x), ` = 1, 2, ..., m èíòåãðèðóåìû ñ
êâàäðàòîì îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Òîãäà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ`

îðòîíîðìèðîâàíû. (Ìîæíî ïðîâåðèòü äàæå, ÷òî ïðîöåññ îðòîíîðìàëèçàöèè âûçîâåò ëèøü
äåëåíèå Cj íà êîíñòàíòó íîðìèðîâêè).

Åñëè f è ϕ` îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè, òî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðè óäà÷íîì âûáîðå òî÷åê xk ìíîãî÷ëåí L[f, x] áóäåò ïðèáëèæàòü ôóíêöèþ f . Ýòè
æå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

∫
ϕ1(x)L[f, x]µ(dx) áóäåò ïðèáëèæàòü

èíòåãðàë
∫

ϕ1(x)f(x)µ(dx). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ϕ1(x) ≡ 1 ìû èìååì èíòåãðàë J [f ]. Êðîìå
òîãî, ðîëü ϕ1 ìîæåò âûïîëíÿòü ëþáàÿ èç ϕ` (` = 2, ..., m). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.1.22)
è îðòîíîðìèðîâàííîñòü ϕ`, èìååì

∫
ϕ1(x)L[f, x]µ(dx) =

1

det‖ϕi(xj)‖m
i,j=1

det‖f(xk), ϕ2(xk), ..., ϕm(xk)‖m
k=1. (3.1.23)

Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ â ÷èñëèòåëå (3.1.23) ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà äàåò

1

det‖ϕi(xj)‖m
i,j=1

det‖f(xk), ϕ2(xk), ..., ϕm(xk)‖m
k=1 =

m∑

k=1

Ak(x1, ..., xm)f(xk),

ò.å. èíòåãðàëó ñîîòíîñèòñÿ êóáàòóðíàÿ ñóììà
∫

f(x)ϕ1(x)µ(dx) ∼
m∑

k=1

Ak(x1, ..., xm)f(xk). (3.1.24)

Ôîðìóëó (3.1.23) ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåðïîëÿöèîííî-êóáàòóðíîé ôîðìóëîé.
Åñëè, êàê ìû ãîâîðèëè, íà óðîâíå èíòóèöèè ñóììà Km[f, x1, ..., xm] =∑m

k=1Ak(x1, ..., xm)f(xk) ïðèáëèæàåò èñêîìûé èíòåãðàë, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî, âûáèðàÿ
òî÷êè x` (` = 1, ...,m) ñëó÷àéíî è ñòðîÿ ïî ýòèì òî÷êàì (ñëó÷àéíóþ) êóáàòóðíóþ ñóììó,
ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü èíñòðóìåíò äëÿ ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè. Ïåðåéäåì ê ñòðîãîé
ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Ïóñòü íàáîð òî÷åê Q = (x1, ..., xm) âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî ñ ïëîòíîñòüþ g(Q)
îòíîñèòåëüíî ìåðû µm(dQ). Åñëè ∆(Q) = det‖ϕi(xj)‖m

i,j=1 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñòðîèòñÿ
ñëó÷àéíàÿ êóáàòóðíàÿ ñóììà Km[f, Q]. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçóìíûì
îáðàçîì âûáðàòü g(Q). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

EK[f, Q] =

∫
µn(dQ)K(f,Q)g(Q) =

∫
ϕ1(x)f(x)µ(dx). (3.1.25)

Ïðîñòîé ïðèìåð m = 2, µ - ìåðà Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1], ϕ1 ≡ 1, ϕ2(x) =√
12(x − 1/2) ïîêàçûâàåò, ÷òî íåëüçÿ âûáèðàòü x1 è x2 íåçàâèñèìûìè.

Äåéñòâèòåëüíî â ýòîì ñëó÷àå K[f, Q] = f(x1)(x2−1/2)−f(x2)(x1−1/2)
x2−x1

è EK[f, Q] =
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∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2

f(x1)(x2−1/2)−f(x2)(x1−1/2)
x2−x1

g(x1, x2). Èíòåãðàë èìååò îñîáåííîñòü âäîëü äèàãîíàëè
êâàäðàòà x2 = x1. Åñëè f ïðîèçâîëüíàÿ µ èíòåãðèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì, òî ïî êðàéíåé
ìåðå äëÿ íåêîòîðûõ f îí áóäåò ðàñõîäèòüñÿ, êîãäà g(x1, x2) = g1(x1)g2(x2) è êîíå÷íî,
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (3.1.25) â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé.

Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ K[f, Q] ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ ∆(Q).
Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî g(Q) äîëæíà ñîäåðæàòü ∆(Q) â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ. Äàëåå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî g(Q) = Const ·∆2(Q) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (3.1.25).

Ýòî íå åäèíñòâåííàÿ ïëîòíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ. Ïîäðîáíûé àíàëèç
ïðîáëåìû âûáîðà íóæíîé g(Q) ìîæíî íàéòè â êíèãå [2]. Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ëèøü
ïðîñòåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå áóäåò èñïîëüçîâàòü Ëåììó, ÿâëÿþùóþñÿ íåêîòîðûì
îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ îò îïðåäåëèòåëåé. Äîêàçàòåëüñòâî å¼
ïðèâîäèòñÿ íèæå, â ïðèëîæåíèè 3 ê äàííîìó ó÷åáíîìó ïîñîáèþ.

Ëåììà. 3.1 Ïóñòü çàäàíû äâà íàáîðà ôóíêöèé ϕ1(x), ..., ϕm(x) è ψ1(x), ..., ψm(x),
ïðèíàäëåæàùèõ L2(µ). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
µm(dQ)det‖ϕi(xj)‖m

i,j=1 · det‖ψk(x`)‖m
k,`=1 = m!det‖(ϕiψk)‖m

i,k=1,

ãäå (ϕiψk) =

∫
ϕi(x)ψk(x)µ(dx).

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà. 3.2 Ïóñòü ϕ`(x), ` = 1, ..., m îðòîíîðìèðîâàííàÿ â L2(µ) ñèñòåìà ôóíêöèé.
Òîãäà

1. 1
m!

∆2(Q) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê µn(dQ)

2. Åñëè Q âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ïëîòíîñòüþ, òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

EK[f, Q] =

∫
ϕ1(x)f(x)µ(dx), (3.1.26)

ãäå K[f, Q] = ∆(f,Q)
∆(Q)

, ∆(f,Q) = det‖f(xk, ϕ2(xk), ..., ϕm(xk)‖m
k=1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî (ìàòðèöà ‖(ϕi, ϕk‖m
k=1 ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íîé). Äàëåå,

EK[f, Q] =

∫
µn(dQ)

∆(f, Q)

∆(Q)
· 1

m!
∆2(Q) =

∫
µn(dQ)∆(f, Q)∆(Q).

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ Ëåììû, åñëè ïîëîæèòü ψ1 = f, ψ` = ϕ`, ` =
2, ...,m è ñ÷èòàòü ϕ` îðòîíîðìèðîâàííûì. Èìååì

EK[f,Q] =

(f1ϕ1) (f1ϕ2) . . . (f1ϕm)
0 1 . . . 0
. . . . . . 1 . . .
0 . . . . . . 1

= (f1ϕ1) =

∫
ϕ1(x)f(x)µ(dx),
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÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè K[f, Q] çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñèñòåìû ôóíêöèé ϕ1, ..., ϕm.

Îïðåäåëåíèå. 3.1 Íàçîâåì ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕ`}m
1 ðåãóëÿðíîé ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå

µ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

µm{Q : ∆(Q) = 0} = 0. (3.1.27)

Ïðèìåð. Ôóíêöèè 1,
√

12(x − 1/2) (m = 2) îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ ñèñòåìó. ∆(Q) =√
12(x2−x1) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà äèàãîíàëè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, êîòîðàÿ èìååò µ2 ìåðó

íóëü. µ - ìåðà Ëåáåãà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
ðåãóëÿðíû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà.

Ïðèìåðîì íåðåãóëÿðíîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ëåáåãîâîé ìåðå íà (0,1) ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìà (m = 2) ôóíêöèé

ϕ1(x) ≡ 1, ϕ2(x) =

{
1, x ∈ [0, 1/2]

−1, x ∈ [1/2, 1].
(3.1.28)

Â ýòîì ñëó÷àå ∆(Q) = (ϕ2(x2)−ϕ2(x1)). Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî µ2{x1x2 : (ϕ2(x2)−ϕ2(x1)) =
0} = 1/2.

Ôóíêöèè (3.1.28) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå ïåðâûå ôóíêöèè ñèñòåìû ôóíêöèé Õààðà.
Ôóíêöèè Õààðà, ñïëàéíû è âåéâëåòû ìîãóò ñëóæèòü ïðèìåðîì íåðåãóëÿðíûõ ñèñòåì.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. 3.3 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

DK[f, Q] 6
∫

[f(x)−
m∑

`=1

(f, ϕ`(x)]2µ(dx). (3.1.29)

Ïðè ýòîì, åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé ðåãóëÿðíà, òî â (3.1.29) èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî Âû÷èñëèì EK2[f, Q] =
∫
{Q:∆(Q)6=0} µm(dQ)∆2(f,Q)

∆2(Q)
· 1

m!
∆2(Q) =

1
m!

∫
{Q:∆(Q)6=0} µm(dQ)∆2(f,Q) Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ìåíüøå, à â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé

ñèñòåìû ôóíêöèé ðàâíà âåëè÷èíå

δm =
1

m!

∫
µm(dQ)∆2(f,Q) =

1

m!

∫
µm(dQ)

(
det‖f(xk), ϕ2(xk), ..., ϕm(xk)‖

)2
=

=
(f, f) (f, ϕ2) . . . (fϕm)
(f, ϕ2) 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

(f, ϕm) 0 . . . 1
. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî íà îñíîâàíèè Ëåììû

3.1.2, åñëè â å¼ ôîðìóëèðîâêå ïîëîæèòü {ϕ`} = (f, ϕ2, ..., ϕm) {ψk} = (f, ϕ2, ..., ϕ`).
Äàëåå, ðàçëàãàÿ ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíåé ñòðîêè (èëè ñòîëáöà),
ïîëó÷èì δm = δm−1 − (f, ϕm)2. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî δ1 = (f, f), òî èìååì δm = (f, f) −
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∑m
k=2(f, ϕk)

2. È, ïîñêîëüêó DK[f, Q] = EK2(f, Q) − (f, ϕ1)
2, òî èìååì äëÿ ñëó÷àÿ

ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû ôóíêöèé

DK[f, Q] = (f, f)−
m∑

k=1

(f, ϕk)
2 =

∫ (
f(x)−

m∑

k=1

(f, ϕk)ϕk(x)
)2

µ(dx).

Äëÿ íåðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé

DK[f, Q] 6
∫ (

f(x)−
m∑

k=1

(f, ϕk)ϕk(x)
)2

µ(dx),

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Çàìåòèì, ÷òî â íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ìû óæå èìåëè ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçáèâàÿ ìíîæåñòâî X íà äâà ïîäìíîæåñòâà ðàâíîé ìåðû è ïîëàãàÿ

ϕ1(x) ≡ 1, ϕ2(x) =

{
1, x ∈ X1

−1, x ∈ X2,

ìû, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èìååì ðàññìîòðåííûé ðàíåå ñëó÷àé ðàññëîåííîé âûáîðêè.

Çäåñü 1

2
∆2(Q) =

{
2, åñëè x1 ∈ X1 à x2 ∈ X2 èëè x1 ∈ X2 à x2 ∈ x1

0, åñëè x1 è x2 îáà ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç ïîäìíîæåñòâ,

K[f, q] = 1
2

(
f(x1) + f(x2)

)
, à äèñïåðñèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

DK[f,Q] = 1/2
[
(f, f)− (f, q1)

2 − (f, ϕ2)
2
]
. (3.1.30)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (a− b), ôèãóðèðóþùåå â (3.1.20) íå ÷òî èíîå, êàê (f, ϕ2).
Ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî èíòåðïîëÿöèîííî-êóáàòóðíûõ

ôîðìóë è èõ èñïîëüçîâàíèÿ.
A. Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë âèäà ∆(f,Q)

∆(Q)
ìîæåò ïîòðåáîâàòü çíà÷èòåëüíîé

âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, íå ñâÿçàííîé ñ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèè f .
Ìîäåëèðîâàíèå ïëîòíîñòè 1

m!
∆2(Q), êàê ïðàâèëî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ìåòîäîì îòáîðà.

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü. Ýòî ïðè áîëüøèõ m âåñüìà òðóäîåìêàÿ çàäà÷à.
Ïî âèäèìîìó, îáëàñòü ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà îòíîñèòñÿ ê íåáîëüøèì
çíà÷åíèÿì m, êîãäà óäàåòñÿ óãàäàòü, ÷òî f "ïîõîæà"íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íåêîòîðûõ
ôóíêöèé ϕk(x). Âåëè÷èíà äèñïåðñèè çàâèñèò îò ñòåïåíè "ïîõîæåñòè"(áëèçîñòè). Â
îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âûèãðûø ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â
ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðîèãðàòü. Êàê ñëåäóåò èç (3.1.30) â ñëó÷àå ðàññëîåíèÿ
îïðåäåëåííîãî òèïà ìû íå ïðîèãðûâàåì â ëþáîì ñëó÷àå.

Á. Êàê ðàññëîåííàÿ âûáîðêà, òàê è èíòåðïîëÿöèîííî-êóáàòóðíûå ôîðìóëû
èñïîëüçóþò çàâèñèìûå (â äàííîé ãðóïïå) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Áîëåå æåñòêàÿ
çàâèñèìîñòü ìîæåò óëó÷øèòü ðåçóëüòàò (óìåíüøèòü äèñïåðñèþ). Â ýòîé ñâÿçè ïîëåçíî
èçó÷àòü ñóììû K[f,Q], ó êîòîðûõ îäèí èç óçëîâ (íàïðèìåð, x1) âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî,
à äðóãèå ÿâëÿþòñÿ åãî äåòåðìèíèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè. Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû
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îòíîñèòåëüíî òàêèõ ôîðìóë ìîæíî íàéòè â [2]. Ñàìûì èçâåñòíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèé (Hammersley, Morton [3])

∫ +1

−1

dx1...

∫ +1

−1

dxsf(x) ∼ f(Y ) + f(−Y ), (3.1.31)

ãäå Y ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â ãèïåðêóáå {x1...xs : −1 6 xi 6 +1, i = 1, ..., s}.
Ýòî òàê íàçûâàåìûé "antithetic variate method" (ìåòîä ïðîòèâîïîëîæíîé ïåðåìåííîé).
Îòíîñèòåëüíî äèñïåðñèè êóáàòóðíîé ñóììû (3.1.31) ñì. òàêæå [3].

3.2 Ìåòîä Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî
Êàê áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, òàê íàçûâàåìûé "Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî"
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âïîëíå äåòåðìèíèðîâàííûì è ñâÿçàí áîëåå ñ êëàññè÷åñêîé
òåîðèåé êóáàòóðíûõ ôîðìóë, ÷åì ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé. Íåëüçÿ íå îòìåòèòü, îäíàêî,
÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà óïîìÿíóòîãî ìåòîäà èìååò ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî ñî ñõåìàìè
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è â ðÿäå ñëó÷àåâ îáåñïå÷èâàåò áîëåå áûñòðîå óáûâàíèå
ïîãðåøíîñòè. Çàíèìàÿñü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, íåëüçÿ íå èìåòü ÷åòêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
î ôîðìàëüíî áëèçêîì ìåòîäå.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàì áóäóò íåîáõîäèìû íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè
êóáàòóðíûõ ôîðìóë.

3.2.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë
Ïóñòü Ds � îáëàñòü s-ìåðíîãî Åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (Ds ⊂ Rs) è f(X), X ∈ Ds �
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ â ýòîé îáëàñòè. Åñëè X1, . . . , XN � òî÷êè â Ds è
A1, . . . , AN � çàäàííûå êîíñòàíòû, òî ôîðìóëó

∫

Ds

f(X)dX ≈
N∑

j=1

Ajf(Xj) (3.2.1)

íàçûâàþò êóáàòóðíîé (êâàäðàòóðíîé ïðè s = 1) ôîðìóëîé, à ñóììó SN [f ] =
N∑

j=1

Ajf(Xj)�

êóáàòóðíîé (êâàäðàòóðíîé) ñóììîé.
Âåëè÷èíó

RN [f ] =

∫

Ds

f(X)dX − SN [f ] (3.2.2)

íàçûâàþò îñòàòêîì êóáàòóðíîé ôîðìóëû.
Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ, èíòåãðèðóåìîé â Ds, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

RN [ϕ] = 0, (3.2.3)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà (3.2.1) òî÷íà äëÿ ýòîé ôóíêöèè.
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Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàëè èíòåðïîëÿöèîííî- êóáàòóðíûå ôîðìóëû,
òî÷íû äëÿ m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ïðè N = m

Rm[ϕj] = 0, j = 1, . . . , m. (3.2.4)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ X1, . . . , Xm, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ det ‖ϕj(Xj)‖m
i,j=1 6= 0, ÷èñëà

A1, . . . , Am � êîýôôèöèåíòû ôîðìóëû, îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè (3.2.4) îäíîçíà÷íî.
Î÷åâèäíî, ÷òî çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âûáîðà óçëîâ X1, . . . , Xm ìîæíî, âîîáùå ãîâîðÿ,

îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ Rm[ψk] = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ψk, k = 1, 2, . . . ,m1,
îòëè÷íûõ îò ϕj. Ôîðìóëû ñî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì óçëîâ òàêîãî ðîäà íàçûâàþò
êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè Ãàóññîâîãî òèïà. Ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå óçëîâ (ñì. ïðåäûäóùèé
ïàðàãðàô) ðå÷ü èäåò î íàëîæåíèè íà ýòè óçëû äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâÿçåé òàê, ÷òî
íåêîòîðàÿ ãðóïïà l, (l < m) óçëîâ âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî, à îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ýòèõ âûáðàííûõ óçëîâ (íàïðèìåð, ôîðìóëà (3.1.31)).

Ïðîáëåìà ñïåöèàëüíîãî âûáîðà óçëîâ â îñîáåííîñòè, êîãäà ϕj è ψk åñòü ïîëèíîì,
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë.

Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êóáàòóðíûõ ôîðìóë ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ôîðìóëà äîëæíà
îáñëóæèâàòü íåêîòîðûé êëàññ F ôóíêöèé, ò.å. êîýôôèöèåíòû Aj è óçëû Xj äîëæíû áûòü
âûáðàíû òàê, ÷òîáû

sup
f∈F

| Rm[f ] |

áûë ìèíèìàëüíûì (ñóùåñòâîâàíèå ñóïðåìóìà ïðåäïîëàãàåòñÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áîëåå
îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäûäóùàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå åå ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ (F åñòü ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ϕj è ψk).

Íàèáîëåå èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå

Rm[f ] = Rm(f ; A1, . . . , Am; X1, . . . , Xm)

åñòü ôóíêöèîíàë íà F è

sup
||f ||F=1

|Rm[f ]| = RF(A1, . . . , Am; X1, . . . , Xm) (3.2.5)

åñòü åãî íîðìà. Îïòèìàëüíîé ôîðìóëîé â êëàññå ôóíêöèé F (åñëè òàêîâàÿ ñóùåñòâóåò)
íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà ∫

D

f(X)dX ≈
∑

A◦
jf(X◦

j ),

äëÿ êîòîðîé

(A◦
1, . . . , A

◦
m; X◦

1 , . . . , X
◦
m) = argmin

(Aj ,Xj ,j=1,...,m)

RF(A1, . . . , Am; X1, . . . , Xm). (3.2.6)

Ïðè èçó÷åíèè îïòèìàëüíûõ ôîðìóë èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå (èíîãäà íåïðåîäîëèìûå
íà ñîâðåìåííîì óðîâíå çíàíèé) òðóäíîñòè. Ïåðâàÿ òðóäíîñòü � ýòî âû÷èñëåíèå
‖RN(Ai, Xi, i = 1, . . . , N)‖F è âòîðàÿ � îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé A◦

i , X
◦
i , i = 1, . . . , N). Ìû
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èìååì, òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü âåñüìà òðóäîåìêèì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ íîðìû ôóíêöèîíàëà
RN [f ].

Íàèáîëåå èññëåäîâàííûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé f ,
èìåþùèõ âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàäàííîãî ïîðÿäêà m, ò.å.

fm
i1,...,is(x) =

∂mf(x1, . . . , xs)

∂xi1
1 , . . . , ∂xis

s

, ãäå i1 + i2 + . . . + is = m; 0 ≤ il ≤ m; l = 1, . . . , s. (3.2.7)

Í.Ñ. Áàõâàëîâûì [5] ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó íîðìû îñòàòêà â ýòîì ñëó÷àå. Òî÷íåå,
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè f ∈ H(m, a, λ) � êëàññó ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
(3.2.7) äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé a , à ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì λ (0 < λ ≤ 1)

∣∣fm
i1,...,is(X

′)− fm
i1,...,is(X

′′)
∣∣ ≤ a

s∑
q=1

∣∣x1
q − x′′q

∣∣λ ,

òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
(3.2.1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
f∈H(m,A,λ)

|RN [f ]| ≥ AaN−m+λ
s .

Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íîðìû ôóíêöèîíàëà RN [f ], êîãäà F åñòü ïðîñòðàíñòâî L
(m)
2

èëè W 2
m ðàçðàáîòàí Ñ.Ë. Ñîáîëåâûì [4]. Èì æå ïîëó÷åí ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ

îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ýòîé íîðìû. Òåì íå ìåíåå, ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû (3.2.6) ìû ñåãîäíÿ íå èìååì. Çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè s = 1 â î÷åíü
îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Áûëî òàêæå ïîêàçàíî [5], ÷òî ðàíäîìèçàöèÿ (ñëó÷àéíûé âûáîð êóáàòóðíîé ôîðìóëû
èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë)ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

sup
f∈H(m,A,λ)

E | RN [f ] |≥ AaN−m+λ
s
−1/2.

Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, ãäå îñòàòîê ïðè ðàíäîìèçàöèè äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàåòñÿ â
√

N
ðàç (ðàññëîåíèå).

Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî
àñèìïòîòèêè íîðìû îñòàòêà (3.2.5) ïðè m → ∞, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ øèðîêèì êëàññîì
ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà ïîëó÷åíû â òåîðèè ÷èñåë â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì
"îòêëîíåíèÿ" (discrepancy) è ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ìåòîäà "Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî".

3.2.2 "Discrepancy" è åãî ñâÿçü ñ íîðìîé îñòàòêà
Ïóñòü s = 1 è D = [0, 1]. Åñëè f(x) èìååò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, òî

f(x) = f(0) +

x∫

0

f ′(t) dt. (3.2.8)
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Îáîçíà÷èì Θ(X) =





0 X > 0
1/2 X = 0,
1 X < 0

òîãäà ïðè Aj = 1/N, j = 1, . . . , N , R[f ] =

1∫
0

f ′(t)(1 − t − 1
N

∑
E(Xi − t)) dt, ãäå E(t) =





0 t > 0
1/2 t = 0
1 t < 0,

÷òî íåòðóäíî ïîëó÷èòü

èç (3.2.8). Íåòðóäíî òàêæå óâèäåòü, ÷òî R[f ] =
1∫
0

f ′(t)[−t + 1
N

∑
Θ(Xi − t)] dt. Â

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ôóíêöèÿ 1
N

∑
Θ(Xi − t) èìåíóåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ñâîèìè ðåàëèçàöèÿìè x1, x2, . . . , xN . Èìååì
òàêæå 1

N

N∑
i=1

Θ(Xi − t) = 1
N

N∑
i=1

χ(−∞,Xi)(t) = 1
N

(÷èñëî òî÷åê X1, . . . , XN , íå ïðåâîñõîäÿùèõ
t). Âåëè÷èíà æå

sup
t∈(0,1)

N

∣∣∣∣∣t−
1

N

N∑
i=1

Θ(Xi − t)

∣∣∣∣∣ (3.2.9)

íîñèò íàçâàíèå îòêëîíåíèÿ ("discrepancy") è ïðèíèìàåòñÿ â òåîðèè ÷èñåë â êà÷åñòâå
ìåðû íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê x1, . . . , xN . Ïðåäïîëàãàåòñÿ 0 ≤
xi ≤ 1. Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî t íà ïðîìåæóòêå (0,1) åñòü P (α ≤ t) � ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α. Â ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå âåëè÷èíà (3.2.9), äåëåííàÿ íà N ôèãóðèðóåò ïîä íàçâàíèåì "Êðèòåðèÿ
Êîëìîãîðîâà"

Òåïåðü ìû ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f , èìåþùåé ñóììèðóåìóþ ïðîèçâîäíóþ
f ′, ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ îöåíêà

|RN [f ]| ≤
1∫

0

|f ′(t)| dt · sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣t−
1

N

∑
Θ(Xi − t)

∣∣∣∣ . (3.2.10)

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïîõîæèé ðåçóëüòàò, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì
"Íåðàâåíñòâî Êîêñìû-Õëàâêè"[6]. Îí íå ìîæåò, îäíàêî, íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷åí èç
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0), êàê ýòî ìû ìîãëè ñäåëàòü
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Âîçíèêàþùèå çäåñü âîïðîñû ïîëåçíî ïîÿñíèòü â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
Îáùèé ñëó÷àé äîâîëüíî ãðîìîçäîê, è ìû äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå
è óæå óïîìèíàâøååñÿ íåðàâåíñòâî Êîêñìû-Õëàâêè.

Èòàê, ïóñòü s = 2, â åäèíè÷íîì êâàäðàòå èìååòñÿ ìíîæåñòâî N òî÷åê �
(x1, y1), . . . , (xN , yN) è çàäàíà ôóíêöèÿ f(x, y), èìåþùàÿ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ∂2f

∂x∂y

è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x

è ∂f
∂y
. Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíèõ ñ÷èòàåì, ÷òî îíè çàäàíû íà

ñòîðîíàõ êâàäðàòà (íàïðèìåð, ïðè 0 ≤ x ≤ 1, y = 0 è 0 ≤ y ≤ 1, x = 0 ñîîòâåòñòâåííî).
Â ýòîì ñëó÷àå ìû, êàê è ðàíåå, ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå

f(x, y) = f(0, 0) +

x∫

0

f ′x(u, 0) du +

y∫

0

f ′y(v, 0) dv +

x∫

0

y∫

0

f
′′
xy(u, v) du dv,

20



êîòîðîå ïðèâîäèò íàñ ê ïðåäñòàâëåíèþ îñòàòêà
1∫
0

1∫
0

f(x, y) dxdy − 1
N

N∑
j=1

f(xj, yj) =

=
1∫
0

f ′x(u, 0)

[
1− u− 1

N

N∑
j=1

E(xj − u)

]
du +

+
1∫
0

f ′y(0, v)

[
1− v − 1

N

N∑
j=1

E(yj − v)

]
dv+

+
1∫
0

1∫
0

f
′′
xy(u, v)

[
(1− u)(1− v)− 1

N

N∑
j=1

E(xj − u)E(yj − v)

]
du dv.

(3.2.11)

Ïóñòü òåïåðü F åñòü êëàññ ôóíêöèé f ñ íîðìîé

‖f‖F =

1∫

0

|f ′x(u, 0)| du +

1∫

0

|f ′y(0, v)| dv +

1∫

0

1∫

0

|f ′′xy(u, v)| du dv. (3.2.12)

Â ýòîì êëàññå èìååì (òî÷íóþ) îöåíêó îñòàòêà ‖RN [f ]‖

‖RN [f ]‖ ≤ ‖f‖F ·max

(
sup

u

∣∣∣∣∣(1− u− 1
N

N∑
j=1

E(xj − u)

∣∣∣∣∣ ,

sup
v

∣∣∣∣∣(1− v − 1
N

N∑
j=1

E(yj − v)

∣∣∣∣∣ ,

sup
u,v

∣∣∣∣∣(1− u)(1− v)− 1
N

N∑
j=1

E(xj − u)E(yj − v)

∣∣∣∣∣ =

= ‖f‖F · sup
u,v

∣∣∣∣∣(1− u)(1− v)− 1
N

N∑
j=1

E(xj − u)E(yj − v)

∣∣∣∣∣

)
.

(3.2.13)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïåðâûå äâà ñóïðåìóìà ïîä ñèìâîëîì
max ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç òðåòüåãî, åñëè â ïîñëåäíåì ïîëîæèòü v = 0 è u = 0
ñîîòâåòñòâåííî.

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì (ñóùåñòâóåò f èç F , äëÿ êîòîðîé â (3.2.13) äîñòèãàåòñÿ
çíàê ðàâåíñòâà). Òàêóþ f ëåãêî óêàçàòü â ÿâíîé ôîðìå.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà

sup
u,v

∣∣∣∣∣(1− u)(1− v)− 1

N

N∑
j=1

E(xj − u)E(yj − v)

∣∣∣∣∣ (3.2.14)

âïîëíå õàðàêòåðèçóåò ìíîæåñòâî òî÷åê (xj, yj), íî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îíà íå ñîâïàäàåò
ñ äâóìåðíûì îòêëîíåíèåì, êîòîðîå äîëæíî èìåòü âèä

sup
u,v

N

∣∣∣∣∣uv − 1
N

N∑
j=1

Θ(xj − u)Θ(yj − v)

∣∣∣∣∣ ,

ò.å. sup
u,v

N

∣∣∣∣∣uv − 1
N

N∑
j=1

(1− E(xj − u))(1− E(yj − v))

∣∣∣∣∣

(3.2.15)

21



(ñðàâíèòå ñ (3.2.14)).
Âåðíåìñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ (3.2.11). Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

RN [f ] =
1∫
0

f ′x(u, 0)
[−u + 1

N

∑
Θ(xj − u)

]
du+

+
1∫
0

f ′y(0, v)
[−v + 1

N

∑
Θ(yj − v)

]
dv+

+
1∫
0

1∫
0

f
′′
xy(u, v)

[
uv − 1

N

∑
Θ(xj − u)Θ(yj − v)− u+

+ 1
N

∑
Θ(xj − u)− v + 1

N

∑
Θ(yj − v)

]
dudv.

(3.2.16)

è, âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ,
ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå 1

RN [f ] =
1∫
0

f ′x(u, 1)
[−u + 1

N

∑
Θ(xj − u)

]
du+

+
1∫
0

f ′y(1, v)
[−v + 1

N

∑
Θ(yj − v)

]
dv+

+
1∫
0

1∫
0

f
′′
xy(u, v)

[
uv − 1

N

∑
Θ(xj − u)Θ(yj − v)

]
dudv.

Òàêèì îáðàçîì, â êëàññå F ′ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíà ñóììà
1∫
0

|f ′x(u, 1)| du +
1∫
0

|f ′y(1, v)| dv +
1∫
0

1∫
0

∣∣∣ ∂2f
∂x∂y

(u, v)
∣∣∣ dudv = ‖f‖F ′ ,

èìååì

|RN [f ]‖ ≤ ‖f‖F ′ max

(
sup

u

∣∣u− 1
N

∑
Θ(xj − u)

∣∣ ,

sup
v

∣∣v − 1
N

∑
Θ(yj − v)

∣∣ , sup
u,v

∣∣uv − 1
N

∑
Θ(xj − u)Θ(yj − v)

∣∣
)

=

= ‖f‖F ′ · sup
u,v

∣∣uv − 1
N

∑
Θ(xj − u)Θ(yj − v)

∣∣ .

(3.2.17)

(Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáîñíîâûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (3.2.13)). Òàêèì îáðàçîì, îòêëîíåíèå
(3.2.15) äåëåííîå íà N ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ôóíêöèîíàëà îñòàòêà êóáàòóðíîé ôîðìóëû ñ
ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè â êëàññå ôóíêöèé, èìåþùèõ ïðîèçâîäíûå f ′x, f

′
y, f

′′
xy (ïåðâûå

äâå äîëæíû ñóùåñòâîâàòü íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà).
Òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû è â

ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Ïîõîæèì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü è óïîìèíàâøååñÿ íåðàâåíñòâî
Êîêñìû-Õëàâêè, êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî âåëè÷èíà DN

N
, ãäå

DN = sup
x∈Ds

N

∣∣∣∣∣
s∏

i=1

x(i) −
N∑

j=1

s∏
i=1

Θ
(
x

(i)
j − x(i)

)∣∣∣∣∣ , X = (x(1), . . . , x(s)) (3.2.18)

1Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (1,1). Ñì. [7].
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ÿâëÿåòñÿ íîðìîé îñòàòêà â êëàññå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè â ñìûñëå Õàðäè-
Êðàóçå. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòî êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîãî ñóììà

1∫

0

d|f(x, 1)|+
1∫

0

d|f(1, y)|+
1∫

0

1∫

0

d2|f(x, y)|

îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé M . (Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì
íåðàâåíñòâîì, ìîæíî íàéòè â [6], ñòð.165).

Óêàæåì â êà÷åñòâà ïðèìåðà äâå øèðîêî èçâåñòíûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîíñòðóêöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ X1, X2, . . . , XN . . ., äëÿ êîòîðûõ RN [f ] ∼ O

(
lns N

N

)
:

À. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîëòîíà. Ïóñòü r, n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è n èìååò
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â r-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

n = amam−1 . . . a2a1, 0 ≤ ai ≤ r − 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë pr(n), n = 1, 2 . . . îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

pr(n) =
m∑

i=1

ar · r−i.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Õîëòîíà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ â åäèíè÷íîì
ãèïåðêóáå Ds

X(n) = (pr1(n), pr2(n), . . . , prs(n)),

ãäå r1, r2, . . . rs ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
Á. ΛΠr � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîáîëÿ. Ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ â Ds

Qn = (qn−1, . . . , qn,s).

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ qij ñëåäóþùèé. Åñëè â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

n = lmlm−1 . . . l2l1, li = {0, 1},
òî äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . s

qn,j = e1v
(1)
j ∗ e2v

(2)
j ∗ . . . ∗ emv

(m)
j .

Çäåñü çâåçäî÷êîé (*) îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 â
äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. v

(i)
j � çàäàííûå ÷èñëà. Ýòè ÷èñëà â âèäå òàáëèö ïðèâåäåíû

â ðÿäå ðóêîâîäñòâ. (Ñì. òàêæå ïðèëîæåíèå 2).
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîëòîíà [6] è Ñîáîëÿ [7,8] îïðåäåëÿþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáàòóðíûõ ôîðìóë ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòè ôîðìóëû
îáåñïå÷èâàþò â âåñüìà øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé (îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè) óáûâàíèå
îñòàòêà ïîðÿäêà O( lns N

N
). Ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ôîðìóë

ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá èõ èñïîëüçîâàíèè â ñõåìå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî � pr(n) è qn,j �
èãðàþò ðîëü ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Èìåþòñÿ ïðèìåðû óäà÷íîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî. Âìåñòå ñ òåì, íóæíî èìåòü â âèäó:
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1. Êàê ìû âèäèì, òî÷êè Ñîáîëÿ íàñòðîåíû íà îïðåäåëåííóþ ðàçìåðíîñòü
âû÷èñëÿåìîãî èíòåãðàëà. Êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê íå ìîãóò áðàòüñÿ â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå.

2. Åñëè ðàññìàòðèâàòü p2(n) è qn,j êàê ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè âåëè÷èíû, âîîáùå ãîâîðÿ, êîððåëèðîâàííû. Èñïîëüçîâàíèå
èõ ïðè èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ ÿâëåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü (îñîáåííî
íà óðîâíå âòîðûõ ìîìåíòîâ) ê ãðóáûì îøèáêàì. Êîíå÷íî, ÷èñëà, ïîðîæäàåìûå
ìóëüòèïëèêàöèîííûì äàò÷èêîì, òàêæå êîððåëèðîâàííû, íî ñ ðîñòîì ìóëüòèïëèêàòîðà
êîððåëÿöèÿ óáûâàåò.

3. Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèè, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíà â ñõåìå Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî.

Â öåëîì, íà ñòûêå Ìîíòå Êàðëî è Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî íåîáõîäèìû èíòåíñèâíûå
äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.
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Ãëàâà 4. Âû÷èñëåíèå ñóììû ðÿäà Íåéìàíà
4.1 Íåñìåùåííûå îöåíêè
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà âèäà

ϕ(x) =

∫
k(x, y)ϕ(y)µ(dy) + f(x) (mod µ), (4.1.1)

ãäå k(x, y) è f(x) � çàäàííûå íà íîñèòåëÿõ X è X × X ìåð µ(dx) è µ(dx) ⊗ µ(dy)
ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè. Îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ òàêæå � µ è µ ⊗ µ ñîîòâåòñòâåííî
èçìåðèìûìè. Äëÿ ïðîñòîòû µ ïðåäïîëàãàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Âñå ðåçóëüòàòû ýòîé
ãëàâû ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé σ-êîíå÷íûõ ìåð. Îáîçíà÷åíèå (mod µ) â (4.4.1)
è äàëåå îáîçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ x ∈ X.

Â ãëàâå 2 ìû îáñóæäàëè îäèí èç ïðîñòåéøèõ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.1.1)
åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, åñëè µ åñòü äèñêðåòíàÿ ìåðà,
ñîñðåäîòî÷åííàÿ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê x1, ..., xn ñ âåñàìè p1, ..., pn ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

ϕ(x) =
n∑

j=1

pjk(x, xj)ϕ(xj) + f(x) (mod µ). (4.1.2)

Çäåñü îáîçíà÷åíèå (mod µ) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.1.2) âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êàõ
x1, ..., xn, ò.å. ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ϕ(xi) =
n∑

j=1

pjk(xi, xj)ϕ(xj) + f(xi) i = 1, ..., n (4.1.3)

èëè â âèäå

zi =
n∑

j=1

ai,jzj + bi, i = 1, ..., n, ñðàâíèòå ñ (2.2.25)

(ϕ(xi) = zi, pjk(xi, xj) = ai,j, f(xi) = bi).
Îáñóæäàåìûå íèæå ðåçóëüòàòû áóäóò ñïðàâåäëèâû òàêèì îáðàçîì äëÿ óðàâíåíèé

Ôðåäãîëüìà, äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è äëÿ áîëåå îáùèõ òèïîâ
óðàâíåíèé, ïîðîæäàåìûõ êîíêðåòíûìè êëàññàìè ìåð. (ñì. íà÷àëî ãëàâû 3).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà H ôóíêöèé h
ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

l=0

∫
µ(dx0)...

∫
µ(dxl)|h(x0)K(x0, x1)...K(xl−1, xl)f(xl)|, (4.1.4)

ãäå ïîëîæåíî K−1,0 ≡ 1.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóììà (4.1.4) åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (|h|, ϕ), ãäå ϕ ÿâëÿåòñÿ
èòåðàöèîííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ϕ = Kϕ + |f |, Kϕ[x] =

∫
|k(x, y)|ϕ(y)µ(dy). (4.1.5)

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

ϕn+1(x) =

∫
k(x, y)ϕn(x)µ(dx) + f(x), n = 0, 1, 2, . . . (4.1.6)

ϕ0(x) = f(x),
â ñëàáîì ñìûñëå (ñõîäÿòñÿ ôóíêöèîíàëû (ϕn, h) äëÿ h ∈ H).

Èíûìè ñëîâàìè èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

(h, ϕ) =
∞∑

τ=0

∫
µ(dx0)...

∫
µ(dxτ )h(x0)k(x0, x1)...k(xτ−1, xτ )f(xτ ), (4.1.7)

k(x−1, x0) ≡ 1, ãäå ϕ ÿâëÿåòñÿ (èòåðàöèîííûì) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.1.1).
Êàê è â ðàññìîòðåííîì íàìè â §2.2 ñëó÷àå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé, óðàâíåíèþ (4.1.1) ñîïîñòàâëÿåòñÿ öåïü Ìàðêîâà ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X

è äèñêðåòíûì âðåìåíåì t=0,1,2,... Öåïü çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
p0(x) ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå µ è ïëîòíîñòüþ ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x â ñîñòîÿíèå y p(x → y)
(òàêæå ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå µ). Îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè p(x → y) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îíà ñóáñòîõàñòè÷íà

∫
p(x → y)µ(dy) = 1− g(x), 0 6 g(x) < 1, (4.1.8)

è öåïü Ìàðêîâà, åþ îïðåäåëÿåìàÿ, òàêîâà, ÷òî ïî÷òè âñå å¼ òðàåêòîðèè êîíå÷íû.
Ìîäåëèðîâàíèå ýòîé öåïè â ñîîòâåòñòâèè ñ §2.1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî

àëãîðèòìà:

1. Ìîäåëèðóåòñÿ ïëîòíîñòü p0(x). Âû÷èñëÿåòñÿ x0,

2. Ïðè k > 0. Âû÷èñëÿåòñÿ g(xk−1). Ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α < g(xk−1). Ïðè åãî
âû÷èñëåíèè ïîëàãàåì k = τ è çàêàí÷èâàåì âû÷èñëåíèÿ. Ïåðåõîä ê 4.

3. Åñëè α > g(xk−1), òî ìîäåëèðóåòñÿ ïëîòíîñòü p(xk−1 → x). Âû÷èñëÿåòñÿ xk, k
çàìåíÿåòñÿ íà k + 1. Ïåðåõîä ê 2.

4. Ïåðåõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ñëåäóþùåé òðàåêòîðèè (ïåðåõîä ê 1), åñëè íåîáõîäèìîå
÷èñëî N òðàåêòîðèé åùå íå ïðîìîäåëèðîâàíî.

Çäåñü α îáîçíà÷àåò íåçàâèñèìóþ ðåàëèçàöèþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (î÷åðåäíîå ïñåâäîñëó÷àéíîå ÷èñëî), τ -ìîìåíò îáðûâà òðàåêòîðèè. Ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî N íåçàâèñèìûõ òðàåêòîðèé ωτ = x0 → x1 → ... → xτ ìàðêîâñêîé
öåïè.
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Î÷åâèäíî, ïëîòíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê µτ+1 ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîé òðàåêòîðèè åñòü

p0(x0)p(x0 → x1)...p(xτ−1 → xτ )g(xτ ), (4.1.9)

µτ+1 =
⊗τ

j=0 µ. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ïëîòíîñòåé îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P (dωτ )
íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ω
êîíå÷íû, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

∞∑
τ=0

∫
µ(dx0)...

∫
µ(dxτ )p

0(x0)p(x0 → x1)...p(xτ−1,τ )g(xτ ) = 1. (4.1.10)

Äàííîå ðàâåíñòâî òàêæå ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, åñëè îïåðàòîð P , îïðåäåëÿåìûé
ðàâåíñòâîì Pχ[x] =

∫
p(x → y)χ(y)µ(dy) (mod µ), ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå χ = Pχ + g èìååò â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ñâîèì
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì χ = 1 (mod µ). Ýòî æå ðåøåíèå èìååò ïðåäñòàâëåíèå

χ(x) =
∞∑

τ=0

∫
µ(dx1)p(x0 → x1)...p(xτ−1,τ )g(τ), (mod µ), p(x−1, x0) = 1.

È, â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî (χ, p0) = (1 · p0) = 1 ðàâíîñèëüíî (4.10). Åñëè æå
J(ωτ ) � ôóíêöèÿ òðàåêòîðèè, èíòåãðèðóåìàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå P (dωτ ), òî èìååì

E J̄(ωτ ) =
∞∑

τ=0

∫
µ(dx0)...

∫
µ(dxτ )J̄(ωτ )p

0(x0)p(x0 → x1)...p(xτ−1, xτ )g(xτ ). (4.1.11)

Äàëåå ñðàâíåíèå (4.1.7) è (4.1.10) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. 4.1
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà

Ja(ωτ ) =
h(x0)k(x0, x1) · · · k(xτ−1, xτ )f(xτ )

p0(x0)p(x0 → x1) · · · p(xτ−1 → xτ )g(xτ )
(4.1.12)

áûëà íåñìåùåííîé îöåíêîé ôóíêöèîíàëà (ϕ, h) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñõîäèìîñòè
ðÿäà (4.1.4) è âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ:

à) p0(x) > 0 äëÿ òåõ x ( mod µ), äëÿ êîòîðûõ h(x) 6= 0 ( mod µ),
á) p(x → y) > 0 äëÿ òåõ (x, y) ( mod µ2), äëÿ êîòîðûõ k(x, y) 6= 0 ( mod µ2),
â) g(x) > 0 äëÿ òåõ x ( mod µ), äëÿ êîòîðûõ f(x) 6= 0 ( mod µ)

(4.1.13)
ïðè âûïîëíåíèè (4.1.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (4.1.10) è ó÷åñòü, ÷òî
(4.1.4) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè îöåíêè (4.1.12)
íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé.
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Òàêèì îáðàçîì, ñòîõàñòè÷åñêèé (îäèí èç âîçìîæíûõ) àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(4.1.1) ñîñòîèò â ìîäåëèðîâàíèè N íåçàâèñèìûõ òðàåêòîðèé öåïè Ìàðêîâà,
óäîâëåòâîðÿþùåé äîâîëüíî îáùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ, è âû÷èñëåíèè íà ýòèõ
òðàåêòîðèÿõ ôóíêöèè (4.1.12). Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëóæèò
îöåíêîé ôóíêöèîíàëà (ϕ, h).

Àëãîðèòì îáëàäàåò åñòåñòâåííûì ïàðàëëåëèçìîì (êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò
âû÷èñëÿòüñÿ îòäåëüíûì ïðîöåññîðîì) è ïðîñòîòîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Âîïðîñ, âîçíèêàþùèé â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ óðàâíåíèé (4.1)
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì � áóäåò ëè (4.13) åäèíñòâåííîé ôóíêöèåé òðàåêòîðèé öåïè Ìàðêîâà,
ÿâëÿþùåéñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ôóíêöèîíàëà (ϕ, h).

Îòâåò ñóãóáî îòðèöàòåëåí. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêîãî ðîäà ôóíêöèé.
(Ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. â [2], ãë. 6).

Ìû îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà ïðîñòåéøèõ (â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè) îöåíêàõ.
Î÷åâèäíî, ïðîñòîòà âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ íåìàëîâàæíûì ïðåèìóùåñòâîì. Îöåíêà (4.13)
äîñòàòî÷íî ïðîñòà. Ïî÷òè ñòîëü æå ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà J(ωτ ), èìåþùàÿ âèä

Jc(ωτ ) =
τ∑

l=0

h0K01 · · ·Kl−1,lfl

p0
0p01 · · · pl−1,l

, (4.1.14)

ãäå îáîçíà÷åíî h0 = h(x0), Ki,j = K(xi, xj), f(xl) = fl, p0
0 6= p0(x0), pi,j = p(xi →

xj). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé, âîçíèêøåé â çàäà÷àõ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ÷åðåç âåùåñòâî
îöåíêó (4.1.12) ÷àñòî íàçûâàþò "îöåíêîé ïî ïîãëîùåíèþ"(absorbtion), à îöåíêó (4.1.14)
"îöåíêîé ïî ñòîëêíîâåíèÿì"(collision). Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì îöåíêè (4.1.14) ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ íåå ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíû.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. 4.2 Îöåíêà (4.1.14) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ôóíêöèîíàëà (h, ϕ) äëÿ
âñåõ h,K, f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (4.1.4) è p0, p, óäîâëåòâîðÿþùèõ (4.1.10) è
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ:

à) p0(x) > 0 äëÿ òåõ x ( mod µ), äëÿ êîòîðûõ h(x) 6= 0 ( mod µ),
á) p(x → y) > 0 äëÿ òåõ (x, y) ( mod µ2), äëÿ êîòîðûõ k(x, y) 6= 0 ( mod µ2).

(4.1.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, èìååì

EJc(ωτ ) =
∞∑

τ=0

∫
µ(dx0)...

∫
µ(dxτ )

τ∑

l=0

h0K01 · · ·Kl−1,lfl

p0
0p01 · · · pl−1,l

· p0
0p01 · · · pτ−1,τgτ =

=
∞∑

τ=0

τ∑

l=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxl)h0K01 · · ·Kl−1,lfl

∫
µ(dxl+1) · · ·

∫
µ(dxτ )pl,l+1 · · · pτ−1,τgτ ,

ãäå êàê è ðàíåå ïîëàãàåòñÿ k−1,0 ≡ 1.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (4.1.4) (è (4.1.10)) ìû ìîæåì èçìåíÿòü ïîðÿäîê

ñóììèðîâàíèÿ, à òàêæå ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîé ñóììå.
Èìååì
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EJc(ωτ ) =
∞∑

l=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxl)h0K01 · · ·Kl−1,lfl

∞∑

τ=l

∫
µ(dxl+1) · · ·

∫
µ(dxτ )pl,l+1···pτ−1,τgτ .

Íî âòîðàÿ ñóììà (ïî τ îò l äî ∞) èçìåíåíèåì íóìåðàöèè ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê ñóììå (4.1.10), êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå. Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Ìíîæåñòâî íåñìåùåííûõ îöåíîê ôóíêöèîíàëà (ϕ, h) ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì
îáðàçîì ðàñøèðåíî.

Âî-ïåðâûõ, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ (4.1.13) ëþáàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ αJc(ωτ ) + βJa(ωτ ) ïðè α + β = 1 áóäåò òàêîé îöåíêîé.

Âî-âòîðûõ, ÷òî ìåíåå òðèâèàëüíî, ìû èìååì ðàâåíñòâî (ϕ, h) = (ϕ∗, f)ãäå ϕ∗ åñòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ϕ∗(x) =

∫
k(y, x)ϕ∗(y)µ(dy) + h(x) ( mod µ). (4.1.16)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáûõ g1 è g2, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî è êîíå÷íî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (g1, Kg2) èìååì
(g1, Kg2) = (g2, K

∗g1), ãäå K∗ � îïåðàòîð ñ ÿäðîì k(y, x).
Îòñþäà

ϕ = Kϕ + f h ñêàëÿðíî óìíîæàÿ ðàâåíñòâî íà h è f
ϕ∗ = K∗ϕ∗ + h f ñîîòâåòñòâåííî è âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî èìååì

(ϕ, h) = (ϕ∗, f).

Òàêèì îáðàçîì, íóæíûé íàì ôóíêöèîíàë (ϕ, h) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ
äâîéñòâåííûõ îöåíîê

J∗a(ωτ ) =
f0k1,0 · · · kτ,τ−1hτ

p0
0p01 · · · pτ−1,τgτ

(4.1.17)

è
J∗c(ωτ ) =

τ∑

l=0

f0k1,0 · · · kl,l−1hl

p0
0p01 · · · pl−1,l

. (4.1.18)

Îäíàêî, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü p0 è p (è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé ωτ ) îòëè÷àþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì îò óñëîâèé,
ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåîðåìàõ 4.1 è 4.2. Òàê, äëÿ J∗a îíè äîëæíû áûòü ñôîðìóëèðîâàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1∗ p0(x) > 0 äëÿ òåõ x, äëÿ êîòîðûõ f(x) 6= 0 ( mod µ),
2∗ p(x, y) > 0 äëÿ òåõ x è y, äëÿ êîòîðûõ k(y, x) 6= 0 ( mod µ2),
3∗ g(x) > 0 äëÿ òåõ x, äëÿ êîòîðûõ h(x) > 0 ( mod µ).

(4.1.19)

Äëÿ îöåíêè (4.1.18) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïåðâûå äâà óñëîâèÿ.
Äàëåå ñëåäóþò çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî èñïîëüçîâàíèÿ îöåíîê ïðè âû÷èñëåíèÿõ.
1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îöåíèâàíèè ìíîãèõ ôóíêöèîíàëîâ (ϕ, h) îöåíêè ñî çâåçäî÷êîé

(4.1.17) è (4.1.18) ïðåäïî÷òèòåëüíåå îöåíîê (4.1.12) è (4.1.15). Ïåðâûå äàþò âîçìîæíîñòü
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ïðè ìîäåëèðîâàíèè îäíîé òðàåêòîðèè âû÷èñëèòü îöåíêè ìíîãèõ ôóíêöèîíàëîâ. Âòîðûå
äëÿ ýòîãî íå ïðèñïîñîáëåíû. Èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè îöåíêå ìíîãèõ ôóíêöèîíàëîâ òðåáóåò,
ïî êðàéíåé ìåðå, äîïîëíèòåëüíûõ ðàññìîòðåíèé.

2. Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ, åñëè äëÿ îöåíîê
(4.1.12) è (4.1.14) p(x, y) ñîâïàäàåò ñ |k(x, y)| èëè îòëè÷àåòñÿ îò íåãî íà ìíîæèòåëü ïðîñòîé
ñòðóêòóðû. Äëÿ îöåíîê (4.1.17) è (4.1.18) p(x, y) ñëåäóåò âûáèðàòü áëèçêèì ê |k(y, x)|. Òî
æå îòíîñèòåëüíî h è p0 f è g â ïåðâîì ñëó÷àå è f è p0 h è g âî âòîðîì.

Ïðèìåð 1. Ïðèâîäèìûé äàëåå, ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, âàæíîñòü ó÷åòà óñëîâèé
ñîãëàñîâàíèÿ ïðè âûáîðå îöåíêè.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ(X) =
1

(2π)3/2(detC)1/2

∫

D

exp(−1/2(Y −X)C−1(Y −X)T )ϕ(Y )dY +
1

1 +
∑s

i=1 x2
i

, (4.1.20)

X = (x1, ..., xs), Y = (y1, ..., ys), D ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, C =‖ cij ‖s
i,j=1

� ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî
(σ-êîíå÷íîé) ìåðå Ëåáåãà. Êàê ìû îòìå÷àëè ðàíåå, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî µ-
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà èìååò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæåíèÿ î å¼ σ-
êîíå÷íîñòè).

Ïðè s äîñòàòî÷íî áîëüøîì (íàïð., s > 20) çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ (ϕ, h) äëÿ ϕ,
óäîâëåòâîðÿþùåìó (4.1.20) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, à ïðè s ∼ 100 ïðàêòè÷åñêè
íåðàçðåøèìîé ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî â îïèñàííîé íàìè ðàíåå ôîðìå ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó
àëãîðèòìó. Â êà÷åñòâå p(x → y) öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü ìíîãîìåðíóþ íîðìàëüíóþ
ïëîòíîñòü ñî ñðåäíèì X è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé C.

Ïðèìåíåíèå îöåíêè (4.1.12) ïðè ýòîì òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ

g(x) = 1− 1

(2π)3/2(detC)−1/2

∫

D

exp(−1/2(Y −X)C−1(Y −X)T )dY,

÷òî â îñîáåííîñòè äëÿ ñëîæíîé îáëàñòè D, ìîæåò áûòü äàëåêî íå ïðîñòîé çàäà÷åé.
×òî êàñàåòñÿ îöåíêè (4.1.14), òî ïðè å¼ èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîâåðÿòü

ïîñëå î÷åðåäíîãî ïåðåõîäà ôàêò âûõîäà Xk çà ãðàíèöó D.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, D � îáëàñòü â R3 ñ ãðàíèöåé Γ. Γ ïðåäïîëàãàåì

äîñòàòî÷íî ãëàäêîé è ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè u(x), x ∈ D,
ãàðìîíè÷åñêîé â D, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

∆u = 0, u|Γ = ϕ(X)X∈Γ.

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî øàðà KR ðàäèóñà R ñ
öåíòðîì â òî÷êå X, ïðèíàäëåæàùåãî D, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u(x) =
1

|KR|
∫

|X−Y |=R

U(Y )dY =
1

|KR|
∫

δ(|X − Y | = R)ϕ(Y )dY,

ãäå |KR| - ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà KR, à δ(|X − Y | = R) � ðàâíîìåðíàÿ ìåðà íà
ïîâåðõíîñòè KR.
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Ïîñêîëüêó u èçâåñòíî íà ãðàíèöå, ìû ìîæåì ôîðìàëüíî çàïèñàòü óðàâíåíèå 2-ãî ðîäà

u(x) =
1

|KR|
∫

D

δ(|X − Y | = R)ϕ(Y )dY + ϕ(X)δ(X ∈ Γ), (4.1.21)

ãäå δ(X ∈ Γ) � åäèíè÷íûé çàðÿä â òî÷êå X ïîâåðõíîñòè Γ.
Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ äëÿ âû÷èñëåíèÿ u(x0), x0 ∈ D,

ïðèâîäÿùèé ê ïðîñòåéøåé îöåíêå (k(x, y) = p(x → y)), äîëæåí îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Òðàåêòîðèÿ (÷àñòèöû) íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x0. Çàòåì ýòà ÷àñòèöà ïåðåõîäèò â
òî÷êó ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ íà ïîâåðõíîñòè øàðà KR0 ñ öåíòðîì â òî÷êå x0. R0

ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì, íî òàêèì, ÷òîáû KR0 ⊂ D. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ è,
åñëè ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â òî÷êå xi, òî å¼ ñëåäóþùåå ìåñòîíàõîæäåíèå xi+1 åñòü òî÷êà
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà ïîâåðõíîñòè øàðà KRi+1

ñ öåíòðîì â òî÷êå xi, ïðè÷åì
KRi

⊂ D.
Åñëè ÷àñòèöà âûéäåò íà ãðàíèöó îáëàñòè, òî ïðîöåññ äîëæåí îáîðâàòüñÿ. (Îáðàòèòå

âíèìàíèå íà óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ îöåíêè (4.12), êîòîðóþ çäåñü ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü.
Ãðàíèöà äîëæíà ñëóæèòü ïîãëîùàþùèì ñîñòîÿíèåì). Îäíàêî âåðîÿòíîñòü âûéòè òî÷íî
â ãðàíè÷íóþ òî÷êó-òî÷êó êàñàíèÿ ñî ñôåðîé ðàâíà íóëþ. Ïðîöåññ îêàçûâàåòñÿ íå
ðåàëèçóåìûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ñëåäóåò ïîñòðîèòü ε-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû,
ðàñïðîñòðàíèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ýòó îêðåñòíîñòü è îáðûâàòü ïðîöåññ ïðè ïîïàäàíèè
÷àñòèöû â íåå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè u(x) ïîñòîÿííà âäîëü îòðåçêà
âíóòðåííåé íîðìàëè, åé ïðèíàäëåæàùåé.

Ìîæíî ïîêàçàòü (íàïðèìåð, [9]), ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âûçâàííàÿ òàêîé
ïðîöåäóðîé èìååò ïîðÿäîê ε, ò.å. îöåíêà (4.1.12) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ε-ñìåùåííîé îöåíêîé
u(x0).

Ìû ïðèâåëè ëèøü ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåññà "áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì", êàê ïðèìåð
ïðîöåññà ê êîòîðîìó ìîãóò ïðèâåñòè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ýòîãî
è ðîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ ñîäåðæèòñÿ â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå (íàïðèìåð, [9,10]).

4.2 Âòîðûå ìîìåíòû, ïîíèæåíèå äèñïåðñèè
Âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ îöåíîê, ïîëåçíûå äëÿ ìíîãèõ öåëåé ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû ïóòåì ïðÿìûõ âûêëàäîê.

Äëÿ îöåíêè (4.1.12) èìååì

EJ2
a(ωτ ) =

∞∑
τ=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

h2
0k

2
01 · · · k2

τ−1,τf
2
τ

(p0
0)

2p2
01 · · · p2

τ−1,τg
2
τ

p0
0p01 · · · pτ−1,τ =

=
∞∑

τ=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

h2
0

p0
0

· k2
01

p01

· · · k2
τ−1,τ

pτ−1,τ

· f 2
τ

gτ

.

Êîíå÷íîñòü ýòîé ñóììû åñòü óñëîâèå êîíå÷íîñòè âòîðîãî ìîìåíòà. Åñëè îí êîíå÷åí, òî

DJ2
a(ωτ ) =

(h2

p0
, ψa

)
− (ϕ, h)2, (4.2.1)
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ãäå ψa(x) åñòü èòåðàöèîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ψa(x) =

∫
k2(x, y)

p(x → y)
ψa(y)µ(dy) +

f 2x)

g(x)
(mod µ). (4.2.2)

Àíàëîãè÷íî,
DJ∗(ωτ ) =

(f 2

p0
, ψ∗a

)
−

(
ϕ∗, f

)2

, (4.2.3)

ãäå ψ∗a åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ψ∗a(x) =

∫
k2(y, x)

p(x → y)
ψ∗a(y)µ(dy) +

h2(x)

g(x)
. (4.2.4)

Èíîãäà áûâàþò ïîëåçíû âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóþùèå äâîéñòâåííûå ê óðàâíåíèÿì (4.2.2) è
(4.2.4) óðàâíåíèÿ.

Ñëîæíåå âû÷èñëÿþòñÿ âòîðûå ìîìåíòû îöåíîê ïî ñòîëêíîâåíèÿì. Ìû ïðîâåäåì
âû÷èñëåíèÿ äëÿ îöåíêè J∗c(ωτ ). Îáîçíà÷èì Qe =

f0k1,0···kl,l−1

p0
0p0···pl−1,l

.
Èìååì J∗c(ωτ ) =

∑τ
l=0 Qlhl è

E (J∗c)
2 =

∞∑
τ=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

( τ∑

l=0

Qlhl

)2

=
∞∑

τ=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

τ∑

l=0

τ∑
j=0

QlhlQjhj.

Â ïðåäïîëîæåíèè êîíå÷íîñòè âòîðîãî ìîìåíòà è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (4.1.4)
è (4.1.10) èìååì

E (J∗c)
2 =

∞∑
τ=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

τ∑

l=0

(
Qlhl

)2

p0
0p0,1 · · · pτ−1,τgτ+

+2
∞∑

τ=1

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

τ∑

l=1

l−1∑
j=0

QlQj · hlhjp
0
0p01 · · · pτ−1,τgτ .

Ñ ïåðâîé ñóììîé ïî τ ìû ìîæåì îáîéòèñü â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 4.2. Èìååì

S1 =
∞∑

τ=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

τ∑

l=0

(
Qlhl

)2

p0
0p0,1 · · · pτ−1,τgτ =

(
ψ∗, h2

)
,

ãäå ψ∗ åñòü èòåðàöèîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ψ∗(x) =

∫
k2(y, x)

p(x → y)
ψ∗(y)µ(dy) +

f 2(x)

p0(x)
. (4.2.5)

Äëÿ âòîðîé ñóììû èìååì

S2 = 2
∑
τ=1

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxτ )

τ∑

l=1

l−1∑
j=0

QlQjhlhjp
0
0 · · · pj−1,jpj,j+1 · · · pl−1,l · · · Pτ−1,τgτ =
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=
∞∑

j=0

∫
···

∫
µ(dxj)

f 2
0

p0

k2
10 · · · k2

j,j−1hj

p01 · · · pj−1,j

·
∞∑

l=j+1

kj+1,j ···kl,l−1hl

∞∑

τ=l

∫
dxl+1···

∫
dxτpl,l+1···pτ−1,τgτ ,

(ïîëàãàåì p−1,0 ≡ 1). Ìû âèäèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîèçâåäåíèå òðåõ ñîìíîæèòåëåé. Ïîñëåäíèé ïîñëå èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè ïåðåìåííûõ
èíòåãðèðîâàíèÿ íà îñíîâàíèè (4.1.10) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Âòîðîé, ïîñëå
àíàëîãè÷íîãî èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ϕ∗(xj) − h(xj). Èìååì S2 =
2(ψ∗h, ϕ− h). È, ñëåäîâàòåëüíî,

(EJ∗c)
2 = 2(ψ∗, h(ϕ∗ − h)) + (ψ∗, h2) = (ψ∗, h(2ϕ∗ − h)).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. 4.3 (Çîëîòóõèí Â.Ã.,Åðìàêîâ Ñ.Ì.) Â ïðåäïîëîæåíÿõ òåîðåìû 4.2
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

DJ∗c = (ψ∗, h(2ϕ∗ − h))− (h, ϕ)2, (4.2.6)
ãäå ψ∗ åñòü èòåðàöèîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2.5).

Â ëèòåðàòóðå [2,11] îïèñàíû ìíîãèå äðóãèå íåñìåùåííûå îöåíêè è âû÷èñëÿåòñÿ èõ
äèñïåðñèÿ. Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé â îáùèõ ÷åðòàõ òà
æå, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì.

4.3 Ìåòîäû óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè
Êàê óæå îòìå÷àëîñü (ãë.2 §2.2) ðàçâèòûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ýòîé ãëàâû
ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà èñïîëüçóþò èõ
ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå èíòåãðàëîâ ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå, èíäóöèðîâàííîé íåêîòîðîé
öåïüþ Ìàðêîâà (èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì). Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû áûòü ïðèìåíåíû
îáùèå ìåòîäû óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè, ÷òî íå èñêëþ÷àåò ðàçâèòèå ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ,
èñïîëüçóþùèõ êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è.

Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà ïðèåìàõ, îñíîâàííûõ íà îáùèõ ìåòîäàõ, îïèñàíûõ â ãë. 3.

4.3.1 Ìåòîä ñóùåñòâåííîé âûáîðêè
Ðàññìîòðèì îöåíêó Ja(ωτ ). Êàê ìû âèäåëè, ñ ïîìîùüþ ýòîé îöåíêè äëÿ êàæäîé öåïè
Ìàðêîâà, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ, èìååì

(h, ϕ) = EJa(ωτ ) =

∫
Ja(ωτ )P (dωτ ), (4.3.1)

ãäå P -ìåðà íà òðàåêòîðèÿõ ìàðêîâñêîé öåïè, òàêàÿ ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
òðàåêòîðèè x0 → x1 → · · · → xτ ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå µτ+1 åñòü p0

0p01 · · · pτ−1gτ . Åñëè ìû
õîòèì ââåñòè äðóãóþ ìåðó Q(dωτ ),òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà
dP
dQ

òî P äîëæíà áûòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî îòíîøåíèþ ê Q. Q äîëæíà èìåòü òó
æå ñòðóêòóðó, ÷òî è P . Ìû ïðåäïîëàãàåì å¼ òàêîé, ÷òî òðàåêòîðèÿ ωτ èìååò ïëîòíîñòü
qτ (x0, ..., xτ ) ïî îòíîøåíèþ ê µτ+1 è òîãäà qτ äîëæíà áûòü áîëüøå íóëÿ äëÿ òåõ ωτ , äëÿ
êîòîðûõ p0

0p01 · · · pτ−1,τgτ > 0.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3, èìååì äëÿ îïòèìàëüíîé ïëîòíîñòè
qτ,îïò(ωτ ) = C|Ja(ωτ )|p0

0p01 · · · pτ−1,τgτ , èëè
qτ,îïò(ωτ ) = C|h0k01 · · · kτ−1,τfτ |, (4.3.2)

ãäå C - êîíñòàíòà íîðìèðîâêè,

C−1 =
∞∑

τ=0

∫
dµτ+1|h0k01 · · · kτ−1fτ | = (|h|, ϕ̄), à

ϕ̄ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ̄(x) =

∫
µ(dy)|k(x, y)|ϕ̄(y) + |f(x)|. (4.3.3)

Äàëåå ìû äîëæíû çàìåòèòü, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò öåïü Ìàðêîâà,
èíäóöèðóþùàÿ ìåðó Q. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé öåïè íóæíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

qτ,îïò(ωτ ) = q0
0q01 · · · qτ−1,τrτ ,

ãäå q0 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå µ, à q = q(x → y) � íåîòðèöàòåëüíàÿ (
mod µ) ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

∫
q(x → y)µ(dy) = 1− r(x), 0 6 r(x) 6 1 ( mod µ). (4.3.4)

Àíàëèçèðóÿ (4.2.8), ìû âèäèì ÷òî |h| íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ïëîòíîñòüþ, à äëÿ
|k(x, y)| íå îáÿçàíî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∫ |k(x, y)|µ(dy) = 1 − |f(x)| è, êîíå÷íî æå, íå
îáÿçàòåëüíî 0 6 |f(x)| 6 1 ( mod µ). Òåì íå ìåíåå, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñåãäà
ìîæíî óêàçàòü öåïü Ìàðêîâà, èíäóöèðóþùóþ îïòèìàëüíóþ â ñìûñëå òåîðåìû 3 ìåðó.
Äëÿ ýòîé öåëè íóæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (4.3.3) è ïðåäñòàâèòü qτîïò â âèäå

qτ,îïò(ωτ ) =
||h0|, ϕ̄0|
(|h|, ϕ̄)

· |k0,1|ϕ̄1

ϕ̄0

· · · |kτ−1,τ |ϕ̄τ

ϕ̄τ−1

· |fτ |
ϕ̄τ

. (4.3.5)

Ëåãêî âèäåòü èç (4.2.3), ÷òî
à) ϕ̄0 > 0, åñëè |k0,1| > 0, ϕ̄τ > 0, åñëè |f̄τ | > 0 (îïåðàöèÿ äåëåíèÿ çàêîííà),
á) |h0|ϕ̄0

(|h|,ϕ̄)
ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ,

â)
∫ |k(x,y)|ϕ̄(y)

ϕ̄(x)
µ(dx) = 1− |f(x)|

ϕ̄(x)
, 0 ≤ |f(x)|

ϕ̄(x)
≤ 1.

(âñå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîíèìàòü ( mod µ)).
Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò òåîðåìà.

Òåîðåìà. 4.4 Ñóùåñòâóåò öåïü Ìàðêîâà (q0(x), q(x → y)), òàêàÿ, ÷òî ïðè p0 =
q0, p(x → y) = q(x → y) äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì äèñïåðñèè îöåíêè Jc(ωτ ). Ïðè ýòîì

q0(x) =
|h(x)|ϕ̄(x)

(|h|, ϕ̄)
, q(x → y) =

|k(x, y)|ϕ̄(y)

ϕ̄(x)
, (4.3.6)

à ϕ̄ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3.3). Çíà÷åíèå äèñïåðñèè, ñîîòâåòñòâóþùåå
îïòèìàëüíîé öåïè Ìàðêîâà, åñòü

DîïòJa(ωτ ) = (|h|, ϕ̄)2 − (h, ϕ)2. (4.3.7)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàìè ïðîâåäåíî ðàíåå. Èñêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ðàâåíñòâî (4.3.7),
êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (4.2.1) ïóòåì ýëåìåíòàðíûõ âûêëàäîê.

Ñëåäñòâèå. Åñëè h > 0, f > 0, k > 0 (mod µ) è (mod µ2) ñîîòâåòñòâåííî, òî

DîïòJa(ωτ ) = 0. (4.3.8)

Ìû âèäèì, ÷òî êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 3.1 îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ, åñëè
èçâåñòíî ðåøåíèå ϕ̄ óðàâíåíèÿ (4.3.3). Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò èñïîëüçîâàíèå
àïðèîðíûõ ñâåäåíèé î ϕ̄.

Èññëåäîâàíèå äèñïåðñèè îöåíêè Ja(ωτ ) ïðîâîäèòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
Â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíàÿ öåïü Ìàðêîâà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

q0∗(x) =
|f(x)|ϕ̄∗(x)

(|f |, ϕ̄∗) , q∗(x → y) =
|k(y, x)|ϕ̄∗(y)

ϕ̄∗(x)
, (4.3.9)

à ϕ̄∗ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ϕ̄∗(x) =

∫
|k(y, x)|ϕ̄∗(y)µ(dx) + |h(x)|. (4.3.10)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ϕ̄∗

(äâîéñòâåííîñòü), ÷òî áûâàåò ïîëåçíî, â îñîáåííîñòè, åñëè ϕ̄∗ ìîæåò èìåòü íåêîòîðûé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ôîðìàëüíî óêàçàòü îïòèìàëüíóþ ìåðó Q â ñëó÷àå îöåíîê ïî
ñòîëêíîâåíèÿì Jc(ωτ ) è J∗c(ωτ ), îäíàêî öåïè Ìàðêîâà, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé ìåðå, íå
ñóùåñòâóåò.

Åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà îãðàíè÷èòüñÿ ìåðàìè, èíäóöèðóåìûìè öåïÿìè Ìàðêîâà, òî
çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîé ìàðêîâñêîé öåïè ìîæåò áûòü ðåøåíà, íî å¼ ðåøåíèå
íå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 3.1. Òðåáóåòñÿ ðàçâèòèå ñïåöèàëüíîãî àïïàðàòà
(ñì. Ã.À. Ìèõàéëîâ [12]). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ îöåíîê ïîëåçíî âûáèðàòü
ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü öåïè Ìàðêîâà òàê, ÷òîáû |k(x, y)| (ñîîòâåòñòâåííî |k(y, x)|) âõîäèë
â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ.

4.3.2 Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ (âåêòîðíûå îöåíêè)
Åñëè ðÿä Íåéìàíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí ôóíêöèîíàë (h, ϕ)

(h, ϕ) =
∞∑

l=0

∫
µ(dx0) · · ·

∫
µ(dxl)h0k01...kl−1,lfl (4.3.11)

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ïóòåì âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî èëè
÷èñëåííîãî ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, òî òàêèì îáðàçîì ÷àñòî óäàåòñÿ ïîñòðîèòü îöåíêè ñ
ìåíüøåé äèñïåðñèåé. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì áûë ðàññìîòðåí â ãëàâå 3. ïðèìåíèòåëüíî ê
îáùåìó ñëó÷àþ èíòåãðàëà ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå. ×àñòíûå îñîáåííîñòè ñóììû (4.2.7)
ïîçâîëÿþò óêàçàòü ñïåöèàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû.

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðèåì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò
ïðèìåíÿòüñÿ ê îòäåëüíûì ÷ëåíàì ñóììû (÷àñòî óäàåòñÿ âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè ïåðâûå
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èëè íåñêîëüêî ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ðÿäà). Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå xi îáû÷íî âåêòîðû
xi = (xi

i, ..., x
s
i ), òî òàêæå ÷àñòî ìîæíî èíòåãðèðîâàòü âñå ñëàãàåìûå ïî ÷àñòè êîìïîíåíò

âåêòîðà xi. Ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ è ìû îñòàíîâèìñÿ íà íåì ïîäðîáíî.
Ïóñòü x = (y, z), è µ(dx) = µ2(dy)µ1(dz). Ðàññìîòðèì îöåíêó Ja(ωτ ) äëÿ âû÷èñëåíèÿ

(ϕ, h)

Ja(ωτ ) =
h0k01 · · · kτ−1,τfτ

p0
0p01 · · · pτ−1,τgτ

, ki,j = k(yi, zi; yj, zj),

pi,j = p(yi, zi → yj, zj), h0 = h(y0, z0), p0
0 = p0(y0, z0), fi = f(yi, zi),

gτ = g(yτ , zτ ). X = Y × Z, yi ∈ Y , zi ∈ Z, i = 0, ..., τ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì τ èíòåãðàë îò h0k01 · · · kτ−1,τfτ ïî µ(dz0)...µ(dzτ )
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí òî÷íî. Ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû îöåíêè ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî
çíà÷åíèé ÿäðà kj,j+1, j = 0, ...τ − 1 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð Lj,j+1 =∫

k(yj, zj; yj+1, zj+1)ψ(zj+1)µ1(dzj+1), òàê ÷òî ïðîèíòåãðèðîâàííûé ÷èñëèòåëü îöåíêè áóäåò
èìåòü âèä:

∫
µ(dz0)h0L01, ..., Lτ−1,τfτ .

Åñëè òåïåðü ìû âûáåðåì öåïü Ìàðêîâà òàê, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ èç Z,
ò.å. p̄0(y, z) = p̄0(y), p(y, z → y

′
, z′) = p̄(y → y

′
), òî îöåíêà

Ja(ωτ ) =

∫
µ1(dz0)(h0L0,1...Lτ−1,τfτ )

p̄0
0p̄01...p̄τ−1,τ ḡτ

, L−1,0 ≡ 1 (4.3.12)

áóäåò íåñìåùåííîé ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
4.3a p̄0

0p̄01...p̄τ−1,τ ḡτ > 0 äëÿ òåõ (mod µτ+1
2 ) y0, ..., yτ , äëÿ êîòîðûõ òàêæå (mod µτ+1

2 )
îòëè÷íî îò íóëÿ âûðàæåíèå

∫
µ1(dz0)h0L0,1 · · · Lτ−1,τfτ ,

4.3á Ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

τ=0

∫
µ2(dy0) · · ·

∫
µ2(dyτ )

∣∣∣
∫

µ1(dz0)h0L0,1...Lτ−1,τfτ

∣∣∣, (4.3.13)

ò.å. èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. 4.5 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 4.3a 4.3á èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

EJa(ωτ ) = (h, ϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî è ìû ïðåäîñòàâëÿåì åãî ÷èòàòåëþ.
Ïîñêîëüêó, â èñõîäíîé îöåíêå Ja(ωτ ) ÷àñòî óäîáíî âûáèðàòü p(x → x

′
) áëèçêèì ê

|k(x → x
′
)|, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷àñòî âîçìîæåí âûáîð òàêèõ p0(x) è p(x → x

′
),

÷òî ïëîòíîñòü òðàåêòîðèé p0
0p01 ···pτ−1,τgτ òàêæå óäîáíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïåðåìåííûì

z0, ..., zτ . Òîãäà îöåíêà
Ja(ωτ ) =

∫
µ1(dz0)(h0L01...Lτ−1,τfτ )∫
µ1(dz0)(p0

0π01...πτ−1,τgτ )
, (4.3.14)

(ãäå π åñòü îïåðàòîð îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì πj,j+1ψ(zj) =
∫

µ1(dzj+1)p(yj, zj →
yj+1, zj+1)ψ(zj+1), ψ � îãðàíè÷åííàÿ mod µ1 ôóíêöèÿ íà Z) òàêæå áóäåò íåñìåùåííîé
îöåíêîé (ϕ, h) ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ 4.3á, åñëè
ìîäåëèðóåòñÿ öåïü Ìàðêîâà (p0, p), íî èñïîëüçóåòñÿ ëèøü òðàåêòîðèÿ y0, ..., yτ .
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Ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè.
Çàìå÷àíèå 4.2.1. Óñëîâèå (4.2.20) ñëàáåå óñëîâèÿ (4.1.4). Îöåíêè Ja è Ja ìîãóò áûòü

èíòåãðèðóåìûìè íà òðàåêòîðèÿõ ìàðêîâñêîé öåïè (èìåòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå),
êîãäà Ja íå èíòåãðèðóåìà.

Çàìå÷àíèå 4.2.2. Åñëè Ja èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî Ja è Ja ìîãóò
ñëóæèòü ñðåäñòâîì óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû. Ðåøåíèå î öåëåñîîáðàçíîñòè èõ
èñïîëüçîâàíèÿ òðåáóåò â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ îòäåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Îòìåòèì òîëüêî,
÷òî ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ f, k, h äèñïåðñèÿ Ja îáðàùàåòñÿ â íóëü íà òîé æå ìàðêîâñêîé
öåïè, ÷òî è DJa.

"Îïåðàòîðíûå" àíàëîãè îöåíîê J∗a, J
′
c è J∗c ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû îñîáåííîñòÿì ïðè
èñïîëüçîâàíèè Jc è Jc.

Îñîáåííîñòè "îïåðàòîðíûõ" îöåíîê ïîëåçíî ïðîñëåäèòü íà ïðèìåðå ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èìååì

X = AX + F
X = (x1, . . . , xn)T , A = ‖ai,j‖n

i,j=1, F = (f1, . . . , fn)T .

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, 2, . . . , n íà s íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ N1 =
(n0 +1, n1), N2 = (n1 +1, . . . , n2), . . . , Ns = (Ns−1 +1, . . . , ns), n0 = 0, n1 > n2 > . . . > ns. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåì ïðåäñòàâèì âåêòîðû X è F â âèäå X = (X1, . . . , Xs), F =
(F1, . . . , Fs), ãäå Xj+1 = (Xnj+1, . . . , Xnj+1

), Fj+1 = (fnj+1, . . . , fnj+1
), j = 0, . . . , s − 1, à

ìàòðèöó A â âèäå A = ‖Ak,l‖s
k,l=1, ãäå Ak,j � ïðÿìîóãîëüíûå ïîäìàòðèöû ìàòðèöû Ak,l =

‖ai,j‖i∈Nk,j∈Nl
. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü H = (H1, . . . , Hs), ãäå Hl+1 = (hnj+1, . . . , hnj+1

). Îöåíêà
J̄a, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ðàçáèåíèþ, åñòü

J̄a(ωτ ) =

s∑
l=1

HlAi0,i1 . . . Aiτ−1,τ Fτ

p̄0
i0
p̄i0,i1 . . . p̄iτ−1,τ ḡτ

, A−1,0 ≡ I (åäèíè÷íîé ïîäìàòðèöå).

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîìáèíàöèÿ ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî è èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Îí èìååò áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü (ïî ñðàâíåíèþ ñ
àëãîðèòìîì, èñïîëüçóþùèì Ja). Ó÷òèòå äàëåå çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííûå âûøå. Î÷åâèäíû
òàêæå ïðåèìóùåñòâà, êîòîðûå ìîãóò äîñòàâèòü îïåðàòîðíûå îöåíêè ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà
ïàðàëëåëüíî-âåêòîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñòðóêòóðàõ.

Äðóãîå âàæíîå ïðèëîæåíèå îïåðàòîðíûõ îöåíîê âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè ñèñòåì
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé

ϕ1(x) =
∫

k1,1(x, y)ϕ1(y)µ(dy) +
∫

k1,2(x, y)ϕ2(y) + f1(x)
(modµ)

ϕ2(x) =
∫

k2,1(x, y)ϕ1(y)µ(dy) +
∫

k2,2(x, y)ϕ2(y) + f2(x)

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíî óðàâíåíèå

ϕ(j, x) =

∫
k(j, x; l, y)ϕ(l, y)µ(dl, dy) + f(j, x), µ(dl, dy) = µ(dy)⊗ µ1(dl),

ãäå µ1(dl) åñòü ìåðà ñ ðàâíûìè âåñàìè íà ìíîæåñòâå (1,2). Èíäåêñ l èãðàåò ðîëü
ïåðåìåííîé z â íàøåì îáùåì ðàññìîòðåíèè â íà÷àëå n0 4.3.2.
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4.3.3 Âåòâÿùèåñÿ òðàåêòîðèè
Îäíèì èç óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè îöåíîê â çàäà÷å ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäà Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå âåòâÿùèõñÿ öåïåé Ìàðêîâà. Ñóòü ìåòîäà ïðîùå
âñåãî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ðÿäà (4.1.7) ñ ïîìîùüþ
îäíîé èç ðàññìîòðåííûõ îöåíîê âûáðàíà öåïü Ìàðêîâà (p0, p), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èñïûòàíèÿ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî M òðàåêòîðèé òàêèõ, ÷òî íà÷àëüíàÿ ÷àñòü (îò x0 äî xm

âêëþ÷èòåëüíî) ó íèõ ñîâïàäàåò, à x
(j)
i (j = 1, ..., M) ìîäåëèðóåòñÿ íåçàâèñèìî ïðè i > m.

Ñ÷èòàåì x
(1)
m = x

(2)
m = ... = x

(M)
m . Èìååì îáùóþ ÷àñòü x0 → x1... → xτ ïðè τ 6 m è

↗ x
(1)
m+1 → · · · → x1

τ(1) (4.3.15)
x0 → ... → xm −→ · · · · · · · · ·

↘ x
(M)
m+1 → · · · → xM

τ(M),

åñëè τ > m. Ïóñòü
∑M

j=1 λj = 1.
Îöåíêà

Jb
a =





∑M
j=1 λj

h0k01...k
(j)
mj,mj+1···k(j)

τ(j)−1,τ(j)
f
(j)
τ(j)

p0
0p01...p

(j)
mj,mj+1···p

(j)
τ(j)−1,τ(j)

g
(j)
τ(j)

, τ(j) > m

h0k01···kτ−1,τ fτ

p0
0p01···pτ−1,τ gτ

, τ 6 m,
(4.3.16)

ãäå k
(j)
p,q = k(x

(j)
p , x

(j)
q ), p

(j)
p,q = p(x

(j)
p → x

(j)
q ), f

(j)
q = f(x

(j)
q ), g

(j)
q = g(x

(j)
q ), î÷åâèäíûì

îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé. Çäåñü mj èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîå çíà÷åíèå äëÿ
êàæäîé òðàåêòîðèè è ìîæåò çàâèñåòü îò x

(j)
i . Äëÿ äàííîé òðàåêòîðèè (4.3.15) òî÷êà

xm íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ, à λj -ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì j-òîé âåòâè. Îáû÷íî
âûáèðàåì λj > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ëþáûå èç
j-ûõ òðàåêòîðèé â ñâîþ î÷åðåäü èìåþò òî÷êó âåòâëåíèÿ. Íàëè÷èå âåòâëåíèÿ, çíà÷åíèÿ
m,xm è λj âëèÿþò íà âåëè÷èíó äèñïåðñèè îöåíîê. (Àíàëîãè J∗a Jc è J∗c äëÿ âåòâÿùèõñÿ
òðàåêòîðèé ñòðîÿòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì). Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ äåëàåò çàäà÷ó
îïòèìèçàöèè î÷åíü ñëîæíîé. Îáû÷íî èñïîëüçóþò âåòâëåíèå â òîé îáëàñòè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé, êîòîðàÿ ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïîâëèÿòü íà äèñïåðñèþ îöåíêè.
Ýòà îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èëè íà îñíîâå "ôèçè÷åñêèõ" ñîîáðàæåíèé.
Çäåñü áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ñîîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííîñòè (ϕ è ϕ∗), íî ýòî ñïåöèàëüíàÿ
òåìà, ðàçâèâàåìàÿ â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ÷åðåç âåùåñòâî. Îòìåòèì
â çàêëþ÷åíèå, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðàññëîåííîé âûáîðêè ïðè âû÷èñëåíèè ðÿäà Íåéìàíà
ïðèâîäèò òàêæå ê êîíñòðóêöèÿì ñõîæèì ñ âåòâÿùèìèñÿ öåïÿìè Ìàðêîâà.

4.4 Çàìå÷àíèÿ î òðóäîåìêîñòè. Êâàçèñëó÷àéíûå ÷èñëà
Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò ïîâòîðèòü òî îáùåå ïîëîæåíèå, ÷òî óìåíüøåíèå äèñïåðñèè
íå ìîæåò ñëóæèòü ñàìîöåëüþ. Öåëüþ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ
ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ

1. Óâåðåííîñòü (òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå) â òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñóùåñòâóåò
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2. Îöåíêà ñâåðõó âòîðîãî ìîìåíòà, åñëè îí ñóùåñòâóåò.

3. Âûáîð ìåðû, ïîäëåæàùåé ìîäåëèðîâàíèþ è îöåíêè, îáåñïå÷èâàþùåé íàèìåíüøóþ
òðóäîåìêîñòü (íàèìåíüøåå ñðåäíåå ÷èñëî îïåðàöèé êîìïüþòåðà). Çàìåòèì, ÷òî
îáû÷íî ðå÷ü èäåò íå îá îïòèìàëüíîì, à áîëåå èëè ìåíåå áëèçêîì ê îïòèìàëüíîì
âûáîðå. Âûáîð òàêîãî ðîäà ÷àñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ îñîáåííîñòåé çàäà÷è.

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ, òåîðèÿ êîòîðûõ îðèåíòèðîâàíà
íà èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî îáøèðíîãî êëàññà çàäà÷,
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Ïîÿñíèì
ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå êîíêðåòíûì ïðèìåðîì. Ìåòîä ñóùåñòâåííîé âûáîðêè óêàçûâàåò
îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ f è µ. Ïðè
äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ñòðîèòñÿ äëÿ êëàññà ôóíêöèé f (è ìîæåò áûòü
ðåøåíà â î÷åíü îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ñëó÷àåâ). Òåì íå ìåíåå, íóæíû âåñêèå îñíîâàíèÿ,
÷òîáû ïðåäïî÷åñòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äåòåðìèíèðîâàííîìó àëãîðèòìó â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïîñëåäíèé óäîáåí è ïîäðîáíî èññëåäîâàí.

4.4.1 Ñðàâíèòåëüíàÿ òðóäîåìêîñòü ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïðåäñòàâëÿåò î÷åâèäíûé èíòåðåñ ñðàâíåíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ è
àëãîðèòìîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî â äîñòàòî÷íî ïðîñòîì ñëó÷àå. Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèÿõ
§4.1. âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

X = AX + F, λ1(|A|) < 1.

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè èñïîëüçîâàòü îöåíêó J∗c , êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íà îäíîé
òðàåêòîðèè öåïè Ìàðêîâà îöåíèâàòü âñå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ X è ñðàâíèâàòü å¼
òðóäîåìêîñòü ñ òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé

Xm = AXm−1 + F, X0 = F.

Ïóñòü M � ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ ε (â
íåêîòîðîé âåêòîðíîé íîðìå),

XM = (J + A + ... + AM)F. (4.4.1)

Êîìïîíåíòû x
(m)
l , l = 1, ..., n âåêòîðà XM ìîãóò áûòü îöåíåíû ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè

[J∗c ]M(l) =

τM∑
j=0

fi0ai1,i0 · · · aij,ij−1hij

pi0pi0i1 · · · pij−1ij

, (4.4.2)

τM =

{
τ τ < M

M τ > M
, a0,−1 ≡ 1, hi,j =

{
1 ij = l

0 ij 6= l
.
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Ïîëàãàÿ Qij =
fi0

ai1,i0
···aij ,ij−1

pi0
pi0i1

···pij−1ij
, ij 6 τM ìû ìîæåì óêàçàòü îöåíêó äëÿ êàæäîãî x

(M)
l

íà îäíîé ìîäåëèðóåìîé òðàåêòîðèè. À èìåííî

x̂
(M)
l =

{∑
ij=l Qij

0, åñëè íåò ij, ðàâíûõ l.
Î÷åâèäíî, E x̂

(M)
l = x

(M)
l . (4.4.3)

À. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ XM íóæíî M ðàç óìíîæèòü ìàòðèöó ‖ai,j‖ íà âåêòîð è M ðàç
ñëîæèòü âåêòîðû. Ýòî òðåáóåò R = M(n(n + 1) + 1) ∼ Mn2 îïåðàöèé ïðè ïîëíîñòüþ
çàïîëíåííîé ìàòðèöå A.

Á. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ [J∗c ](l) òðåáóåòñÿ íå áîëåå M ðàç ìîäåëèðîâàòü äèñêðåòíîå
ðàñïðåäåëåíèå (p0 èëè ñòðîêó ïåðåõîäíîé ìàòðèöû ‖pi,j‖), îñóùåñòâèòü íå áîëåå M
óìíîæåíèé è äåëåíèé, è íå áîëåå M ñëîæåíèé (äîáàâëåíèå Qij ê ðàíåå ïîëó÷åííûì
îöåíêàì x̂

(M)
l ). Åñëè òåïåðü ìû âñïîìíèì (�2.1), ÷òî ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ p1, ..., pn òðåáóåò íå áîëåå log2 n îïåðàöèé. òî ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îöåíêè x̂

(M)
l íóæíî íå áîëåå M(log2 n+3) îïåðàöèé. Îäíàêî, ìû âûíóæäåíû ïîâòîðèòü ýòó

îïåðàöèþ N ðàç è âû÷èñëèòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîëó÷åííûõ N çíà÷åíèé. Èìååì
îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó - ÷èñëî îïåðàöèé Sn,

Sn 6 NM(log2 n + 3) + n.

È, äàëåå,
Sn/Rn ∼ N log2 n + n/M

n2
. (4.4.4)

Èç îáùåé òåîðèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èçâåñòíî, ÷òî M ∼ ln ε
ln |λ1| . Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè

çàäàííîì óðîâíå íàäåæíîñòè èìååì N ∼ σ2/ε2 è àñèìïòîòè÷åñêè ïî ε ïîëó÷àåì

Sn/Rn ∼ N log2 n + n/M

n2
∼

(σ2

ε2
log2 n +

n ln |λ1|
ln ε

) 1

n2
=

σ2

(nε)2
log2 n +

ln |λ1|
n ln ε

. (4.4.5)

Èç ïîëó÷åííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè nε > log2 n ïðè ε ôèêñèðîâàííîì è âîçðàñòàþùåì n
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ìîæåò áûòü áîëåå ýôôåêòèâíûì ÷åì ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé.

Åñëè ìàòðèöà A èìååò íóëåâûå ýëåìåíòû, íî ÷èñëî íåíóëåâûõ ïðîïîðöèîíàëüíî
qn2, q < 1, òî ïîõîæèé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî. Ñëó÷àé äðóãèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ è
ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, íî â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè
ñõåìû Íåéìàíà-Óëàìà îáû÷íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ÷òî íàõîäèòñÿ òàêîå n0, ÷òî
ïðè n > n0 (ïðè ôèêñèðîâàííîì, à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è ïðè çàâèñÿùåé îò n, âåëè÷èíå
ε) ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ìîæåò áûòü áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì [13,14]. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî
ïðèñïîñîáëåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøîãî îáúåìà.

4.4.2 Ìåòîä Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â �3.2 ìåòîäû Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî ñîñòîÿò â ïðèìåíåíèè
êóáàòóðíîé ôîðìóëû

∫ 1

0

dx1...

∫ 1

0

dxsf(x1, ..., xs) ≈ 1

N

N∑
j=1

f
(
x

(s)
1 (j), ..., x(s)

s (j)
)
. (4.4.6)
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x
(s)
i (j) çäåñü íåñëó÷àéíûå (ò.å. ïîëó÷åííûå íå ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë!) ÷èñëà

èç ïðîìåæóòêà (0,1). Èäåÿ Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü xi(j)
â ñõåìå ìåòîäà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî âìåñòî ðåàëèçàöèè αl ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé
íà (0,1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Âîçâðàùàÿñü ê ìàòåðèàëó ãëàâû 1, ìû âñïîìèíàåì, ÷òî
αl ìîæíî âûáèðàòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Ýòîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ äåëàòü ñ ÷èñëàìè
x

(s)
i (j), õîòÿ âî ìíîãèõ ñõåìàõ êâàçè Ìîíòå-Êàðëî (íàïð., òî÷êè Õîëòîíà) ïðè ïåðåõîäå

îò s ê s + 1 ìîæíî ñîõðàíÿòü ïîëó÷åííûå ðàíåå x
(s)
i (j), ò.å. ìîæíî âûáèðàòü x

(s)
i (j), íå

çàâèñÿùèìè îò s, è ïðè óâåëè÷åíèè N ìîæíî íå ïåðåñ÷èòûâàòü ïîëó÷åííóþ ðàíåå ñóììó.
Íîâûå óçëû äîáàâëÿþòñÿ ê ñòàðûì. Ýòè îñîáåííîñòè ñâîéñòâåííû áîëåå ìåòîäó Ìîíòå-
Êàðëî, ÷åì êëàññè÷åñêîé òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Â ïîñëåäíåé èçìåíåíèå N èëè s
òðåáóåò âûáîðà íîâîé ñèñòåìû óçëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë è ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ, êàê ôóíêöèÿ αl ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ( â ñìûñëå Õàðäè-
Êðàóçå), òî ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (4.4.6.) ìîæåò ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà
(óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ðàáîòó). Ïðè ýòîì î ïîâåäåíèè ïîãðåøíîñòè ìîæíî ñóäèòü
ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé ïîëó÷åííûõ ïðè âîçðàñòàíèè N .

Åñëè âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿò â ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé öåïè Ìàðêîâà è âû÷èñëåíèè
ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè, òî äëÿ îäíîé òðàåêòîðèè äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìà óçëîâ,
ïðèíàäëåæàùàÿ îäíîìó çíà÷åíèþ j, ò.å. x1(j), x2(j), ..., xs(j). Ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè
ìîãóò èìåòü ðàçíóþ äëèíó, âàæíî, ÷òîáû ïðè âîçðàñòàíèè s íå íóæíî áûëî áû
èçìåíÿòü ïîëó÷åííûå ðàíåå xi(j). Èìååòñÿ ìíîãî ïóáëèêàöèé, ãäå èñïîëüçîâàíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Õîëòîíà è Ñîáîëÿ ïðèâîäèò ê ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì, ÷åì ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Îäíàêî, èìååòñÿ ðÿä
ìàëî èññëåäîâàííûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Êâàçè Ìîíòå-Êàðëî.

Òàê èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåìûå â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ ïðè
ìîäåëèðîâàíèè åñòåñòâåííûõ ÿâëåíèé ìîãóò áûòü èñêàæåíû âñëåäñòâèå êîððåëÿöèé,
èìåþùèõ ìåñòî ìåæäó ýëåìåíòàìè êâàçèñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýòè èñêàæåíèÿ
ìîãóò áûòü îñîáåííî çàìåòíû, êîãäà ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû îòáîðà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
äîëæíà áûòü ïðîÿâëåíà îñòîðîæíîñòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷, èñïîëüçóþùèõ ìîäåëèðîâàíèå
ðàñïðåäåëåíèé è, â îñîáåííîñòè, ìåòîäû îòáîðà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé.
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Ïðèëîæåíèå 1. Òàáëèöà ïðîñòûõ ÷èñåë

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113
127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229
233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463
467 479 487 491 499 503 509 521 523 541
547 557 563 569 571 577 587 593 599 601
607 613 617 619 631 641 643 647 653 659
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733
739 743 751 757 761 769 773 787 797 809
811 821 823 827 829 839 853 857 859 863
877 881 883 887 907 911 919 929 937 941
947 953 967 971 977 983 991 997 1009 1013
1019 1021 1031 1033 1039 1049 1051 1061 1063 1069
1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151
1153 1163 1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223
1229 1231 1237 1249 1259 1277 1279 1283 1289 1291
1297 1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373
1381 1399 1409 1423 1427 1429 1433 1439 1447 1451
1453 1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511
1523 1531 1543 1549 1553 1559 1567 1571 1579 1583
1597 1601 1607 1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657
1663 1667 1669 1693 1697 1699 1709 1721 1723 1733
1741 1747 1753 1759 1777 1783 1787 1789 1801 1811
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
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Ïðèëîæåíèå 2. Òàáëèöà ÷èñëèòåëåé r
(l)
j

j l=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 l=12 . . .
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . . .
2 1 3 5 15 17 51 85 255 257 771 1285 3855 . . .
3 1 1 7 11 13 61 67 79 465 721 823 4091 . . .
4 1 3 7 5 7 43 49 147 439 1013 727 987 . . .
5 1 1 5 3 15 51 125 141 177 759 267 1839 . . .
6 1 3 1 1 9 59 25 89 321 835 833 4033 . . .
7 1 1 3 7 31 47 109 173 181 949 471 2515 . . .
8 1 3 3 9 9 57 43 43 225 113 1601 579 . . .
9 1 3 7 13 3 35 89 9 235 929 1341 3863 . . .
10 1 1 5 11 27 53 69 25 103 615 913 977 . . .
11 1 3 5 1 15 19 113 115 411 157 1725 3463 . . .
12 1 1 7 3 29 51 47 97 233 39 2021 2909 . . .
13 1 3 7 7 21 61 55 19 59 761 1905 3379 . . .
14 1 1 1 9 23 37 97 97 353 169 375 1349 . . .
15 1 3 3 5 19 33 3 197 329 983 893 3739 . . .
16 1 1 3 13 11 7 37 101 463 657 1599 347 . . .
17 1 1 7 13 25 5 83 255 385 647 415 387 . . .
18 1 3 5 11 7 11 103 29 111 581 605 2381 . . .
19 1 1 1 3 13 39 27 203 475 505 819 2821 . . .
20 1 3 1 15 17 63 13 65 451 833 975 1873 . . .
21 1 1 5 5 1 27 33 195 263 139 915 1959 . . .
22 1 3 3 3 25 17 115 177 19 147 1715 1929 . . .
23 1 1 3 15 29 15 41 105 249 203 1223 2389 . . .
24 1 3 1 7 3 23 79 17 275 81 1367 3251 . . .
25 1 3 7 9 31 29 17 47 369 337 663 1149 . . .
26 1 1 5 13 11 3 29 169 393 829 629 243 . . .
27 1 3 1 9 5 21 119 109 167 989 525 3609 . . .
28 1 1 3 1 23 13 75 149 333 375 469 1131 . . .
29 1 3 3 11 27 31 73 15 473 365 981 1701 . . .
30 1 1 7 7 19 25 105 213 469 131 1667 143 . . .
31 1 3 5 5 21 9 7 135 101 215 1587 1339 . . .
32 1 1 1 15 5 49 59 253 21 733 1251 3497 . . .
33 1 1 1 1 1 33 65 191 451 451 451 2499 . . .
34 1 3 5 15 17 19 21 155 229 447 481 1571 . . .
35 1 1 7 11 13 29 3 175 247 177 721 983 . . .
36 1 3 7 5 7 11 113 63 297 57 483 4021 . . .
37 1 1 5 3 15 19 61 47 403 471 1209 1625 . . .
38 1 3 1 1 9 27 89 7 497 979 1457 3217 . . .
39 1 1 3 7 31 15 45 23 61 197 415 1163 . . .
40 1 3 3 9 9 25 107 39 361 251 1435 2977 . . .
41 1 3 7 13 3 3 25 55 215 517 725 3391 . . .
42 1 1 5 11 27 21 5 71 393 137 861 675 . . .
43 1 3 5 1 15 51 49 87 125 567 41 3093 . . .
44 1 1 7 3 29 19 111 103 285 1021 1619 1495 . . .
45 1 3 7 7 21 29 119 119 501 167 1579 3443 . . .
46 1 1 1 9 23 5 33 135 277 877 1701 557 . . .
47 1 3 3 5 19 1 67 153 199 929 869 675 . . .
48 1 1 3 13 11 39 101 169 301 269 1151 1489 . . .
49 1 1 7 13 25 37 19 185 19 327 1897 2303 . . .
50 1 3 5 11 7 43 39 201 83 997 1679 3925 . . .
51 1 1 1 3 13 7 91 217 351 91 1355 3705 . . .
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Ïðèëîæåíèå 2. Òàáëèöà ÷èñëèòåëåé r
(l)
j (ïðîäîëæåíèå)

j . . . l=13 14 15 16 17 18 19 l=20
1 . . . 1 1 1 1 1 1 1 1
2 . . . 4369 13107 21845 65535 65537 196611 327685 983055
3 . . . 4125 4141 28723 45311 53505 250113 276231 326411
4 . . . 5889 6915 16647 49925 116487 83243 116529 715667
5 . . . 6929 16241 16565 17139 82207 50979 252717 851901
6 . . . 3913 11643 18777 35225 102401 45059 36865 299009
7 . . . 6211 2147 3169 35873 33841 99889 247315 1032727
8 . . . 1731 11977 7241 63609 81003 15595 144417 685617
9 . . . 1347 4417 5087 12631 103445 152645 130127 775365
10 . . . 6197 14651 2507 27109 5205 91369 302231 172023
11 . . . 2817 9997 7451 12055 44877 24895 508255 574033
12 . . . 5459 2615 13329 35887 97323 83101 320901 810643
13 . . . 8119 13207 8965 9997 75591 226659 187499 628265
14 . . . 5121 13313 19457 1033 62487 250917 234593 308321
15 . . . 7669 2671 18391 31161 12111 259781 36159 232401
16 . . . 2481 5201 3123 32253 78043 63447 508757 974837
17 . . . 7101 11469 11699 15865 49173 147489 81991 802875
18 . . . 2677 14855 721 26903 100419 206167 241771 987201
19 . . . 1405 12165 709 41543 57545 77163 357231 378135
20 . . . 7423 5837 20481 12291 86017 12303 299025 774207
21 . . . 725 5387 19285 5165 27985 69809 128325 164575
22 . . . 2465 12483 13057 28931 54019 21251 62233 248081
23 . . . 471 12945 32321 29377 127427 103759 472541 1008719
24 . . . 2887 1279 4865 64771 24321 42247 338691 599831
25 . . . 1715 187 12285 53631 110851 4357 153347 671033
26 . . . 5595 8133 4929 10817 8261 189901 255947 734787
27 . . . 5689 11819 15889 48083 67537 63993 336469 749285
28 . . . 441 14471 12625 8881 34707 85105 479495 911133
29 . . . 3169 7615 8405 41135 106823 107847 339031 977907
30 . . . 4485 2981 12593 60913 1573 26967 507907 344073
31 . . . 6311 4081 28637 60935 94129 109273 475921 281389
32 . . . 3557 7223 13425 58577 69521 217151 424277 789985
33 . . . 483 11843 28285 12029 86021 217093 348165 176165
34 . . . 3781 10799 15893 959 19793 213491 377941 414943
35 . . . 3195 9277 15405 19637 87283 186143 343297 1041185
36 . . . 5213 2031 4677 26607 20931 54345 259163 741087
37 . . . 5085 15371 19493 56445 26369 27399 521499 132383
38 . . . 185 6603 1129 36087 66817 98051 451841 175361
39 . . . 7323 7563 25321 52563 37745 81777 235347 539895
40 . . . 1713 11617 14979 5455 68289 209987 346179 521289
41 . . . 4021 4129 4099 12345 102733 21287 128115 20689
42 . . . 5875 12061 25469 47423 29505 124097 444613 430923
43 . . . 5363 3471 17589 50131 33137 98739 361365 426737
44 . . . 4977 15919 6731 43771 23313 151281 270519 11187
45 . . . 5441 1097 13483 58779 36561 116819 420599 998391
46 . . . 1779 10369 15325 33331 118321 59665 498897 494137
47 . . . 6777 14343 18465 63615 43349 30799 322567 939017
48 . . . 287 8475 6929 46013 52785 75249 14035 507165
49 . . . 6919 16139 16677 34579 120981 239693 73299 863545
50 . . . 1517 305 21765 45827 91157 113679 204881 761911
51 . . . 1875 7621 4381 9079 94533 37261 431301 176455

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñëèòåëè r
(l)
j íàïðàâëÿþùèõ ÷èñåë ïðè 1 ≤ j ≤ 51, 1 ≤ l ≤ 20. Íàïðàâëÿþùèå

÷èñëà v
(l)
j âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå v

(l)
j = r

(l)
j 2−l, (qj , lj = l1v

(1)
j ∗ l2v

(2)
j ∗ . . . ∗ lmv

(m)
j ).
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Ïðèëîæåíèå 3. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü det‖ϕi(xj)‖m
1 (j� íîìåð ñòðîêè) ïî ýëåìåíòàì

ïåðâîãî ñòîëáöà, îáîçíà÷àÿ 4j ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð:

4j =

ϕ2(x1) ϕ3(x1) . . . ϕm(x1)
. . . . . . . . . . . .

ϕ2(xj−1) ϕ3(xj−1) . . . ϕm(xj−1)
ϕ2(xj+1) ϕ3(xj+1) . . . ϕm(xj+1)

. . . . . . . . . . . .
ϕ2(xm) ϕ3(xm) . . . ϕm(xm)

.

Ïîëó÷èì

I =
∫

µm(dQ)
m∑

j=1
(−1)j+14jϕ1(xj)det‖ψk(xl)‖m

1 =

=
m∑

j=1

∫
µ(dx1) . . .

∫
µ(dxj−1)

∫
µ(dxj+1) . . .

∫
µ(dxm)×

×(−1)j+14j

∫
µ(dxj)ϕ(xj)det‖ψk(xl)‖m

1 .

Äîìíîæèì ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ det‖ψk(xl)‖m
1 ñ íîìåðîì j íà ϕ1(xj) è

ïðîèíòåãðèðóåì åå ýëåìåíòû. Ïåðåñòàíîâêà ïðîèíòåãðèðîâàííîé ñòðîêè íà
ïåðâîå ìåñòî âûçîâåò ïîÿâëåíèå ìíîæèòåëÿ (−1)j−1. Åñëè òåïåðü èçìåíèòü
íóìåðàöèþ ïåðâûõ j − 1 ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ âî âñåõ ñëàãàåìûõ,
íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, îáîçíà÷àÿ x2 âìåñòî x1, x3 âìåñòî x2, . . . , xj âìåñòî
xj−1, òî ïîëó÷èì

I = m

∫
µ(dx2) . . .

∫
µ(dxm)det‖ϕi(xj)‖m

2 ×
(ϕ1, ψ1) (ϕ1, ψ2) . . . (ϕ1, ψm)
ψ1(x2) ψ2(x2) . . . ψm(x2)
. . . . . . . . . . . .

ψ1(xm) ψ2(xm) . . . ψm(xm)

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîíèçèëè íà åäèíèöó ïîðÿäîê îäíîãî èç îïðåäåëèòåëåé
è ïðîèíòåãðèðîâàëè ñòðîêó âòîðîãî. Áóêâàëüíîå ïîâòîðåíèå ýòîé îïåðàöèè,
î÷åâèäíî, ïðèâåäåò íàñ ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó. Ëåììà äîêàçàíà.
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